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0 homogennich soufadnicich a invariantech
v theorii kuZeloseéek.

Napual
Eduard Weyr
(Dokcn':‘.eui |

' 12, Simultanni tnvarianty dvow kuielosedek.
Dvé kvadratické ternarné formy

=2 aupise, f =2 aunrte
ransformujme substituci
&y = ?".1’1; + tjzx_a -+ “’.1'353

na formy £, f.
Pri libovolném A mime tedy

M+rF =+ F
rozloif-li se levd strana na dva linearné faktory, rozloZl se
i pravd t. j. hodnoty A, pro které vymizi diskriminant formy
Af 4- £ jsou tytéZ, pii nichs vymiz{ diskriminant formy Af + f.
M4 tedy kubickd rovnice

AG“ + G"“, a‘a’lz + afx 21 }'“13 + a‘l'.l .
L ==| A8, + o, 40, 1 @), ey +a,, (=0
Aag, - 45,0 Agy, +-ay,, Aay, + @y,

AP+ @G- O =0
tytéZ kofeny jako rovmice
Z+ [(Z‘;n +- E‘n W) (‘f‘;zs + ;‘zz) (Aass + Etaa)] =0

¢ili

il
AL B L@ ;- 4=0.



82

Platl tedy proporce
400 4 =4:0:60 .4
avSak nalezli jsme
A4 ="Td
a tedy taky
6=T% 6 =T, 4=T4

t. j. vigrasy 4, @, &, A4 jsou simullanné inarianty forem f
a f*. Jich hodnoty lze snadno vyéisliti; ucinivée v L jednou

A=0, jednou A = oo — ¢&i vlastné v L:A*>— vidime ihned, Ze
4 a o jsou diskriminanty forem f a . Dile patené

o — (2L
- (31)1:0’
t. .
all! “ftz‘! ﬂ"l:} |“‘ll1 “’12:‘ l"“"l i G‘,” a"lz! a13
@ = | thayy “Ju'l (I.’.” +— “”':1! gy u‘fz:l + a;n a’zzs By
@y Gy Uy, Fars Byny Gy, @iy Byyy Gag
— 1A‘|1 + ww"\"z z+ LT ::-.: _+_ 2'312 + A‘I'& + 2“23A;o

—f_ 2“::11&;1
. ﬂ'kk&hk-

Obdobn# zavedentm hodnoty @ =~ by vydlo

all'l “l E3] a:a ai:'l ul 1 u:{l al!'} “I'A'I al‘.]
d r i’

@ - 0213 022’ a‘za _I_ “‘zn “’!21 a!:! + a!lJ a!‘zﬂ aza
r 4 L

Byyr Gy a’a:: a:ln a’::a) a:i:a aa].'l @y a’:m

— “”1-1:‘1 .+ G‘zz"\u + “:su ;!.:,3 + 2a) zAl 2 —i'_ 2“;:1:123
+ 2&-;11\3‘
- E(E;!k;i}.t.

Tyz vysledek vychdzl také takto: Mdme pfi libovolném g

Fruf =T+ of
a tudiZ .
TSE i [‘f}l _i_l'“fj :) (aiﬂ + ”ff}z) (0133 + pq’_im)]
= Xt (8, + ua, ) {0y 1 816,.) (@ + pa,))
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Vyviiime na obou stranich dle véty Taylorovy, poklida-

Jjlce By Z8 pitrost hoduoty au, & gai za pifrost hodnoty ;M;
tim

T"[A'—i—;? ,,+——p e + p,.-i-
2 ) b =5

Vzhledem k tomu, Ze g jest libovolné, soudime, Ze

Td-=d,
W dut 2d - 04 —
il g 4 g b =2 Ll
o @t o =i a E E
t. j. %e vyraz
@:—— “er +- + Gys

jest simultannim invariantem forem £ a f‘; a totéZ plati o ko-
efficientu pti u? a pfi w’, t. j. o hodnotich & & .

13. Uvaha pFedchozi v3ak ma dalsf vyznam, nehot vede
k obecné vétd:

Je-li I(a, b, ¢,..., &, B,...) simullannim invariantem forem
libovolnyjch stupiiie

f=aat L bt tm, e o @ .,
tu jest

aI aI
(14 Wl et
simultannim invariantem soustavy, je se sklddd 2 dfivéjsich
Sorem a z formy
P == aws b, - cate 4 .
Staéf uvazovati soustavu forem

JAuly @, ¥, ..

& jeji invariant
Ka - pa’y b-Fpb, ¢S-ac,..);

rozvineme-li jej dle Taylorovy véty, jsou koefficienty u vSech
6*
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mocnost! hodnoty libovolné w patrné invarianty, a zvlast koef-
ficient u u jest hoFejsl invariant. Obecnéji vede rozvimuti hod-
noty

la+ pa’ +-va”, b 0¥ 4-vb,. )
itle mocnosti g a v k simultannfm invariantim forem f, f, /4,
?, "pa «u-d
Opctna applikace invariativaé operace
2, ., 0
Tt

vede k invariantiim jevicim se jakodto koefficienty u mocnosti
g Yskotku tate operace provedena na invariante (14) poddva

asI i’ { J’ t f +
( —|——~b ) +(‘\mb +ab2b+" A S
to jest
.pJ Y] azI tr
Tl 2

coZ jest koefficient pii ;p"“, atd.  Applikujeme-li na néktery

% tichto invariantdv operaci -a"?a @+ - bb‘ .., obdrime si-
multaunl invm'iant soustavy f, f*, /“, ¢, ¥ .., obdohnd operace
;‘? @ w .., atd.

Vzhledem k okoluosti, fe se ku koefticientim forem E&asto
ptipojujf binomické koefficienty, jest vyhodno pipomenouti, Ze
véta hofejdi trva ve svém znénf, maji-li @, ¥, ¢, .. resp. tytéi

_Gselné faktory jako @, b, ¢. — N. pt. budiz

f= .28 4 boi—tm, + ety ..
= 6o -+ Bzt~ - Tysy g .,
f = et - by, - owe +-
= 6w'a? + 50ty - T 4
invariant I{a, b, ¢,..) zavedenim hodnot «, 8, , .. pfejde na

I(6e, 58, T, . ) = (&, B, 7, . )
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a pak jest

J B'J i/

+ -~ ﬁ ﬂ + '\y + *
simultannim invariantem. Skuteéné mime

W_ gl Al a0
de ™ o' B BT T
a tedy
of _aIa ra[a o, er,,
R A A A L
n48 hokejdl invariant,
Jakoito piiklad vytkntme dve kvadratické ternarné formy

f: Py (2 78N oY TN f‘ - X a;‘hx;.mk
« A .
a oznadme operaci o, —+ .. literou &; pak mime
LY |

Z ok [(ay + say, )@ + Ba) )6y, - pal )]
= 4+ 2y 020 ¥ 000,
a tedy
0=8(4), 6 = %— %A, 4 :-lb— ¥,

éim# simuitann{ invarianty @, @’ vyvezeny z diskriminantn .

14. Princip u¥ivdni kanonsckyjeh tvardv.

Dejme tomu, Ze kugclosetky f==0, £ =—0 maji jisty
zvlaftn{ vztah, u. pt. Zo se dotykajl. Transformujme je k né-
jalému specialuému zdikladnému trojiheluikn do forem £, f a
pedpokladejme, %e lze onen vziah vyjadfiti relac tvaru

H(4, 6,&, 49 =0
kdeZ H zraél homogenni funkei argumenti; pak vyjadiuje
H(d, 8, @', 4) =0
ty# vztah. Nebot prevedla-li substituce o determinantu T formy
5 f do £, f, tn lze predposlednl rovnici psati
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(T2, T'0, 146", T24) =0,

cof jest — po kracenf jistou potenct T — vovnice predchexzl.
Pro formy f & f hledfme oviem dociliti tvary co nejjednodudsi:
kanonické; v nasem pifpadé se tak stane, zvollme-li za zfikladnl
trojihenik poldrny trojihelnik obon kuselosedek. Ze takovy
existuje, snadno vychézf, pfihlédneme-li k svazku kuZelosclek

¥4 =0,
prochdzejieich patrné &yimi priseéiky A, B, C, D dar f=—0 a
JF=0. Kazdé dvé protéjii strany dplného étyrrohn ABCD tvoid
éaru svazku, oviem zvrhlow, a jejl rovnici olilrZime, volfme-li
za 4 hodonotu annudlujfef diskriminanat formy 4f -/ t. j. koten
kubické rovnice
lAaw + a,,| = 0.

Dvojné body téchto thi zvihlych éar jsou vreholy diago-
nalného téirohu iplného étyrrohu ABCD; trojibelnfk ten jest
polarnym trojibelnlkem ka#dé &dry svazkn. Abyehom to ukd-
zall, oznatme A% i, 1 koFeny napsané kubické rovnice a pfi-
pomeitme (v. &l 4.), Ze soufadnice dvojného bodu zvrhlé kuZe-

Iosedky annulluji viecky derivace Q(Lg_fﬁ . Budte &, 2%,
. &

#) soutadnice dvojnsho bodu &fry fJ A¥)f == 0, a oznalme
derivaci funkee § dle z vzatou, a do nif vloZeny hodnoty
2P, 2, 2, symbolem f(x(*), a obdobny vyznam wéj symbol

f’(:c;")); pak tedy plati devét vovaic

JE) @) =0, fla))+Vifz)=0,
f&) A (@) =0,  flah) 2@ =0,
(15) fwy) -+ 4fx,) =0,  fla)) 4 2 f(a5) =0,
J@) -+ 2@ =0,
Sl )+ Afi=)) =0,
S@y) 4 Avfi(2y) =0.
Ndasobme rovrice v prvoim sloupci resp. hodnotami z7,
x,, x, a seftéme, od souétu pak odeltéme soulet rovmic dru-
hého sloupece resp. hodnotami =), 2, «, ndsobenych & ob-
dréime
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Zatfla) + M (x) — Bafla) — A Zefrar) =0,
to jest
(¥ — &) B 2f(2) = 0,
a tedy za supposice, Ze koTewy A’, 4, 2 jrou nestejué,
Za'fi(x) =0,
aviak soucet z prvniho sloupce odvozeny podavi
B 2tf(a) + ¥ Erif () = 0,
a tedy také . '
Xriften = 0.

Obdobnfm kowbinovanim rvovaie prvafhe a t¥et(ho, a dru-
hého a tfetlho sloupce nalezime obecnd

(16) 2" =0, ) =0,
a tedy také
Za®) @)+ N =0, (mr=1,23 gz,

to jest kazdé dva z nalezenych tii dvojuych hodil jsou sdru-
Jeny vzlledem ku kaidé édfe svazku, a tvoff tedy tyto body
vreholy polarného trojiheln(kn, spoleéného viem kuZeloseélam
svazku,
Tot jediny spoletny polarny trojihelnfk car fa f; vreholy
a'y x¥, ' takového jsou sdruZeny vzhledem k obfma cardm a
hovi tedy Sesti rovnictmw (16), » dovedeme-li z téchto revnic
odvoditi rovnice (11), hwle tyrzeni patrné dokdzdno. Za tim
licelem vypi§me rovnice (16G) pristusné akeentu » = 1, tedy
Za'flx)=0, Zzifia)y =0,
Zafla) =0, Xzf(x)=0,
a poklidejme v levych dvou rovmiclch flz)), f(x}), f(x;), a
v pravyeh dvou f4(x), fx)), f(&) za nezndmé, pak ukazuj
oboje rovnice, e tyto nezndmé maji tytéz poméry t. j., Ze
existuje jisté &fslo A' takové, Ze

fd) _ Has) Aoy g
@)™ flan T 1@
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Médme pak
@)+ A x) =0, fa)+4f(=) =0,
o) 4 A (@) =0,
z Cehoi patrno, %e bod ' jest dvojuym bodem zvrhlé kuzelo-
seky

a vyrok dokdzdn.
Zvolfme-li obéma kuZeloseékdm spoleény polarny trojdbelnik
za zdkladny, budou jich rovnice miti tvary

] H . J— ' H ' H [ 2 [}
a‘llml + aﬂiwz + “33“73 - 01 al 1-’81 + a’nwz + aanxa - 0*

do féchto kanonickych forem Ize tedy soudasné formy f a f
linearnou transformae{ pfevésti.
Invarianty jsou pak

J@) + 4 ) =0,

i ! 4
A== 8385005y, O 526, ,0g985 T 005,855 - G Gy,
o & + ¢ i 3 i g o ) P i
@ - a’llaz 2“33 + anazﬂaan + auaezaﬁa ] d' = a“a“a” *

Kanonické tvary lze jedté zjednodusiti substituel
9«‘;\/“’. 1=y, ’”2V“J_n =&y, wsVEa; =,

kterd pfi realné ¢dfe f/ jest patrné imaginarnou; pak transfor-
mované formy nabyvajf tvard

81T - Ggg® - %3 @] - & 2,
a invarianty jsou
4 P @ Gy lsy 0 == G843 - Ayy)y - 814859,
@ =gy, + @y + 4, 4'=1
15. Geometricky vijznam vymizeni invarianti 4, ©, @, 4.
Vymizi-li o, jest édra f, & vymlzl-li 2" jest &dra f¥ zvrhlou.
Supponujme, %e vymizi simultannf invariant @ forem
' F=Zanmm, [f'=Za z.

Zvolme novy zikladny trojihelnik a sice ndsledujicim
splisobem :

Jeden vrchol A zvolme libovolné na &ife f* a za druhy
B zvolme jeder z obom prisedikit polary @ bodu A vzhledem
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k f vzaté s darou f'; za tfetl! C konefné priseéik polary a
s polarou & Dodu B. Dak bude ABC polarnym trojihelnikem
éiry f a zdrovei budou A, B na &ate f4. Z toho jde, Ze trans-
formaci k fomuto zdkladnimu trojthelnflu F a f pFejdou do
tvard B L

=t g} Aoy,

f" = E; sa_:zl + 2};‘1 ;clra:‘s + 25‘2 3;953 + 2_-"'1';1:;351'
Nyni ale

6 = q, a0, = T"®:=0,
4 tedy o), == 0, jelikoz by vymizeni jedué z hodnot a,, aneb a,,
znaéilo, Ze f jest zvrhlon &arou, coZ vylnéujeme. Z @, = 0 ale
soudime, Ze také vrchol C se nalézd na ¢are £, a naopak.
Jest tedy vymizeni invariantu @ poltdfskym virazem toho fakia,
be kubelosetka f jest opsdna polarnému frojdhelnihu éiry f; a
obdobné &' — O zuamend, Je cdra f jest opsina polarnému troj-
tthelntku édry f. Takovych trojibelnikdi jest oviem nekeneénd
mnoho, jakmile jeden existuje.

Sest orcholth kabdgeh dvow polarngch trojdhelntht néjaké
kuieloselky f se nalézé na kuleloselve. Vedeme-li totiZ péti z nich
kuZelosecku f/, tu simultann{ invariant @ vymizi, a tudiZ pro-
chiz{ f i Sestfm vrcholem.

16. Reciproké dvaky plynou, pojimime-li v pfedchozim
proménué jakoita soutadnice p¥imlkové; zistavujice je Ctend¥i,
vytknéme souvislost mezi invarianty forem

f = Zauxite, f = Zaurs
a invarianty jich reciprokych forem

1 '
F= % ZAudibr, F = 7 ZAnkik

Utvotime-li diskriminant

Z A [y, AL DRA, -+ AL + AL
formy AF -+ I, jeni sefaddn dle mocnost{ 2 nechf jest

813 - 91 - 94 + 0,
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tu json &, #, 9, & ovlem invarianty vzhledem k linearné trans-
formaci proménnych & Obdobné k qFfvéjsim uvahdwm mime

d‘—lz‘-i—(AHA,EA“} b= i B (AL ALAL,

& == Aidz (AL By, + . 245, By,
1 ; i
o= i (AnBl b b 20,81,

znabi-li B, By minory determinantiiv

B== 24 (ApAnAy), B =Z+ (A A;,AL)

L St 4
adjungovanych k o, A
7 theorie determinantdi vSak je o téehto zndme.*) Ze
B = 4% B = 4
Bue = dan B, = d'a),

¢imz
_1 4
§=—, &=,
4 @’
(17’) (] &= A‘d:(ﬁ‘ual‘l—i— +2A23a’23)"—'zda*
o 1 , N @
4 —“-AJI{AHGH+"+2Amau)—“jj-

" Reciproky vykiad predchoziho ¢lanku ukazuje, Ze p¥i
# == 0 kuZeloseCka F Céili 7 se dotyka viech t¥{ stran polar-
ného trojihelnikm édry F ¢ili f, jakmile se dotykd dvou; pak
ale jest t&% @ =0 t j. &ara F prochdzi viemi tfemi vrcholy
polarného trojihelniku déiry 7, jakmile prochdz{ dvéma.

17. Priklady.

A, Nechf se vyvine vyminka, za které lze vepsati do
kuZeloseéky f* trojibelnik, Jenz sonéasné jest jiné kuZelosefce
J opsan,

*) Dr. F.J, Studnitka, 0 determinantech § 8. aneb Salmon-Fiedler, Vor-
lesungen fberdie Algebra der linearan Transformationen, 2. vyddnf, p. 39.
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Existuje-li takovy trojuhelnik a zvolime-li jej za zdkladni,
Ize trimetrické soufadnice »,, z,, z, patrn¢ tak definovati, Ze

f=a + 2 4 af — 2m,2, — 22,0, — 22,2,
JF =2, 2,2, 1+ 20, x0, + 20 2,0,
Zde
d=—4, 4= 24,0, 4,
O =dla,, a1 4a),), O =—(a,+a +a.,)%
Mime tedy velaci vzhledem k invarianttun homogennt
(18 @ =440

jakozto nutnou vyminlu, pro existenci zmindnéhe trojihelnfku;
avdak tato relace také staéi. Sknteénd supponujme, e jest vy-
Pluéna, i bude, jseue homogenni, vypluéna i pro jakkoli trans-
formované formy. Zvolme na &afe j* libovolng bod I a vedme
i teénn k &dfe f; tato teéna protue f* jedté v jednom bode
I a tim vedime k f drubou tednu, jei necht protne f jedté
v bodé III. Zvolivie I II III za zdkladuf trojuhelnik, vime, Ze
I jest édra f opsina, a %e se &dra f dot¥ka stran 1 IT a 1T IL
Lze tedy paloziti

S =l 2] el — 2oy — 2e,wy — 20,0,
J == 20wy + 20 wywy - 24, 0002y

(s |
Nynt
A= '_'U- + ﬂls)g, 4= 23’;;“';““‘1.2 »
=21+ am]('a',, + & + 84 ),
O = — (0} b al} 0L} 20,0, 4 26,6), + 20,0,8,,).

Supponovand relace mezi invarianty (18) podivd tedy
4{] |! &y }g{aa” 4" a'.” ‘f— u;a}g
=41 4 a,)a) + ag) £ eyl 4 20,0y, + 261,48,
+ 2“13“;:“; s)a
z &ehoz soudime, %e

g, = 1,

t. j. Ze se kuzelosetka f dotfka také strany I III, jak bylo do-
kazati, Ziroveh patrno, Ze existence jednoho trojihelnika Cdfe
fopsaného a ¢afe f vepsaného ma v zdpétf existenei nekonecné
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mnoho takovych trojithelnfkl; lze fotiz jeden vrchol jeho na
éate f libovolné zvoliti.

Vzhledem L predchozimu éldnkn lze rovnici (18) psdti
4S9 = 44408
t. .
Bt = 448,
cof se mohlo predvidati, Relace obdobnd
PPz 4 Cili @ = 440

zarufuje existenci trojtthelnikit édfe f vepsanych a éa¥e f* opsa-
nych. Obecnd budiz pfipomeunuto, e zavedentn hodnot 4, &, 8¢, &
rovnicemi (17)danych do néjaké relace mezi invarianty o, ®, &', 4
obdriime novy vyraz plvodnl geometrické vlastnosti; nahradi-
me-li v8ak posledni hodnoty p¥imo hodnotami 4, 9§, 8 ' mdme
relaci vyjadfujicl reciprokou vlastnost.

B. Nechf se vyvine. vyminka, za kieré se dvé kuZeloseéky
F a f dotykajl

Zvolme bod dotyiny za zdkladef bod III &ili 0, 0, I, a
spoledénon teénu za zékladni primku 2, — 0. PongvadZ rovnice

teny v bodé 0, 0, 1 jest % =0, soudime, %e pak @a,, ==a,,
. cig
=90, a obdobné a;, —a, =2 0.

Diskriminant formy -} f* jest nyul

- (’Iazs + a’z u)ﬂ(‘a‘“n + ﬂ’“)

a mi tedy dva stejné kofeny A. JelikoZ se (¢l. 10.) linearnou
transformacf tyto ko¥eny neménf, md i pii libovolné poloze z4-
kladnfho trojubelnfku rovnice

M 0N - O | 4 =0

dva stejné koFeny, t. j. pti dotyku éar F a # plati mezi inva-
rianty relace oviem homogenn{

(19)  4O°— 3460 — 340) = (60 — 944",

Rovnice ta taky stadi, aby pojistila dotyk ohou éar; neb
pak splyvajf dva kofeny 4, t. j. dvé zvrhlé &dry svazku Af + f{: 0,
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a to patrné nastane jen tenkrdte, kdy splyvajl dva priseéné
hody éar f a f.
C. Ve zvazkn kuZelosedek Af* -+ f“ =0 se obecnd nalézd
jeding &Ara opsand polarnym ftrojuhelnfkion kuZelosetky f= 0.
Jest totiz Af* 4 f* =0 tenkrite Zdidanou caron, vymizf-li
simultann{ invarviant @ forem f a if' 4 f*; ten ale jest dle
¢l 12,

(la‘r. L + a‘j:i)All + . + 2(2'“';'.1 + “:;)Ans = a'@1. + @2 *
znadf-i @, invariant @ forem £ a f, a 0, t¥i invarfant pro

formy f a f. Udinivée l:—4% obdrZime Zddanou kuzelosecku,
1
Ieji¥ rovnice tody jost

8,f — B f« =0,

Nalézajl-li se¢ ve svazku kuZeloseiek dvé édry opsané po-
larnym frojihelnfkim dané kuZelosecky Jf, mé tutéZ vlastnost
kazdd ¢ira svazku. Jsowli f* a f ony dvi éiry, tedy &, =0,
®, = 0, tu vymizi invariant @ &ry f a libovolnd éary Af -/
svazku; tento invariant jest totiz

10, -+ 6, =0.
A obdobnd vita patrné platf o obecndj8l soustavé kuZelosedek

At uf 4.+ ef =0.

18. Simultanni kontravariant forem f a f.

Seznavie, Ze diskriminant 4 jest invariantem formy f,
uvazovali jsme diskriminant formy i -~ 7 a dosli k simultan-
nim invariantim @ a @ forem f, f. Obdobnd, seznavie v &l
11., #e IT jest kontravariantem formy f, uvaZovinim tohoto
kontravariantu pro formu Af -+ f* se dodéldme simultanniho
kontravariantu forem f a f.

Utinivie vzhledem k formdm f a f

[ i’ 4
@1y By Byg & By gy Bray Gy &
oo ‘
anl'} “zm a’ﬂw Ez 1 — Qyyr Bz a’za! Ez
—r— ’ ’ [
By1y Bggy Gggr &5 | Byyy Ggzr Bugy €3 |

811 62! ga: 0 51! Ezs és:l 0
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obdrifme hodnotu obdobnou pro formu Af -+ ve tvaru

Aa’ll —+— a"n! Aa‘]s + a‘;n J'a].s + “”151 §1
Aag, + .1y Aay, -+ 4, Aay, + ), &
Agg; - @3,y dag, + 4, Aay, + a;,, &
€is €2 £ 0
abychom to nahlédli a @ pohodlné vyéfslili, napisme elementy
posledntho fidku ve tvaru

O+&, O0+4&, O0+4&, O
nacel miZeme kazdy z prmfch té{ slouped rozdéliti na dva, a tedy

cely determinant na 2. 2.2, t. j. 8 determinantii. Prihlédneme-L
k oném tfem, jeX obsahu_}i taktor 1, nalezneme ihined, Ze

=21 — A0 + IP';

all! a"lz? “"131 gl d';: 1 s a”lﬁ'} 51

il — aEl’ a";h azzsa gﬂ a’:zn “‘223 a:z:n ‘fz
T sy o Gam &y Uypy Bygy Ggay &y

01 f:g: 531 0 fn 01 E:U 0

a’l 3] “‘121 “ls‘- §1
Wyps By Ogge €
Byyy By Oggr &
§1) 521 01 0
Vyétslime-li & zménime-li znameni, nalezneme, Ze
= (a’sa“;« _+_ “:ll'-a"z El 2“’330": a)gz
+ (a5, + 0,00, — 20,0, ), + (“n“‘ + “u L 20,0, )8

+ 2(“’13“’1 3 + ﬂF12"3‘1 a alla’.. aza“: 1)§~§3

A 2(05,055 - Bag0y, - g0y, — By @, EE

+ 2Aay 0, 1 0,8, — @8, — 4,068,

jest vyraz symetricky vzhledem k hodnotim au a ey @ Snadno
zveritikujeme, Zze jej miiZzeme psiti ve dvou novych tvarech

9 ., @, 8, 0 Rz,
—anx +@§!+aam§::+ﬁ;£ﬂgs+msagl
0B
+é?g1§a)
8 26 20" 20
!,D:'e"a'a_—gl"l_ E:_’__‘____Ez .7'§2§3+W“§3§1
1 23 C

+ 'a_d: 8115-2 .
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Pt tramsponované transformaci hodnot £ plati dle ¢l 11.
A — A 4 TT = TYAM — A 1 IT),
a tedy vzhledem k libovelnému 4,
=T,
t. j. @ jest simultannim kontrevariantem forem f a f.

Vyrazy kontravariantu @ poemocf simultannich invariantt
® a 6 jsou jen specialnym pilpadem véty:¥)

Je-li @ invarianten forem

F=Zawmae, f=2ano0m,
jest
2 d » 0 1.'}3
et g+ B e b b T hb

koniravariantem jejich.
Skuteéné méjme transformaci o module T

fFf==2 PR , = Ea';.;;:;k 5
ponévadz, jakoz vims,
o€, 1 28, - 4,8, = Elg-l _1";2?2 +Ea-§; 3
platl pfi kaZdém 1

t Mg b ady +oagds)? =5 A E e E)
" oy 105 g+ D5 e M ores
== (o, + 1§f):c‘i T (g + 800+ 0 b 2agy - E £ 3
Utvotime-li invariant ¢ vzhledem k formdm
' Fr Mok -+ w2’
a f*, mame rovnici
play + 450 ., @l ) = To9(a, + 4. 00, S

rovnost koefficientdt p¥i 4 v levo a v pravo, poddvd

*) Qbecnou vétu v, Salmon-Fiedler, Alg. d, lin, Transf, p. 151.
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h : 2
e B ]
day,

éimZ véta doksiai.na, a rovnost koefficientt pii libovolnd moc-
nostt 4 vede k obecnéjSimu vysledkn, #¢ operace symbolem

R e L L

vysnadend, poddvd applikaci na invariant o také konfravariant

Sforem f a f.
Obdobné by plynulo, Je tato operace applikovdna na kon-
travariant vede k invariantiveimu v¥razu, uobsahujfeimi oboje

proménné = i & t. j. k smiSenému konkomitantu.

Pomocl kontravariantu @ lze snadno vytknouti rovnmici
priseénych bodfdt dar £ a . Cira svazku Af -+ =0 se totiZ
dotykd dané piimky & hovi-li soufadnice £, &, & ptimkové
rovnici édry

AT —AD - IF =0

kofeny 4 této rovnice stanovi dvé CGiry svazku dotykajlel se
piimky £ Prochdzf-li viak pifmka £ jeduln ze &tyr zdkladnich
bodd svazkn, fu se j{ dotykd jedind cira svazkw, t. j. pak mdi
kvadratickd rovnice dva stejné kofeny, t. j. pak

@ — ATITT = (.

Tof tedy rovnice &étyr zdkladnich boddi svazku. Tvar jeji
ukazuje, Ze to &dre, které se dotykd tedna spoletnd darim
@0, 7==0 v bodé dotyéném s poslednl &rou, a obdobné
pro IF. Dotjkd se tedy osm telen, sestrojengjch ve spolednijch
bodech éar IT @ 1Y k témio Cardm, vesmés kudelosedhy O = 0.

19. Simultanni kovariant forem f a f.

Piseme-li
A A Ay 3y Al Al AL 2
P = Agy Apgy Ay, @, P = Al A% Ay 2
- As'l’ A‘!g’ Aaﬂ‘ xa ' - A;l‘ A“HZ’ ASH" xﬂ ’
T, X, %, 0 &, Xy @&, 0

kde Au a Ay znaéf minory diskriminanti # a ' forem
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f: Zaur o . f’ —_ Ea;hthk 3
jsou
P=0, P'=0

dle &l. 7. bodové rovnice éar:
o= ZAubibr =0, o' = ZAukfi=0,

t. j. danych &ar F a f. Ostainé mdme dle theorie reciproké
funkee (¢l. 9.)
P e EBM.mxg,

znaéfce opét By minory determinantn X 4 (A, A,,A,,); avéak

BM = dﬁm, N
a tedy
P=-— Azaux;.:ck = Af,
2 obdobné
| —Aff".
Bodova rovnice édry
rp -9’ =0,

dotykajici se patrné étyr spolecnyeh teden dar ¢ a ¢, jest
ovSem

a"1&1‘1 -I_ A‘u! J'Als —1'" A::& AAIS + ‘A‘JJI v &y

Ay A, Ay AL, M4 A,

AAg AL, Mgy -+ AL My A 3 T 0,

&1y gy Ty )

coZ patrné lze psati
(20} AP — ¥ --P =0,

kde F jest utvofemo z hodnot Aw a z» prévé tim splisobem,
kterym v predchozim ¢lanku bylo utvofeno @ z hodnot awm a &,
tedy
F = (AgpAly  Appdl, — 245,40 )]

+ (AgA,, - AL AL, —2A, AL )

-+ (AL, - AN, —2A,4) )z,

+ 2(AA 4 AN, — AN — AR AL e,

+ 2(A21A;z + ARSA'M _A.'SA‘M ""An Alz :)xsxl

4 2(Ag,A,, + Agsdy — Agdl, — AL ), .

1
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Applikujeme-li na proménné x linearnou transformaci o mo-
dulu T zavaddjiet proménné z, tu patrnd Lovi bod z vovnici
1P —iF LT =0,

hovi-i » rovnicl
2P A + P = 0;

pokliddme-li &, a tedy také 2, za dané hodnoty, plynou tudiz
¢ obou kvadratickyeh téchto rovnic tytéZ dveé Lodnoty 4 & j.
P:¥:P=Pp:1:D
Aviak N
P — df = — T =TT,

obdobné oviem

]?’::Tzl”,
a tedy také

F =T
t. j. T jest Kovariantem forem f a f°.

Pomoe! kovariantn If lze snadno vytknouti rovnici étyf,
dardm f a f° spoleényceh tecen. Libovolnym bodem @ prochizeji
totiZ dvé énry soustavy Agp ¢ =0, ony totif, jei pifslusf
- hodnotdm 4 danym rovniel (20); nalézi-li se vSak bod & na
spoledné teéné éar f a f* &ili @ & ¢, tu jim prochizf jedna
¢dra soustavy t §. rovmice (20) md dva stejné koteny. Jest
tedy

F2— 4P =0 ¢ili F2—4d4ff =0

rovnici spolednyelt teten. Rovnice ta patrné nalezf Gike, jez se
dotyki ¢ar P =0 a P* v bodech, v nichZ je &ira F—=10 pro-
tind; nalésd se tedy osm dobyéngck bodi ityr teden &drdm fa f'
spoleéngjch na kuZeloseéee T = 0.

20. Diskriminanty 4, 4 a simullanni invarionty 8, &
toori tiplny system wnvarianit forem f o f7, t. j. kaZdy inva-
riant téchto forem lze vyjadfiti jakoZto racionmaluon celistvou
a homogenni funkct hodnot o, 4, @, &'

Transformujeme-li formy f a f do kanonickych tvard

aux: + %sw: "i" Easmii "*"i'n3 -l_ :l:§ _}‘ x; 1
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prejde jich invariant J do hodnoty J zivislé na a,,, @, s
a 8 jest J symetrickou funkef téchto t¥i hodnot. Applikujeme-li
totiZ na kanonické tvary transformaci

5y

W= —®y, W, =@y, @y TT

L

o modulu -} 1, tu patrné s¢ druhd, forma nezméni, a pro prvni
mame

Q) = Oy Gy =Gy, Gy =G
4 ponévadz -

Iy, ayy, “33)1_; J(Ena @z, tlgy)
mime
. Hagss @y Gan) = Tlayy, ayy, 65,)
imz dokdzano, Fe se J ziménou hodnot @,, a @y, neménf. Po-
névadZ totéZ platl o ziméné liter a,, a a,, 8 @y, & 4y, jest J
symetrickou funkel tdchto hodnot.

Dle znimé véty lze tedy J vyjadiiti racionalnd hodnotami

&:1 + E;!': + “1331 {?11{?22 -’f—&;ﬁa"—id_}_ ESEEID —&11522;33
t. j. hodnotami (v. &l 14.) &, ®, 4; vzhledem k 4 = 1 lze
tomuto vyrazu diti hemogenni tvar libovolného stupné g, tedy
poloZiti
J(Em g a’ss] =Hld, 6, &, &),
kde H zna¢f homogenni funkei argumentii stupné e.

Byla-li transformacc plevadéjici plvedni formy f a f do
kanonickyeh tvart o modulu T, tu

d=T4, @=T®, & =T, J4=TL,
a tedy

T =T¥H(4, 6, &, &),
H(4, @ &, 4)=T 2] =T 2T,]J.
Ctslo « vyskytujic{ se v rovnosti
T=Te)

slje tndexem invariantu J, a jest v naSem p¥ipadé — jakoZ
thned ukdieme — vidy sudym cislem. Volime-li tedy
7*
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mame
J=H{d, 6, &, 4,

a véta jest dokdzdina.

Zbyvi ukazati, Ze « jest sudé. Za tim dcéelem p¥iblédnéme
ke kanonickym tvarm a poloZme

A = (@), — 4B, — @ 3)@33 —ay);
pak jest A? symetrickou funkel lodnot ay;, 4y, o5. Kdyby
index invariantu J byl lichym é&islem, tu by soucin AJ ziménou
dvou z hodnot a,,, @, @, sc ncanduil, jelikoz by oba faktory
Jen sv6 znameni zménily; o faktoru A jest to patrng, a o faktoru
J to ukazuje substituce
B =7, meh, W=

0 modulu — 1. Symetrickou fll_ngt_;i_:A.T Ize viak vyjadfiti ra-
cionalné a celistvé hodnotami o, @, @ :

AI=R, 6, &),
a ponévadi totéx platf o ¥:
J=N, (4,8, &),
jevilo by s¢ A= Il;,i jakoto racionalnd funkce hodnot 4, &, &,
) 1

tedy jakodto symetricki funkee hodnot @y, Gy, @ VEC ab-
surdnd.
Jest tedy praemissa, Ze « jest liché, nepffpuston a tvrzenf
dokdzdno.' _
21. Kaldy kvadraticky kovariani forem f a f' lee vyjd-
diits pomoci téchto forem o kovariantu F a sice ve tvar

If + I'f - 1T,
v némé 1, I', 1# znaéi invarianty.
Vyjdéme hned z kanonickych tvard

f =zt azi - agzy,  f =@ 4 a5,

pak snadno nalezneme kovariant F
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F = a,(a, § &)r] + ai(a, + el + a5(a, - a)x).

Tyto tti rovnice dovelujf vyjddfiti ={, «}, ®] pomocl £, /*,
¥, supponujeme-li, #e determinant z koefﬁcientﬁ

1, 1, 1
G= A By Oy )
a{ay ), a,(a; - a,), a5(¢, + @)
1, 1, 1
= T @y ay
(s —a), (s — &), 6;(5— ay)

L 1, 1 _
=] Oy By 0| = —(a,— G, )}, — )@ —a,)

- 2 2
a'l'] az! ax

nevymizi (s-=—a, +a, +a,), t. J. Ze hodnoty a,, @, a, jsou
riizné.  Geometrieky vyznam této supposice jest patrny, nebot
pti a, —a, mime

J—af = (a; —a)x}

f:ajf‘+(a3 ""al)wza

co ukazuje, %e ity f a f se ve dvou bodech dotykajl; péipad
ten tedy vylouéime. Pak FeSenfm hofejiich tif rovnic obdrifme

G} = (8, — 8)(anf + mayf' —F),
21) G2} = (a; — a,)(ayf + aa,f —F),
Gz; == (@, — a,)(af + aya,f — L)

Bud nyuf K kovariant forem f 2 f4, a s. stupné drubého
vzhledem k proméunym x,, #,, #;. Utvoime-li K pro kanonické
tvary, bude obsahovati jen étverce proméanyeh, t. j. bude miti
tvar '

(22) K = k2] 4 by} + ki,

Je-li totiZ & index kovariantu K, poddvd substituce

¢ili

By =Ty, My =y, k=
0 modulu — 1 rovnost

K(an gy gy — Xy, Ty 2,) = (- 1)“ K(“n @y, Oy Ty Ty Z,);
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pii sudém « soudime, #e K obsabhuje jen étverec proménné x,,
a obdobué o &, o x,. Aviak e« nemilize byti liché, neb pak by
posledn{ rovnice poiadovala, by K lylo tvaru z,X,, 2 obdobué
tvard 2,X, a 2, X;, pii ¢emi X, X,, X; znaéi linearné funkee
hodnot x,, «,, resp. «,, ¥, & &, «,; véc patrné nemoznd, Mi
tedy K tvar (22) a pfejde dosazenim hodnot (21) na

K=Y+ I'f+ I“F,
kde I, I, I# jsou funkee hoduot a,,, @,,, 4.

Znadi-li « stile index kovariantu K, méme pro libovelnou
transformaci
K =T"K,
N
T4 TF 4 TF = T(f 4 If* +1°F),

T+ T p 4+ T TR =T+ If + ),
Z ¢ehoZ vzhledem k neodvislosti téi hoduot £, f*, I soudime,
Ze plat

¢ili

I=T, =719 I=T""1".

Tim tvrzeni dokézdino, a zéroveir patrno, Ze indexy in-
variantii I, I se shodujf s indexem kovariantu K, kdefto index
invariantu 17 jest o 2 mensi.

22. Kakdy kvadraticky kontravariant forem f a f' lee
vyyddrili pomoci kontravariantd IT, IV, @ ve fvaru

I -+ VIF -+ T4,
v némé 1,1, 1 jsou invarianty.
Vyjdeme-li opét 7z kanonickych tvard
= o, 4] +ax;,  f =2l 2] 4,

— T = a,0,§] -}~ a,0,; + a,0,5;,

— =g

@ = (a, + a,)¢] + (ay -} 2))§] 4 (o, -} a,)&,.
Determinant z koefficientd pri &I, &5, &2 jest opét -

mame
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@, 0, a0, 2.4 |
1, 1, 1
ay + 83, 6+, 6, a,
1 @, 0,05, &, @y, &)ty Qy
= aa a,, @y, , =G.
VER ey F a5), (g 4 ay), ay(e “:‘JI
a tefenm dle &2, £, £i:
— G& = (e, — ;) (IT+ a1V ~}- g, @),
(23) — GE = (4 — @) (T + a1 | 0,0),
— GE] = (a, — a,) (U - a1l - a, ).
Bud L kvadraticky kontravariaut; substituei
¥ = _'Ela &y :..’-l;;., oy :Es! -"%:: __"EI!E.’ :521 5—1 — !51

se snadno piesvédéime, %e L obsahuje jen étverce proménnych,
tedy
L= 3155 + ‘?‘25 + Ea'fiu
a vioXenfm vyrazit (23) za §2, &, &i:
L=10+41M4T'd,
kde I, I, I jsou fuukee hodnot a,, a,, .
Znacl-li ¢ index konbravariantn L, mdme libovolnou sub-
stituel
L= T*L,
t .
[T T TP - T¢T% = T 4 L'IT - [®),
% ¢ehoZ sowdime
T="7T2%1 I['=7T*"2%, I[“=T""7~,

¢lnZ véta dokdzdna a zdroveil pateno, %e invarianty I, I+, I
majl index o 2 mensi neZ kontravariant L.

23, Geomeiricky vysnam yovwic F==0 a ¢ =0.

Kontravariantivni kulelosedka @ — 0 gest obdlkou viech
primek, je protinajé dané kulelosedky ve dvow harmonickgch bo-
dovgeh pdrech.

Vyjdeme hned z kanonickych tvarit
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f=aa+ ol +az, f=aol+ai+ad
= (o, + )8 -+ (2 1 88 + (2 -+ @i,
Priiseéné body A, B &ary £ s pimkou § hovl rovnicim
f=0, &z + &2 & =0,
z nichZ eliminacl «; plyne
(24) x:(auﬁ?: + asgi) ‘i_ x;(agﬁ + %52) + lem-.’“aé_isg =0,

a obdobné hovl priiseéné body A, B’ &iry f* s piimkou &
relaci

(25) 27 (& + &) + @26 + &) + 2embid, = 0.

Koi‘eny = kvadratické rovnice (24) jsou umérny délicim
pomér{iim paprskl‘l spojujlcich zdldadnf bod #, =2, == 0 8 body

A, B, a obdobné koteny 53—1 rovuice (25) jsou dmérny délfeim
%

pomérdm spojnic tohoto zdkladuntho bodu s body A’ B/, Budou
tedy ABA‘B/ harmonickymi bedy, plati-li totéZ o spojnicich, t.
jo hovi-li jich délict poméry «, 3, e, B, rovnici

o —a i —a

R T
¢ili
(26) 2ep -y — (a4 8) (@' + ) =0.
Dile (24) a (2D) mdme viak
— 2“3‘-"152 a,5; 1 a,€;
'“—I-ﬁ_ a,é; ']'_“a?, ﬁ_a1§2+“afz ’
PP )

¢im# (26) po krdtkém upravent podavs

§3l(a, + o)kl + (a5 @) -+ (a0, + )] =0
tedy skuteénd
b =,

jelikoZ obecné £, nen{ nullow, pimka § neprochdzejic bodem
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2, =x,=0; pro dv8 tetny &iry @ timto bodem prochizejici
staéf u#iti obdobnd eliminace n. pf. hodnoty z,, . J. wifiti zi-
kladntho bodu #, = 2, = 0.

Obdobné vychdzl, Ze kovariantirni kulelolelka T =0 jest
geometrickym mistem bodit, # nich? telny k éardm f o f* vedené
trort dve pdry harmonickych paprski,

24, Priklady kovariantiomjch huZelosedek.

A. Nechf se stanovi rovnice kuZelosetky pelarné ku 5
vzhledem k é&dfe f.

_ Vychdzime-li opét z Lanonickfeh tvarfl f a f7, jest £
teénou &iry f, plati-li rovaice

0557 4+ a,0.8; + a6,5 = 0.

Pol piimky & vzhledem k édte f# Cili of = & +E &1 =0
mé soutadnice

g’ g’ D .
-\gl agg h‘ — ity e é '531

a tedy jest hledaud rovnice 1'eclproké Gdry
K = a,0,2] + a,0,2; +ae,2; =0.
Dle nédvodu ¢l. 21. piSme

K= Ba Byt — as)__(fxvf“l“[:z“ﬂf —~ 4.+ ,

By iyt Ay =

kde tefkami vysnafené dva séftance vychdzejl z prvntho &enu
cirkularnou permutaci indexit I, 2, 8, Befadénim dle £, f, T':

K— a:2,(a, ‘“(‘::1) + .4 fi—F

K = (a2, + a,8; + aya,)f' —F,
K =8 —F,

co% patrné jest kovariant indexu 2. Hledand kuzelosefka jest
tedy kovariantivnd a md rovnici
@f —F=0.

B. Necht se kontravariantivnd kuZelosecka @ == 0 vyjddit
v bodovych soufadnicich pomocf £, f* F.
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Pt kanonickych tvarech f a f* mdme
D == (a4 a)EL + (@ + )] + (8 + 6,)E5,
a zavedenim soufadnic bodov¥ch
K =(ay + a, ), + a,)2, 4~ (3, } a,)a; + a5)e;
C s + (a; 4 as)(as - a,)2%,
.

K= (a8, + @y, 1~ a0 )z} + 2} + 23) +-ai =] +-aj2] Fala,

K=6f + ai(a, — &)@, f1 ‘g.%f —¥-+.+. 1

a sefadénim dle f, /4, ¥:

K=@ef 1 E(“e_'%ﬂii Fa,0, . ‘ilf.f‘_a:_@é)i‘t; £
_“3(“‘: - a’:l} +-+- T
G )
K=0f" 4 (a, + a,-}-a,)f — F,
K = @f+- 0f —T,
éim? kol Fefen a zdroveh patrne, Ze kontravariantivnd &ira @
zavedenin bodovich soufadnic se jev( jakozto kovariantivhou
éaron

@f+ @f —F = 0.

25. Predchozi vysledek platt o kabdé kontravariantivné Cdre
a naopak té3 plats, ke kaidd kovariantivnd édre vyjddiena sou-
Fadnicemi primkovymi se jevi kontravariantivnow darow. Skutecné,
je-li

Oy, @y 25) =0
rovnie{ &iry kovariantivné, ntvoiime climinact hodnot =x,, 2, o
Z rovnice poslednl a z rovaic
o X N

(27) 1\—:& b 'Ep 3.'1?2 -— 529 aa_s _— 'fg
rovnici édry

1Ey, &0 £,) =0
v sonfadnicich pffmkov¥ch. Jest tedy



'L'(xn L -’fa]:x(’s'p 6::-: &.ﬂ

za platnosti rovanic (27). Linearnou transformaei méjme

(28) T Blay, 25 @) :E@v ;;1 @;
néinivie
wd e o W M —
(29) Ay A L L
oz, 0, dxy

snadno shledime, #e souvisi tyto hodnoty E s predchozimi
transponovatnou substituei. Skute¢nd pii

&=ty Rl Sy, (J=1, 2, 8)
soudfme z rovuosti (28) derivovdnim dle x;
b s W, W,
e, £y +‘J—:c:2 bos +87,‘ ts: — 35.':: T
t. j.
ity ~F Eotos 1 b = E-;._
Zavedenfm hodnot £ pomoci (29) do v palrné mime
Wy, 4, 7)) =1 &, & &) T
kde y utvokeno pravé tak jako y, viak s transformovanymi koef-

ficienty a proménnymi a kde 8 zmadl stapei funkee 3. Z (28)
soudime, Ze

Ta,’?;(g—“ Egg 5_3) = T“'\b(ﬂ':p Tay x-.',) - TE‘X(‘EH 521 gs)

coZ vzhledem k okolonosti, Ze byly & k x kontragredientnimi,
dokazunje, %e g jest skuteéné Lontravariantem.
Obdobné by se stvrdila prvni véta,

26. Friklady.

A. Jakozto dalsl pitklad vytknéme Lkovariantivnon kuZelo-
sekn ¥ =0 v soufadnicich pifmkovych, tedy ve tvaru koutra-
variantu.

Mame p¥i kanonickyeh tvarech

F = a,(ay 4 a,)2" + a,(a, + a,)2% 4 a,(a, + a,)e} =0,

a v soufadnicich piimkovych tdZ ¢dra:
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K = a,a,(a;, + a X,  a,)E] +a,0,(a, - a))(a, + a,)E
+ 6,8,(a, 1 a;)(a; + a,)E; =0.

Dle ndvodu &l 22. nyuf
K= a,6,(a; + a,)(a - a)a, —a,) . T

— G
4 @ﬂi‘a(ﬁs....‘l“_‘fl)@?‘iﬂé )@ —a)+ -
+ @,0,0(a; J"_‘_"’J.}_@_L__Tl(“‘_‘_‘z)_(_‘_‘s._i_‘_‘a ). ®,

znadi-li pripojené tedky vidy daldf dva &leny vyehdzejlef z na-
psaného cirkularnou permuotaci indextt 1, 2, 3. Snadno nale-
zawme, e cltate]l prvutho zlomku jest

ayy(a; + @) a, — a;) +.
= Oaya4(a, — a,) -+ .1 + @ a.a5(a,(a, — @) +.] = 6G,

titatel druhého:

o, aa,a (0] + O)a, — a;) +-.]
— “1“2“3{“?(“2 - an} + - + @[al(a": — a’z) + ]}
= A[ai(a, — a;) +.) = 4(8, + @ + a)G = SO'G,

a Etatel thettho:
a,0,a5{(a -+~ ), ~— ay) -{-.]
= dai(e, -- a;) + . 4 Ola, — a, + .]} = 4G.
Méme tedy
K=—6ll— 4010 — 4D
aneb, vzhledem k &' =1, ve tvaru kontravariantivném
K= — 84— A4 — AA4'D.
Jest tedy rovmice ¢ary F v soufadnicich p¥{mkovych
®A4TT L AG'IF + Ad'D = 0.
‘B. Kujelosetka polarnd s £ vzhledem k f' méla (L 24.)

rovnict
ef' —F =0,
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a obdobud jest

Of—F=0
rovnice &4vy polarné ku f vzhledem k £ Chra kovariantived
@f —8f* =0

prochdzé dtyrmi prisectky obou polarngch dur, ponévadi jejf rov-
nice jest rozdilem rovnie predchozich, a zdrovei éyrmi pritse-
iky éar f a f°
Podobné soudime, Ze pii souéasnych rovnicich
of —¥=0, /=0

plati ¥ =0, t. j. Ze éara T prochdzi priseéiky jedné kuZelo-
secky 8 polarnou tareu druhé.

C. Necht se odvodi rovnice dfyr teden Fudelosecky f* sestro-
Jengch v prasedngch bodech s kufeloseckou f.

Vychdz{ute-li opét z kanonickyeh fvari

F= w4 aat - agl, fo=at o el
hovi spoledny bod obou Sar rovaicfm f=0, £ =0 a jsou tedy
jeho seufadnice vytknuty proporct

XTI I BE =ty By — By L B~ g
Uéinivie Yo, — a, = @, Vo, — &, = @, Yo, — a; = ¢,
json tedy
(e @y ), (g, oy — y), (o, — &y, @), (B, — 6y =~ tts)
clyry priseétky éar £ a £, Soucin rovnic tecen &iry f¢ v téchto
bodech sestrojenych jest
(e, 4wy, + tlyy) {0y - e, — 65;)
. (2, — ey, + o) (2, — w2y — ey} = 0,
Cili

4,4 o P I ¢ —
OeE SEOCHES Qwt — Qateleinl — 20,0 250] — Qelaiale, = 05
t j.

(30) (@ — )" (@ — a,)°x; (@, — @)%
2 V2.2
— Nay — a,) (0, — a,)ele; — 2(a, — @) (8, — ay)25%
— 2z, — a,) (@, — a)xia; = 0.
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Nahrazenim hodnot x}, xI, ! vyrazy (21} lze tuto rov-
nici psdti
(@ —a) @S + aaf —F)'+-.
G*

— 2 (ama)(e - g)m e o Tao =BT
nadeZ po sefadéni dle mocnost! hodnot £, £¢, ¥ bysme se pre-
svéddili, Ze json viecky koetficienty v citateli hodunoton G? déki-
telny, a Ze podily jsou invarianty. Rychleji viak dojdeme cile,
pFepfienie-1i rovnici (30) do tvaru

(a. + %)zw: +. ——2a; — “1){‘11 _a‘z)x‘:a:;f _— = 4“2“3“‘:: +

¢ili
(az + “s) E-T': + . + 2[“3 + al) (a'l ‘i" “-z}xix; _l" .
=daa.x) + . - Huya, + e8)mixl -+,

[(a: + ap)&] 5 (2, | @ )z; + (o, + @,)2;]?
= U} + 2%+ 22) (00,27 + 030,85 + aaz?),
kterouZ rovniei lze zavedenim invariantliv patrné pséti
(@F —F) = 4f@f 1),

aneb ve tvaru kovariantivaém
(31) (@f — d'f) — 44 f18f —F) =0,
¢imz kol Fefen a zdroveii vypoltén kovariant bikvadraticky
o darém geometrickém vyznainu.

27. Transformuace doow ternarmgjch Loudratickich forem do
kanonickich tvarh jest jodnon z hlavnich applikaei pFedchozich

tival. .
Jde-li o pfevedeni ternarnych forem

£ j.

f= Xauxier, f = Z'wtrie
linearnou fransformact
%=t + bty 4ty (=1, 2, 3)
na kanonické tvary

.?: @,z + GEEO + ey, F:.E%*m:—]—;“
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ptipomenme predeviim, Ze tento poZadavek patrné uklddd deviti
transformaénbm kocfticientfun 4, devét rovnic, dle éh 14. splni-
telnych.

Koefficienty a,, d,, @, kanonického tvaru obdrifme rizem,
nvizfmeli, Ze diskriminant formy F—af" sc LiSf faktorem T? od
diskviminante D(4) formy f-— if", t. j. od

¥ Il

&y ‘?"a’: 1 g Aa] 2 @y — ia, 3
DA) = T A(E'.“._. Gy —— My, Uy — A,
Oy — A, g, — A, ag — AR,
Z rovnosti .
. a, — 4 0, 0
@ TDH=| 0, a—d 0 |=(@—ANa—ANa—)
0, 0, a —4
sondime, e hodnoty e, @, @, jsou kofeny A kubické rovnice
D)= 0.
Nynd dle ¢l. 22, mame
— GE = (¢; — uy) (T 4, D | a*11%)
t .
- GE = (@, — a,)T(IT - 0, D -+ a{1T),
a ohdobné rovnice pro &, #; zde znaél — G souéin
(@, — ty) (@, — &) (@ — ;)
a vzhledem k
T4 =1

. m 1 - .
mi T*# bodnotu v Tin nabyvdme rovnic

- Ny a@falr”
§o=tufi b+ b= (@ — ty) (@ — & )4
— Y T+a,® Falll

£, =14 i’ bioky -t by == (g, —a;)(a, — @)

E; = tl:igl + t23§2 + t:m‘ga :V @:“—l)mﬁ 1

v nichz zngmenf odmoenin jest patené libovolneé.
Z nich plynou, klademeli za &, &, & resp. hodnoty



112

1, 0,0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 transformaéni koefficienty #s Jich
vyrazy jakoZ i poslednf {fi rovnice lze formalné zjednodusiti
tim, Ze derivovanim rovmnice {32) dle libovoiné hodnoty A a do-
sazenim @, za 4 odvodime

T'D(a,) = — (8, — &) (@, — @),
Da) = (a, ~ a,) (@, —a,)}4".
Tim lze poslednf tfi rovnice napssti ve tvaru
— AT} an® '+ aidl
= b b+t = T 0T
a odtud naznaéenym specialisovinim hodnot £, &, &,:

KL, 0, 0) F au®(1, 0, 0) 4 aiIF{1, 0, 0

¢ili

b= ,(m) '''''
z 10, 1,0) + a:#(0. 1,0+ ai10, 1,0)
= D{ax)
b = VIO 6T F 60,0, H F 16,0,
D{ax) ’

zde odmocniny maji dilve zvoleny vyznam.
Tim preblem transformace na kanonické tvary FeSen.
Jiné fefen! podivd kovariant F. Maime totiZ dle rovmic
(21) ve &l 21.

i =

By — @, . — — —
= G__J(aif‘{““zaaf_F)s
a obdobné rovnice pro xZ, a?; vzhledem k

f=f Fi=f, F=T¥

mime tedy
l Eli_:azg?é(alf_l"azﬂsf‘“zlz
&l
7 = ¥ —d'a.f+ aef’ )
‘(“1)
— _ VF — @ f+ aa f
- D'{a,)

- {L'-— F— A’(Gsf"l_ alaxf‘r)
. D(a,)
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Klademe-li do téchto vyrazl za a,, z,, x, resp. hodnoty
1,0, 0;0, 1, 0; 0, 0, 1, plynou koefficienty v, reciproké sub-
stituce .

Tr == T, -+ Taats + Trays
z nichZ by oviem snadue plynuly koefficienty £.

Prvof methoda jest tedy v tom vyhodnéjsi, Ze vede pifmo
ke koefficientim £, substituce, transformnjiei dané formy do
tvart kanonickych.

28. Kubicky koveriant ternarnijch forem f o f.

Strany polarného trojihelnikue ob&éma kuZeloseékinm F a f*
spoletného tvoti zvihlou &irm kubickon, jejis povaba se linearnou
transforniaci patrné neménf, a jeZ repraesentuje kubicky kova-
riant forem f a f*.

Abychom to ukdzali, uvaiuime tH kuZelosedky

f=0, f=0, f*=0

a taime s¢ po geometrickémr misté bodu x, jehoi polary, vzhle-
dem k témto éarim vzaté, prochizeji jednim bodem. Zmadime-ii
litcrou X béiné soufadnice, jsou rovnice téchto polar

2y 'y ' — _

LQ‘—UE;X,_-U’ Eé‘x’X,_ﬂO, EFQZX”_O, (V—l, 2., 3}
a prochizejl tudlZ jednim Dhodem, plati-li
F Y
dugt day” day
D
Jd - E\}: LI xé! D x:; 0&
o o

' '

t. j. vymizi-li funkcionelny &ili t. zv. Jaeobi-ho determinant
funkei 7, f¢ F. Rovaice ta stanovi kubickou &irn Jucobi-ho.

Jacobi-ho detcrminant jest kovariantem forem f, f', £,
a to i v pipads, kdy tyto formy jsou libovolnych stuphidt. Sku-
teénd, ptejdou-li linearnou transformaci o modulu T:

&= :‘151 + gﬂ;ﬂ + ta‘a-"_c;
formy £, £+, f* na £, f*, 7, mame
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L bt o)ttt
a obdobné .pro derivace funkef f¢ a f*; tim ale

d
11+ tay + ft.m---1

|

a [
tu + L tn + f_ Fous <+ = T,

!.f—'itn+af t..l-|-’f .

¢imZ tvizeni dokdzdino. Ziroveh patrno, e jest J, kovariant
indexu 1.

Cara Jacobi-ho pEisluind tfem luZelosedkdm o spoleéném
polarném trojihelniku se zvrhme na ¥ strany tohote trojdhel-
nikn. Zvolime-li totiZ tento trojiileluik za zikladni, méme
5 Fh ¢ ve tvarech

a‘!.x: + “zx:i + 33.4"3:, a‘lmi + a‘;xi + “'ax::
o} + izl + asal

Fyy gy Oy
Js = 8xw.2, | @), a4, @,

ayy @y 0
Jsou-li nynt

F= Zamrrrr, [f' = Za, s

dvé obecné kvadratické ternarné formy, tu rovnice F =0, kde
F znall diive vytknuty kovariant, nileZ{ kuZeloseéce, jez ms
8 f & f spoleény polarny trojihelnik; staci pohlednout na vyraz
¥ v phipad® kanonickych tvart £ a f« Z toho soudime, %
Jacobi-ho édra pfislusnd kuleloselkdm f,f°, I se sklddd se stran
tohoto polarného trojithelnika. Jacobi-ho determinant
_ o F
=2k (“xx A E)
jse kovariantem forem f, f*, F, jest téZ kovariantem forem f
a f*; vskutku jest dle definice kovariantu p¥imo jasud, Ze ko-
variant kovarianiu jest kovariantem pivodnich forem.
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V pfipadé kanonickfch tvard
f= e - ax] +agpwg, =@l alz,

F =a,(0y 4 a,)2] -+ au(a, + a)x; + ay(e, + a,)},
Js = 8(a, — an)(e, — ay¥e, — a,)x,z,2,.

29. KaXdy kovariant ternarngch forem f a f* lze vyjddrits
Jokodto racionalnow cclistvou funkei wvirazh f, f' o kovariants
F a Jy, o invariantivigjch koefficientcch.

Riznéme pkipad, kdy index e kovariantu K jest sudy od
pifpadu, kdy jest lichy. .

Je-li & sudé, soudfme privé tak jako jsme v &l. 21, udi-
hili, %e kovariant X utvofeny pro kanenické tvary wiize obsaho-
vati jen sudé mocnosti proménnych x,, @,, &y, & Ze jej tedy lze
ponroci formal (21) vyjidfiti hodnotami f, f*, F. Na tento vyraz
se¢ tedy K redukuje transformacl do tvari kanomickych; sou-
dime tudiz vzhledem ke

f=f Ff=f, F=T4,
76 md X i plivodnd takovy tvar, éim2 tvrzeni dokdzdno.

Je-li « liché, ukazuje dvaha ¢l 21., Ze pro Lkanonické
tvary f, f mi K nutnd tvar

jest

K=zl
kde L obsaluje jen étverce proménnych. Vzhledem k tomw, Ze
wa,ry jest Jacobi-ho kovariant, soudime, Ze L jest téz kovari-
antew: a sice sudého indexu ¢ —1; lze tedy v tomte piipadé
kovaviant vyjidfiti ve tvamm
K =L,

kde kovariant L jest raciodalud celistvd funkee vyrazt f, f, F,
0 invariantivnych koefficientech.

Jakoito priklad vyjadfme Ji, coi jest kovariant sudéhe
indexu 2, pomoct £, f, F. Pii kanonickych tvarech jsme v pfe-
deslém ¢lanku nalezli

Jy = — 8Gux, x,2,,

a tedy vzhledem k rovnieim 21.

1 .. — .
EZJ;:Ga'_G_-?(ajf‘}‘az“af‘_FJ(“?f“i‘“a“;f‘—F)
Sﬁ
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(asf+ ala'if - F)a

W

¢ili
L = AfS - A B (O~ 240) — fFO
MO —20)— fFAD | FYO L FF OO0 — 34),

coz vzhledem k 4/ = 1 upravime do Zidandho tvaru lovarisu-
tivného

=B FNOS + OF) + V[ 4Of! + 40+ (06'—3 441"
— BAAfE L Af P A 2240 — @) - 240 — B F)f],

30. Kaddy kontravariant fernarmyjch forem kvadratickyjch
fa f lee vyjddriti jokodto racionalnou funkei kontravarignidl
I, Il @ « jich fnnkcionalného determinantu I, o tnvarian-
tivngeh koefficientech.

Ze I, jest téZ kontravariantem forem f a f' a sice o in-
dexu 5., spadno plyne x rovnic

=T, IT=Tar & ="1%;

znaéime-li totiZ Ti winor medulu T plislusny elewentn 4,
mime z fransponované transformace

-EJ:: tlig.'. ‘i‘ tﬁigz + t“.iga
T Ej = le §_1+ Tj!}; + Tj:SE:;)

fedenim

a tedy
aﬂ
a .

—T (\g ¥ hg Tﬂ_lu{-wg TM), atd.

1
Tim funkclonalny determinant utvofeny z transformovanych
forem '
I, = T, |Tw| = TL,

Vzhledem k tfem libovolnym kvadratickym formam utvotend
rovnice I, == O repraesentuje obalku viech pFimek, jichZ t¥i poly
jsou na pifmee; maji-li dané tii kuZelosetky spoleéuy polatny
trojihelnik, tu se obalka I, =0 rozlozi na t¥i linearné faktory,

t. rovnice rohii onoho trojihelniku. Tento piipad patrné nastane
pro Eary I, I a @ a jest pak

L=0
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rovoie! ndleZejfef t¥em vrcholim polarného trojihelniku car
faf.

Je-li nyn{ K kontravariant o sudém indexu, tu dvaha &l
22. ukazuje, e utvofen pro kanenické tvary obsahmje jen étverce
proménnych £, &, &, a Ze jej tedy pomoci formuwl (23) lze
racionalnd hodnotami II, II', @ vyjadriti.

Je-li viak K lichého indexn e, plyne ohdobué, Ze p¥i kano-
nickych tvarech musi

K== §6,5L,
kde L znaél kontravariant indexu e — 5, tedy sudého; tak Ze
pro obecné formy mdme
K= LL,
a L opét lze racionalné vyjid¥iti kontravarianty I, IF, &,
JakoZto priklad vytknéme kontravariant I} o indexu 10,
a vyjadime jej kontraverianty I, IF, &, P kanonickych tva-
rech f a £/ méime
— I = aya,87 + a,0,¢] - a,4,§;,
— I =& 4 & +E,
D = (2, -+ a5); -+ (85 + @8] + (a, -+ a)E5,
I, = 8G£ &L,
Nyni vzhledem k formulim (23):

E L= (0@ - T (4 0@ + a1

— b
T + a® + aZ1T),
a setadime-li dle @:

-— {,3 o L& = 40° - (01 4 4GI1)E* | [0'11* |- 46IT*

(OO — ST IT° - A2TF5 - ITHT, (@2 — 28)IT
(8246011,

a tedy

aneh, vehledem k 4 =1, v inpvariantivném tvarm
— 611 I} = 44D | (A'OI 4 AGIT)D* + [4&II 4 ABIT?
+ (86 — SAANIT|®-} AT 4TS | TIT[(8°2 —24°8)T
- (97 — 2404IT).
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