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- . étendfi) a v bodech koncovych teény Pe, P°. Povaiujme P° za
stopu tedné roviny o, dotykajici se kuzZele podél povriky vp, a Pe
za, stopu roviny p || o protinajici kuZel podle véty Dandelinovy
v parabole K'. Zvolme opét na Pe bod ¢ a vedme jim v roving g
piimku L, kolmou na Pe¢ a vyhledejme jeji priseéiky s kuZelem.
"PondvadZ piimka L a povrSka vp jsou spolu rovnobéiny, uréuji
rovinu A, jejiz stopa je pg = P4; tato protina kruznici K v dalsim
bodé ¢, v némzZ vedens povrika vc kuzele protind pfimku L v hle-
daném pruseditku m, patiicim parabole K’. Primét jeho m; =
= (L, X v,c) nalezf pak parabole K';.
Jeito A cm,q, A vpc jsou podobné, plati
qlml mlcy ’ .
pnpoéteme -li na obé strany délku poloméru r vidime, Ze
gmy + 1 ="mc + 7,
¢ili mlqo m1”1
Bod m, je stejné vzdédlen od pevného bodu f= v, a od pevné

piimky D, vedené rovnobé&zné s Pe ve vzdalenosti 7, leZi tudiZ na °
- parabole K';, jejimZ ohniskem je bod v;.

Steinerovy elipsy.
Prof. Dr. V. Sukdol.
(Dokonden{.)*)

L
Kolem pevného bodu P (p, : p, : ps) necht se otacl pnmka P,
. ]im procha,ze]ici dané rovnicf -
(sz + Ps) &y — kpy s — pys = 0. (40)
-Tato pifmka protina stranu BC v bodé ‘
‘AD 2r sin ¢ sin B sin y _2krsmas1nﬁsmy

o (’ sin g — Icsm'y ’ sin § — k sin y )’
: stranu CA v bodg ) -
E( 2rp, sin ¢sin fsiny O2r(kp2+pa)sinasinﬂsiny

pysine + (kpy + ps)siny * 7 plsin'a+(kpz+ps)sin7>

a’'stranu AB v bod¥ '

STy ‘) Y 1. Basti Elénku. vyskytly se dvé malé tiskové chyby Na str.
:‘f.:v‘45 v rovnici (29) mocmtel ve jmenovateli mé byti §; na str. 47v rovnici

" (39) mé ¢ = 3r)/4[(sin® a + sin* p + sin’ 1_12 g 3 ] '
I(Pmaime) 'bzgz'loﬁle églﬂ[‘i(:n;b; 8i ?;lograwl ) akls ﬁsm 7
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_ 2krp, sin a sin B sin y 2r (blcp2 -+ ;) sin ¢ sin g sin - 0
(kplsina + (kp: + ps) Sinﬁ_ * kpysina -+ (kp; + ps) sin B’ )
Bod soumérny s bodem D podle stfedu S’ strany BC jest
o lo — 2kr sin a sin? y 2r sin « sin?
( sinf—ksiny ’ 'sinﬁ—ksiny)

Bod soumérny s bodem E podle stfedu 8" strany CA jest
,(2r(kp2+p3) sin B sin? p . 2rp,sinfagsin )
\pisin e+ (kp; + pg)siny” 7 pysine + (kpy + ps)siny |

Bod soumérny s bodem F podle stiedu 8§’ strany 4B jest

, ( 2r (kp, + ps) sin? g sin y 2rkp, sin? a sin y
kp, sin e + (kp, + p5) sin B’ kp, sin o + (kp, + ps) sin B’

PonévadZ determinant 3. stupné, vytvoteny ze soufadnic bodu D’,

E', F', jest identicky roven nule, leif body D', E', F' v jedné

piimce p’, jejiz rovnice jest

kpy2, sin? @ — (kp, + ps) @, 5in? B — k (kp, + ps) 2, sin® y = 0. (41)

Jakou &aru obaluje pfimka p’, otdéi-li se pffmka p kolem pevného

bodu P?

Derivac{ rovnice (41) podle proménného parametru k obdrzime
D1y Sin? @ — Px, 8in? B — (2kp, + ) X3 8in%y = 0. (42)

Eliminaci k£ z rovnic (41) a (42) obdrZime rovnici obalky pifmky p':

- ey sint @ — 2pp,x, 7, Sin? ¢ sin? B + pyPa,? sint f—
— 2,957, 23 8in? @ 8in? y — 2p,Psx,x, 8in3 B sin? y -+
+ PPzt sinty = 0. - , (43)

Obalkou piimky 2’ je tedy kuZelosetka vepsans do zékladniho

tro;uhelnika, jak sé snadno pfesvédéime srovnanim s rovmci (15):

¢, = pysin? e, ¢; = Py8in? §, ¢; = p; sin?

Ka?dému bodu P odpovida urdité kuzelosetka vepsané do

A ABC a naopak kazdé kuzelosetce vepsané do A ABC odpovidd

uréity bod P.

KuZelosetka (43) je hyperbola, parabola nebo elipsa podle
toho, jsou-li jejf prise¢iky s pfimkou tb&nou (20) dva reilné body

rizné nebo spljrvajlci anebo dva imaginirn{ body, t. j. podle toho,
je-i

plpzpa (P sin @ + pysin B + prsiny) 0.
Je-li bod P v nekonednu, t. j. plati-li v '
. msing + pysinf + pysiny =0,
je kuieloseéka. (43) parabola. Jinak je vidy .
Py 8in 6 -+ pysin B+ pysiny = 2rsmasmﬂsmy> 0 (44)
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a tedy neni-li kuzelosetka (43) parabola, je hyperbola nebo elipsa
podle toho, je-li _

P1PePs S 0. _
Je-li oviem néktera ze soufadnic bodu P rovna nule, t. j. le#i-li

‘bod P v jedné ze stran zakladniho trOJuhelmka, je kuzeloseéka
zvrhla.

KuZelosetka (43) je tedy elipsou, lezi-li bod P uvnitié A ABC
anebo uvniti nékterého z Ghli vrcholovych k vnitinim Ghlim
A ABC: v prvém piipadé bude elipsa vepsina dovniti A ABC,
v druhém bude trojihelniku vné vepséana.

Soufadnice stfedu kuZelosetky (43) vypoéteme jako soufad-
nice pélu Gb&Zné piimky (20). Polara bodu S (s; : s, : 8;) vzhledem
ke kiivce (43) ma rovnici

Py 8in® @ (py8; 8in® @ — p,s, sin? f — pysg sin® y) @, +

+ P2 -sinz B (— 118y Sin? & + Pys, SI® f — pysg sin? y) @, +

+ ps 8in? y (— p,;8; sin? @ — p,s, sin? f + pgsy sin? ) 23 = 0.
Srovninim s rovnici (20) obdrzime

Py sin B + p3s1ny pgsiny + pysina

sin « sin g )

. P sine + pysin g (45)
sin y

8118 18 =

Teézisté A ABC ]est T (sin B sin p : sin 9 sin « : sin « sin §).

A ponévadZ determinant tfetfho stupné vytvofeny ze sou-
fadnic bodda P, S, T jest identicky roven nule, lezi tyto 3 body
v jedné piimce.

Znadi-i p,, py, ps vzdalenosti bodu P od stran zakladniho

_trojahelnika, dale pak
PSinf + pysiny pysiny +psina pysina 4 pysin
2sina 2 sin g 2 sin y

vzdalenosti bodu § od stran zikladniho trojtihelnika a
4rsin fsiny, $rsinysine, £rsineasinf

vzdalenostl bodu 7' od stran zakladniho tro;uhelmka., jest délici
pomér bodu S vzhledem k bodim P, 7T

(pssmﬂ+pssmy_p) (stmﬂ+l’351n7’
1

2 8in e 2 sin a
neboli vzhledem k (44) . :
(rsin Bsiny — $p,) : (rsmﬂsmy—-ypl)_?, 1.

Stfed S kuZelosetky vepsané do A ABC leii tedy vné useéky PT
a jeho vzddlenost od t&%i8t& 7' se rovna poloving vzdalenosti PT.

2r sin g sin y)
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Predpoklidejme p, > 0, p, > 0, p; >0, t. j. %e kiivka (43)
je elipsou vepsanou do A ABC. Kdy mé tato elipsa maximalni
obsah?

Transformujme soufadnice na pravothlou soustavu v niz
by elipsa méla rovnici

. b%x? + a?y® — a?b? = 0;
vztdhy (11), (12) a (13) nabudou tvaru

C (a® + b?) = p,?sin® & + p,2 sint f + py? sint y +
+ 2pyp; cos a sin? B sin?y 4 2p,p; sin? @ cos fsin?y -

+ 2pyp sin® a sin® fcos y, (11"
C?%a%? = 8rp,p,p, sin? a sint f sin? p, (12"
— C®%ath* = — 16r2p,2p,?p,? sin® « sin® g sin® y. (13")

Eliminaci C' z rovnic (12'') a (13") vypodteme

= Virppeps (46)
Obsah elipsy £ == V?Mhpzps’ kdez mezi proménnymi p,, p,, Ps .
plati vztah (44). Jde tedy o vysetrem maximalni hodnoty funkce
dvou proménnych

sin’ sin
H(py o) = 2rpipy sin asin f— pi’py G0 — P G ﬁ (47)
Podminky pro maximum f(p;, p,) jsou '
of ' of
— =0, —— = 0,_ . 48
opy v 0pe (48)
o o .
3 <0, E <0, (49)
o \* o o
| — s s < 0 50
(apl 8p2) op® Op,* : (50)
Podminky (48) vedou k rovnicim
. . sina . sin 8
2 ;2 =
2rp, sin ¢ sin f — 2p1p2 sin y P o ” 0,
. .o ,sina sin § _
2rp, sin a sin f—p Siny 2p,P; s 0
Z téchto dvou rovnic vyplyva &tvero feleni:
a) p=0, o P =0,
b) p, = 2rsin Bsiny, Py = 0;
¢) p=0, p2—2rsinasiny,'
d) p, = §rsin B sin vy, Py = 4r sin e sin y.

Prvn{ tii feSeni nutno hned predem vylouéiti, nebot pak by neslo



R 82

-

o elipsu, nybrz o kuZelosetku zvrhlou. Zbyvsa fedeni d), pro néz jest

o . . o . .
i — 4rsin a sin g, Ec — 4rsin ¢ sin B,
—5?%- = — $rsin ¢ sin f,

1Y 2

takZe podminky (49) a (50) jsou splnény.
Rovnici Stetnerovy elipsy maximalniho obsahu, vepsané do
.\ ABC, tedy obdriime, dosadime-li do rovnice (43)

= 4rsin ffsiny, p,= 4rsinasiny

a vzhledem k (44)
p; = $r sin e sin g.

Tak nam vyjde rovnice Steinerovy elipsy vepsané
z,? sin? @ — 22,2, sin ¢ sin B + x,® sin? f — 2x,%; sin ¢ sin y —
— 2x,2, 8in B sin y + x3%sin?y = 0. (51)
Jeji obsah jest E = nA/3V§
Soufadnice stfedu Steimerovy elipsy vepsané najdeme dosa-
zenfm nalezenych hodnot p,, p, ps, do (45); tak obdrzime
sin B sin y : 8in y sin ¢ : sin ¢ sin f. _
Stted elipsy maximélniho obsahu, vepsané do A 4ABC, splyva
tedy s t&Zistém trojihelnika. Body P, T, S se v tomto pripadé
ztotoZnuji.
Primér ehpsy (61) sdruZeny s téZnic{ piisluSnou na pt. strané
BC, danou rovnic{
) xasmﬂ—xssm7=0,
mé rovnici ,
2z, 8ina — x,8in f— x38iny = 0, (52)
coz je rovnice pfimky rovnobézné se stranou BC. Tedy strana
zédkladniho trojuhelnika a téZnice k ni pifisluSnd maji sméry sdru-
Zené vzhledem k elipse (51).
Vypoétem vzdéalenosti prisediku G' piimky (52) s elipsou (51)
od t&Zi&t& T nalezneme délku poloméru p, = T'G' = rsin a/]/3
délka sdruZeného poloméru g, = T'S’ = .
: Z rovnic ( 117), (12"), (13"”) vypodteme délky poloos Steinerovy
elipsy vepsané do A 4BC:

ir (V2 (sin? & + sin? B + sin y + 2)/3 sin a sin B sin y)
+V2 (ein*a + sin®$ + sin?y — 2)/3sin asinfsiny)]  (53)
a linedrni vystfednost

3T V4 [(sin’ a -+ sin? B + sin? y)? — 12 sin® ¢ sin? f sin? y]. (54)




Rs3

Srovndnim s (38) shledame, Ze jsou to pravé polovién{ hodnoty
délek poloos a linedrnf vystiednosti Steinerovy elipsy minimélntho
obsahu, opsane A ABC.

* Z rovnice (51) jest na prvni pohled patrno, Ze BC = =, = 0,
CA =2,=0, AB = z; = 0 jsou tednami elipsy (51). Body do-
ty¢né jsou stfedy S§’, 8,8 stran. Je tedy Steinerova elipsa
vepsand do A ABC zaroveii Steinerovou elipsou opsanou A 8'8"'S"’.
" Maximalnf elipsa vepsand "do A ABC. a minimélni elipsa
opsand témuz trojihelnfku maji spoleny stfed a spole¢né sméry os;
jsou spolu homothetické: stfedem homothetie je t&ziité a pomér
homothetie je 1: 2.

Z astronomie dvojhvézd.
o B. Hacar.
(Dokongdeni.)

Prvni dva z téchto elementt (P, T) nazyvdme dynamicksé,
ostatn{ geometncké

V obr. 2 jest C stfed drdhy, QC uzlovd pfimka, CN smér
k sev. pélu (vychodisko poéitani posi¢. Ghlu), QQPY pomocny
kruh o poloméru 2a v roviné skuteéné drahy, elipsa 2Q'P'C jeho
primét do bdné nebeské. Elipsa zdénlivé drahy neni v obrazci
zakreslena. Bod P je periastron ve skuteéné, P’ ve zdanlivé draze,*)
S’ primét skuteéného ohmska S, jest tedy CP = a velkd poloosa, -
skuteéné drahy, CP’' = a’ jeji prumét Budiz déle @, koncovy
bod malé poloosy skuteéné drahy, @’y jeho primét, tedy CQ, = b
malé poloosa, CQ’y = b’ jeji pramét, dile ]e CQ=aaCQ =0,
pramét. Budiz dale « posiéni tihel poloosy a’ a B p. 4. poloosy &',
§ p. b. vzestupného uzlu. Spudt'me nyni kolmice PR a @7 na uzlo-
vou pifmku, pak bude A CPR™ A QTC (X PCQ = 90% a proto -
plati o primétech téchto trojahelniki A CRP’ = CTQ'. A jeito

A CRP' = — a'?sin (¢ — ) cos (¢ — ),

A CTQ’ f—,b'12 sin (8 — &) cos (f— Q).

Ze srovnani obou trojthelniki plyne zékladnf rovnice: :- -
—a'?sin (¢ — Q) cos (@ — &) = b',?sin (f — &) cos (8 — &) (6)

neboli . b'E . .
sm2(ae§)=—733781n2(ﬂ—ﬂ). m

N

Posiéni Ghel uzlové pifmky Q. Predpoklidejme, Ze
zddnlivou elipsu i s obéma konjugovanymi priméry 2a’ a 26’ mdme

‘ *) Poznadeni bodd P’ & Q° nédopatfenim v obr. 2 vynechéno, Ize je
viak snadno doplmtl ‘

Il
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