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Poznamky o ploSe tfetiho stupné
s oskulaénim kuZelem.

Napsal L. Seifert v Brné.

Plocha tfetiho stupné s oskuladnim kuZelem vyznamenava se
predevsim tim, Ze lze ji samu v sebe transformovati kolinedrnimi
transformacemi. KdeZto obecna plocha takové transformace viibec
nepfipousti, pfipousti plocha s oskulaénim kuZelemr grupu 54 koli-
neaci. Druhd, nemén& pozoruhodni je okolnost, Ze Sylvestriiv péti-
stén stava se neurditym; proto vénoval ji Rodenberg pozornost
v obsidhlém svém pojednani, kde studuje plochy patfici urditému
pétisténu.)) Jinak neni ndm znadmo, Ze by o ni bylo jednéno, jako
vitbec zvlastni plochy tfetiho stupné tésily se dosud velmi malé po
zornosti. Zda se vSak, Ze zde jsou n€které podrobnosti, jeZ pozor-
nosti zasluhuji; uvadime z nich v odst. 4 dva pfipady plochy obra- -
tové, v odst. 5 pak dokazujeme, Ze kvadratické plochy, jeZ dvoj-

" Sestniny pfevadi v sebe, dotykaiji se roviny, podél niZ kuZel s plo-
chou oskuluje. Tato okolnost zdd se zajimava, pon&vadZ oma ro-
vina je Casti Hesseovy plochy a souvislost této s feenymi plochami
kvadratickymi neni znama.

V odst. 6 odvozujeme nékteré vlastnosti svazku k¥ivek kubic-
kych, povaZujice je za priim&t kfivek na ploSe. Zejména vSak upo-
zoriiujeme na vétu odst. 7, o které neni ndm znémo, Ze byla jiZ né-
kde vytlena a jejiZ odvozeni z prostorového itvaru je tak Jed'no—
duché.

1. Bud K (x, y, 2) =0 rovnice kuZelu tfetiho stupn& s vrcholem

'V.©, 0,0, 1). Pak
K, vy, 2)+#6=0

jest rovnice plochy ti‘etiho stupnég, ktera podél k¥ivky K =0, t—-O
oskuluje s kuZelem K=0. Oznatujeme k¥ivku kratce K, piSme ji
ve tvaru kanonickém a rovnici plochy tedy

x*+ y* + 28 + 6mxyz + £ =0. W

Pokud K je kfivka rodu 1, nemd plocha singularnich bodi.
27 pfimek plochy lze bezprostfedn® napsati, piSeme-li 1. v téchto
tfech ekvivalentnich tvarech,?) kde ¢ zna&i imaginarni tfeti odmoc-

g Zur Klassifikation der Flichen dritter Ord., Math. Annalen, sv. 14,

. 709 Srovnej Wieleitner, Theorie der ebenen algebraischen. Kurven,
str.- 219, . g ‘
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ninu jedné (¢=1): i _
(—2mx+y+2)(— 2mx + €2y + €2) (— 2mx + ey + €22) +
+@m: 4 1) x3+12=0
(x- 2my+z) (ex —2my + €22) (e2x —2my + €2) +
+@m 4+ 1)y + =0
(x +y—2m2) (ex + g2y — 2m2) (e*x + ey — 2m2) +
+@m*+ 1234+ 1#=0.

)

Body obratu k¥ivky K jsou:

Wl (0, ]., -_— 1, O) WZ (0, & — 1, 0) W3 (.01 829 - 19 0)
Wi(—1,0,1,0) Ws(—1,0,¢0) Ws (— 1,0, ¢2,0)
Wa (1,»- 1,0,0) Ws (,— 1,0,0) W (¢2, — 1,0,0)

a leZi jak znamo po tfech na dvanacti osach obratu. Tyto body
hrajf na na3i ploSe dileZitou tilohu, nebot v kaZdém z nich sbihaji
se tfi pfimky plochy leZici v téZe roviné. Body takové zoveme
ovalni neb Salmonovy body plochly. Na pf. v bod&d Wi
sbihaji se tfi pfimky dané rovnici roviny tritangencialni

. —2mx+y+z2=0
a nekterou z rovnic

. 8 o ) B___-__~>
V8m* ¥ ix+t=0, }8ms+ 1x-+et=0, }8m>+1x+e2ft=0
MiZzeme tyto pfimky oznag&iti /4, I°, I¢, a zachovivajice tuto
tmluvu, podobné oznadime /1%, II°, Il piimky bodem W2 v roving
- —2mx + ey + 22=0
at d

Plocha m4 pouze t¥i redlné pfimky, které tvofi trojihelnik
vV roving :

V8 1 (x+y+2)+1=0, @)

12 imagindrnichprvého druhu (s redlnym bodem) a 12
ryzeima ginarnich Podle zniamého Schﬂaﬂuho rozdéleni patii
druhu IV.

2. Mezi kolineacemi, které plochu samu v sebe transformuiji,
jest nejvyznalné&j¥f terndrni centralni kolineace

S =ux,y =y 2=z t=¢cl);

kazdy bod ovéﬂmi je stfedem centrélni involutorni kolineace. Celkem
se grupa Gu kolineaci nasf plochy sklada®) .
a) z 9 centrélnich kolineacf o stfedech W.-;

.3 Bobek Ueber Flachen dritter Ordnung mit Kollmeatlon in’ sxch
Mon«tsheﬂe fir Mathematik und ‘Physlik, r.
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b) 22X 12=24 ternar-planarnich kolineaci, jichZ osy
isou osy obratu. KaZzdé ose patfi kolineace sloZena ze dwvou central-
nich a jeji dvojmoc;

c) z2X9=18 senaraich kolineaci; kaZd4 je sloZena
ze t¥i centrilnich, nejsou-li stfedy W: na pfimce;

d) ze 2ternarnichcentralnich kolineaci @, ®* a iden-
tity.

3. Prvapolara bodu P(xo, yo, 20, to) jest

Xox2 + yoy? + 2022 + 2m (xoyz + yoxz + zoxy) + 4. tt2=0. (4)

Bod Po v 7 (fo=0) mé za polaru kuZel s vrcholem V, stopa
ieho na = jest poldra k& bodu Ps ke kiivce K. Poldry bodit na pfimce
PV tvofi svazek ploch dotykajicich se podél &k, mezi nimi oviem
tfi, které se plochy dotykaji v priisecich s PoV.

Druhd poléara (polarni rovina) bodu P jest

xxo? + yye? + 2202 + 2m (xyezo + yXxoz0 + zXoyo) + Ut =0, (5)

pohybuje-li se bod opét po PoV, opiSe tato druha poldra svazek
rovin a oca jeho je druhd poldra stopy Po ke K. ‘

~ Hesseova plocha rozpadd se v rovinu =0 a kuZel tfe-
tiho stupné€ s vrcholem V, jehoZ stopa na n jest hessienna A kfivky
K.Parabolicka kfivka sklada se z K a kfivky devatého
stupné, jejiz primét z V na = jest h.

Pohybuje-li se P v povrchové p¥imce kuZelu V(h), tvo¥ prvé
poldry. svazek kuZelil s vrcholem Qo, které se podél dvou povrcho-
vych pfimek v n dotknou. Qo leZi na h, PsQo jsou reciproké pdly
kiivky & a ony dvé pfimky tvofi poldru bodu Pe.

Pro primét plochy s centra V do & vychazi zajimava okolnost,

Ze asymptotické teCny bodu P promitnou se jako te€ny z Po k prvé
poldfe & bodu Po ke kfivce K, je-li P na parabolické kfivce, splynou
ob& v te¢nu vratu, jeZ se promitne do spojnice PoQo. Tato spojnice,
jak znamo, obali cayleyemnu kfivky K.
- 4. Prva poldra bodu P a poldmi rovina sekou se obecné v ku-
Zelose&ce. Sest jejich priisekit s plochou jsou dotyéné body asymp-
totickych teden vedenych bodem P ku ploSe. Pohybujeli se P po
pfimce q, opiSe Fefend kuZeloseCka plochu obratu a jeji priisek
-s plochou tfetiho stupné je k¥ivka, podél niZ oskuluje tato plocha
se zborcenou plochou tvofenou asymptotickymi -teCnami, které
sekou p.4) Obecn& je plocha obratu stupn& p.até ho, kfivka dotyku
stupné 15. Vy3etfme plochu obratu pro pfipad, Ze P se pohybuje po
pfimce VPo. Vylou€enim fo z rovnic 4) a 5) vychazi rovnice plochy
obraitu

A8 [x (xo? + 2myeze) + y (yet + 2mxezo) + 2 (20 + 2mx«yo)] +
+ [xo (2 +2myz) + o (v* + 2mxz) + 20 (22 +2mxy) 12 =0; (6)

4) Sturm, Synthetische Untersuchungen iber Flichen,- dri{tér Ord.,
str.” 102. o
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vyloutenim ¢ z 6) a ‘1) dostaneme priimét Cary doty&né do .

(x® + y* + 28 + 6mxyz) [x (xe® + 2myoze) + ¥ (ye? + 2mxezo) -
+ z (20® + 2mxogo) ] -
+ [xo (x2 + 2myz) + yo (2 + 2mxz) + 20 (22 + 2mxy)]2=0.

Dochézime tedy k pozoruhodnému vysledku, %e plocha obratu
pFimky PoV je stupné cétvrtého (oddéli se @) a md poldrni kuZelo-
secku bodu Po za dvojnou uvratovou (kuspiddlni). KFivka oskulacni
je stupné 12 a promitne se do n jako kFivka stupne étvrtého, kterd
se K dotkne v bodech prvé poldry a druhou poldru md za dvojnou
tecnu, jejiz dotycné body leZi na prvé poldfe. Bod Po je dvojnym
bodem EkFivky a priiméty obou-asymptotickych tecert jsou tecnami
dvojného bodu.

Hledejme podobn& plochu obratovou pfimky p, leZici v =«
Pisme ji

Xo=X1 + Axs, Yo=y1+ Ays, 20=21+ 122, =0,
dostaneme prvou a druhou poldaru ve tvarech
M-+IN=0, A4 2B+ 22C=0,

kde M, N jsou druhého stupn&, A, B, C stupné prvého v x, y,2. Vy-
loucenim 1 jde v
A N—2B.M.N+M.C=0. )

Plocha obratovd pFimky v n leZici je tedy kuZel pdtého stupné
s vrcholem V, ktery md étyfi dvojné hrany; stopy jejich jsou poly
pFimky p ke K (M= N =0).

5. Je znamo, Ze na obecné ploSe tfetiho stupmé jest 36 dwvoj-
Sestnin. DvojSestninou rozumime konfiguraci dvanacti pfimek

1 2 3 4 5 6
VY 2 3 4 5 6
takovou, Ze vSechny pfimky v jedné fadé jsou vzijemn€ mimo-
b&zné, jednotlivd pfimka prvé (druhé) fady protind v8echny p¥imky
druhé (prvé) vyima onu, kterd jest pod (nad) ni. P¥imky v témZ
sloupci budeme nazyvati protilehlé.

V naSem pfipadé kaZzda pfimka plochy jde bodem Wi musi
tedy nékterymi W; jiti vZdy dv& pfimky urdité dvojSestniny. Necht
PCE, jsou dvé takové bodem Wi; pak v rovind (/% I°) jest dalsi
pfimka /' a ta mus{ byti profata ob&ma protilehlymi -pfimkami.
Je-li jedna. /I°. musi dal3i byti toliko ///*. Volime-li /I' za prot&jsi
k I, jest dvojSestnina urlena a lze ji snadno. doplniti na

I e i v v Ve
e n - He Ve e V.

Vidime, Ze stopy pFimek zuéastnem’/ch jsou ha dvou osich
obratu W;Wg“’/a, WaWiWe. Ponévadi podobnym zpiisobem lze vy-
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brati 12 dvojin os, které nemaji spoleného W; a dvoj$estnina pte-
chazi transformacemi @, @2 opé&t v jinou dvojsestninu, jest vech 36
dvojSestnin vycCerpano a vSechny jsou typu podobného.

O dvojSestning plati Schurova vé&ta:5 Existuje plocha
druhého stupné takova, Ze protilehlé pfimky jsou reciproké polary.
V naSem pfipadé¢ bod Wi=(/° /) ma polami rovinu (//°, IlI°),
W= (/12 1I®) ma polarni rovinu (£, /lIF), bod Wy=(1II°,II[°) m4 polarnf .
rovinu (/2,1I?). Tyto tfi polarni roviny jdou p¥imkou W, W, W,. Po-
dobng& bodim W, =1V, 1<), Wy=(V4, V¢), W,=(VI°, VI®) patfi polarni
roviny ( V3, V1), (1V5, VI®), (IV<, V<) osou W, W, W,. PHimky W, W, W,,
WaiWsWe v n patii tedy Schurové ploSe a tato se n dotyka. Do-
spivame tedy k zajimavému vysledku:

Plochy druhého stupné, jichZ poldrni systémy pFevddéji dvoj-
Sestninu samu v sebe, dotykaji se roviny n. Dvojinou os obratu,
jeZ se na krivce neprotinaji, jdou tfi plochy, které pFechdzeji v sebe
transformacemi @, D2,

Ostatné je velmi snadno napsati rovnice téchto ploch. Pro uve-
denou dvojSestninu zni:

xy+zt.k+m.k22=0, (8)

3/ 1 o
kde‘ k :]/ g;n] q—_-i
6. Pisme nyni rovnici kfivky K ve tvaru
xyz+kx+y-+23=0,

kde x =0, y =0, z=0 jsou te¢ny obratu, x+y + 2z =0 osa obratu.
Pak rovnice plochy jest

xyz+k(+y+23+p=0 )
Protnéme plochu rovinou
t=Ax+ By + Cz;
primét rovinného priseku do = jest
xyz+k(x+y+20+1(Ax+By+C2=0,"  (10)

tedy kfivka, ktera s K oskuluje ve tfech bodech ptimky o = Ax -
+ By + Cz=0. Otadi-li se roviha kol této pfimky, dostaneme
v primétu svazek kfivek, které maji v bodech A)B, (| této pfimky
dotyk druhého stupn€. KaZdé kfivka svazku je primé&tem tfi kfivek
plochy, z nichZ jedna je redlni. Pon&vadZ pfimkou o jde 12 te¢nych
rovin, ale body doty¢né jsou po tfech ma .pfimkich vrcholem V,
miiZeme vysloviti vétu:

Ve svazku kFivek tfetiho stupné, které v priisecich pfzmky 0
oskuluji s kfivkou K, jsou EétyFi s dvojnym bodem. Dvojne body
isou poly pfimky o ke K.

* 5) Schur, Mathemat Annalen, sv. 18. Baker, London M. S. Proc £
2, sv. 9.



Dané pFimky m dotknou se dvé kfivk.v svazku, nebot z bodu
(0,m) vychazi ke kFivce v rovind (mV) 3est teGen, jejich dotydné
body jsou v8ak na dvou pfimkach bodem V. Mame na mysli ov§em
jen vlastni k¥ivky svazku a nikoli tfikrite &itanou p¥imku o (1 = ~).

i Z véty odst. 4. plyne okamgité:

Geometrické misto bodii obratu Efivek uvaZovaného svazku
jest kFivka -pdtého stupné, kterd 4 poly pFimky o md za dvojné body.

- Necht dva z bodii na o splynou A = B, ¢ jest teCnou v A, tec-
novy bod je C. Kfivky svazku maji v A styk §estibodovy,
v C t¥ibodovy. Ve svazku jsou tfi kfivky s dvojnym bodem.

-Prochéazi-li 0 jednim bodem W; rozpada se jedna kfivka v-teénu
" obratu a kuZeloseCku, mimo to jsou dvé s dvojnym bodem.

" Dvoiny bod miiZe pfejiti v bod vratu jen tehda, kdyZ o se
dotkne hessieny v bod& na pf. A. Jedna z kfivek svazku ma pak
bod vratu-v reciprokém pélu A’, A’A jest teSna bodu vratu.

7. Jsou-li a1, b2 €12 piimky v jedné tritangencidlni roviné plochy
ttetfho stupn€ a vedeme-li jimi libovolné roviny, tu, jak znamo, daisi
priiseky jejich s plochou jsou t¥i kuZeloseCky na téZe ploSe druhého
stupn€. PonévadZ v3ak kuZeloseCky v rovinach svazku (@) sekou
ay v involuci, dostavame odtud okamzité tyto véty:®)

Vezmeme-li na kaZdé strand trojihelnika aib:ci2 jeden par in-
voluce doty&nych bodii bitangencidlnich rowvin, leZi té€chto 6 bodii
na kuZelosedce.

Spojime-li bod na jedné strang s bodem na druhé stramé pfimkou
a rovnéZz body v involucich pfFifadéné, vytinan spojnice na tfeti

- stran& také par involuce.

-Spojime-li asymptotické body dvou stran, prochazi spojnice
také asymptotickym bodem tfeti strany. Sest asymptotickych bodi
tfi stran tvofi tedy vrcholy tplného &tyfstranu, strany trojtiheinika
jsou jeho thlop¥itny.

Mezi plochami druhého stupng, jeZ jdou tfemi kuZeloseCkami
. jest oo? kuZeltl. Vrcholy jejich vyplfiuji plochu &tvrtého stupné a
_priisek jejf s rovinou as, b, Crz. je xdentlcky s prisekem: této roviny
~.a Hesseovy plochy. :

' Vimp¥me si nyn{ na$i plochy a jeif projekce s V do a. M&jme
- na mysl trijangencidlnf rovinu s redlnymi pFimkami, jichZ stopy
jsou Wi, Wa, Wi Vedeme-li jednim, na pf. W, pfimku m, urluje
8.1 roviny, ve které jest /? a kuZélosetka plochy. 72 se promitne
 jako teZna obratovi, kuZeloseCka md v primétu dvakrate tEfbodovy
T dbtvk v_bodech pfimky mi. Mame tedy vétu:.
.. Jsou-t W1, We, Wir-body obratu na téZe ose obratu kFivky K
L a, b, ¢ jejich tecny am, n, p libovolné pFimky prvym, druhym a tFe-
“ im. .z nich, pak_kuZelosecka kn j¢Z. v bodech na m md s kFivkou

" dotyk tﬁbadavﬁ, sece a.ve dvou bodech Mi, Ms, podobné. kuZelo-

' :-sei‘ky kn kp s dotykem tFibodovym v bodech na n a 14 seb!?u bac-

%) . Viz emona, Opere matematiche, t. 1, str 83a také Humbert
Suf 1ec tix ea desmiques, Joumal de mat., s. 4, sv. 7 o
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v bodech Ni, N:; Py, P:. Sest bodi Mi, Ms, N1, Ns, Py, P: leZi na
nové kuZeloseéce 1. Existuje jeSté dalsi kuzelosecka (zddnlivy obrys
plochy druhého stupné) z, kterd se dvakrdt dotykd kazdé kuZelo-
secky km, kn. kp, L.

Jest oo® kuZelosedek I a 2, k jednomu { patfi 1ed1no z a obracené.
Mezi | jest oot dvojin pF¥imkovych a rovnéi mezi. 2. Bod v n jest
stfedem ¢tyf dvojin 2.

Sestrojime-li k W1 harmonicky bod T pocme vrcholi B, C troj-
thelnika a, b, ¢, podobn& k Ws, Ws body T, Ts, pak W1, T1; We, Ts;
Ws, Ts jsou po kazdé dvojné body involuce, jefjimiZ dvmmaml pro-
chazeji kuZelosecky I,

B3

Remarque sur la suriace du troisiéme ordre au cone osculateus.
(Extraitde l'article précédent)

Cette surface appartient 4 la Ve espéce, d'apreés la classification.
de Schlifli. Ses droites sont données par les équations 2); parmi elles
il y en a 3 situées dans le plan 3), toutes réelles. On peut trouver un
groupe de 54 transformations collinéaires qui transforment cette
surface en elle-méme. Sa surface hessienne est composée du plan
d’osculation 7 et d’un cone du 3e degré. -

Il v a deux cas intéressants de la surface inflexionelle d’une
- .droite, c’est 4 dire de la surface engendrée par les coniques d’inter--

section de la premiére et de la seconde polaire de tous lés points
d’une droite. A une droite menée par le sommet du cone osculateur
appartlent une surface infiexionelle du 4e degré a la conique cuspidale
6), 4 une droite située dans le plan de la courbe d’osculation aD-~
partient un cone 7) du 5e ordre.

Si I'on construit les quadriques de Schur, c’est a dire les surfaces:

‘quadratiques .qui transforment un double-six en lui-méme de sorte.
que les droites opposées soient polaires réciproques, toutes ces sur-
faces touchent le plan d’osculation.
_ De ces faits, on peut déduire plusieurs résultats pour un faisceau
de cubiques (’équation 10); il v a 4 cubiques A point double, deux
sont tangentes a4 une droite arbitraire, les points d'inflexion de toutes
les courbes du faisceau remplissent une courbe (7) du 5¢ ordre.

- Un second résultat:

Soient Wi, Wi,  Ws- trois points d’mﬂexion d’une cubique K,
situés sur une droite, @, b, c les tangentes en ces points. Si I'on méne,
par ces points, trois droites m, n, p et si 'on construit les trois coni~
ques qui ont dans les deux autres points' d’intersection un contact -

- du deuxiéme ordre, ces conigites coupent les tangentes @, b, ¢ aux
points Msi, Ms, N1, Ns; Pi, Ps; ces six points.sont situés sur une -
conique ! et ces quatre coniques touchent une aut’re conique z, cha~

- cune en deux points S i

e
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