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časopis pro pěstování matematiky a fysiky, roč. 75 (1950) 

K TEORII VLASTNÍ ENERGIÍ ELEKTRONU. 

IVAN ULEHLA, Praha. 

(Došlo 20. ledna 1950.) 

F. J . BELINTANTE použil ve své práci ve Physieal Review (r. 1949, 
sv. 76, str. 226) FERMIHO kvantové elektrodynamiky bez obvyklé elimi» 
nace longitudinálních a skalárních fotonů k výpočtu vlastní energie 
elektronu. Výsledek, který obdržel, není však jednoznačný. Tuto nejedno­
značnost lze odstranit vhodnou definicí stavového funkcionálu volného 
fotonového pole, která také umožňuje exaktně formulovat poruchovou 
theorii. 

1. Vyjděme od LAGRANGEOVY funkce pro elektronové pole \p a foto­
nové pole <pv v interakci 

L = ~~ h(* F"VF"v + -^ + c v + V"(íži^ _ T^" ) ~ ^ J V'. (1) 

kde F^ = 8^^ — dM<pv je tensor intensit elektromagnetického pole, 

dx^ 
y>+ je matice vlnových funkcí elektronu hermitovsky sdružená k ip, ap, f} 
jsou DÍRA co VY matice. 

Pro čtyrproud zavedeme označení: 

sv = — ey)+ocpip. 
Aby variační princip 

co = dfjfp11, typ je čtyrpotenciál elektromagnetického pole, 8M .=== - j -^ , 

' / * / 
Ldxdydz=0 

byl ekvivalentní rovnicím elektromagnetického poleje nuttto připojit pro 
potenciály 9?VLORENTZOVU podmínku co = 0, čilicot=-0 = 0, ( ^ - P ^ - o ^ 0* 

Pomocí kanonického formalismu [1] lze snadno odvodit výraz pro 
HAMILTONIÁK 

H = Bf + Bř2 + H', 
kde H' = jsjfř dV je poruchový člen. 

89 



2. Pro kvantování volného fotonového pole užijeme pro kompo­
nenty čtyrpotenciálu <p*== (<p, <p) rozvojů 

<P = i2 \/f^ h* eikx + konJ-
(2) 

<p == — i 2 2 c*,r e* e*** + konj. 
* r=l 

Zde jsou bk+ Ck,* anihilační operátory vyhovující obvyklým zaměnovacím 
relacím a působícím na stavový funkcionál fotonového pole tak, že ope­
rátory 

Nk,r- = Ck,r Ck,r, NjtA = h bk 

mají charakteristické hodnoty pouze čísla 0,1, 2, ... Dosazením rozvojů 
(2) do # } 0 ) = JřgL- + tfíSng obdržíme- i \ -

-JfSL -= 2 WM + Nkt2 +• 1) £ i , ^ o
0 )

g == 2 (Nk,s - NkA) ̂  k (3) 

3. Výraz (3) není positivně definitivní. Avšak z vedlejších podmínek, 
kterým vyhovuje SCHEO" DINGERÚV stavový funkcionál y><°) volného fotono­
vého* pole vyplývá, že jsou přípustné jen stavy s positivní energií. Tyto 
podmínky zní 

(0*OyS2o=O, (^nvt=o = o, 
čili . - (4) 

(c*k + h*)ipi0) = 09
 ; ( c > + 6 4 ) V

( 0 ) = 0. 

Z nich vyplývá, že operátory Nk,i a NkA nemají určité hodnoty, ale že 
platí (Nkt9 — NkA) y>{0) -=- 0, t. j / 

-OlongV = v-

Tyto rovnice lze vyložit tak, že longitudinální (r'.= 3) a skalární (r -= 4) 
fotony se vyskytují ve vakuovém fotonovém poli v párech, jejichž počet 
jě neurčitý. 

Stavový funkcionál y(0^ lze rozložiti na "součin %ptriM y $ n g .Transver-
sálrií část funkcionálu ytrana je možno nónnalisovat obvyklým způsobem 
a z rovnic (4) pro ni nevyplývají žádná omezení. Stačí tědý zabývat se 
pouze longitudinální částí funkoionálu ylong ,která závísi pouze na pro-, 
měnných, na něž působí operátory ckA a 6*. 

5 Přípustný stavový funkcionál j ^ g může být rozvinut podle simul­
tánních charakteristickýéh funkcí #nJfc,an*,4 (kde w*,8#» WM 3 8 0 U charakte­
ristické Hodnoty operátorů Nk,ú Nktt) ve tvaru 

V-ong^ri'2 C»k,$nkAXnk« nki (5) 
* "k,ZnkA y ' 
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Jak ukázal BELINFANTE, plyne z podmínek (4), že cnkz »jfc4 = 0 VT(yn
ktZ 4= 

* nkA a cH,z *JU = ( — l ) n k P r o n * * = n * 4 = n * ' 

Avšak stavový funkcionál (5) nemůže být normalisován, neboť 
„nprmalisaéní integrál" 9Í = (y*<°yo)) diverguje. Kdybychom postupo­
vali nyní dále, nemohli bychom exaktně definovat průměrnou hodnotu 
operátoru Q výrazem 

Qpty*<oy°>) = (^*<°>(yo>). 

Stejně by nebylo možné formulovat správně poruchovou theorii. 

4. Definujeme proto stavový funkcionál yíoig místo rovnicí (5) tímto 
způsobem: Nechť x je číslo z řady 0, 1, 2,..., potom nechť yions má tvar 

(6) 
k l*-*oo yx nk=0 k) k nk 

při čemž je nyní 

2 = ̂ * 2 
n x->-co y ^ n = 0 

Normalisační integrál tohoto stavového funkcionálu dává hodnotu 1. 
Při libovolném výpočtu s funkcionálem (6) postupujeme tak, že 

výpočet provádíme se simultánními charakteristickými funkcemi Xnk* 
kde nk = 0, 1,..., x, a teprve po provedení výpočtu přecházíme k limitě 
x ->oo. Definicí (6) předpisujeme na př. způsob sčítání nekonečných řad, 
které se vyskytují při počítání maticových elementů a odstraňujeme ne­
jednoznačnost, k níž dochází BELINFANTE. -

5. Poruchový počet provedený na bezčasovou SCHRODINGEROVTJ rov­
nici 

H\p~E\p 

dává, rozvineme-li H,E,\p podle parametru e, E = 2£<°> + 2JW + 
+ #<*)+. . ; , kde ^ 

#(-) = (y*(o)iř(iyo>) = #<->/ 

E^^m2y+(y)*^m^%^ (8) 
Rozviňme nyijí funkcionál yd) podle simultánních charakteristických 
fúnkcíonálů ^ 0 ) všech operátorů ffiz, N4 (index k vynecháváme). Z porur 

chového počtu obdržíme 

¥1) = y(xma^) 
i EW — Ei^ * 

Pro y(0) užijeme rozvoje (6) a označíme Oř^JETW )̂ jako B$. Z (8) pak 
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vyplývá, že 

EW = HW+22 CnCn 

(Dџ(Ҷ 
in Я \l)IJ{ 

ПІ -"1 

ъ n,n EЮ—EÏ (0) ! 

kde 2 2 mají význam (7). 
n n' 

6. Nyní můžeme použít takto formulovaného počtu poruchového 
na výpočet vlastní energie elektronu, t. j . veličiny E pro případ, že máme 
jediný elektron (v klidu). V nulté aproximaci je K<0) = mc2. Protože 
EW = 0, zajímáme sé o E(2\ V našem případě je #<2> = 0 a HW = H'< 
takže 

®2)= 22 CnC„ 
i n,n' 

"ni •"« 

E(«) — Efy 

což je výraz formálně shodný s výrazem, který používá B^LINFANTE. 
Přejděme k výpočtu maticových elementů. Všechny možné procesy 

lze znázorniti v tabulce, kde nx, n2, n3, ná udávají počet vektorových, 
longitudinálních a skalárních fotonů o energii k. 

Počát ční 
stav 

M zistav Koncový stav 

11 
2 
3 

1 
6 
7 
8 
9 

10 

nx=n2=0 
.ПŞ=ПĄ = П 

^ = . 1 , n 2 = 0 , nz=nA=n 
'n1-=0j n 2 = l , fi3-=n4--=n 
Пj=П2=0, n 3 = n - f 1, nA=n 
nx=n2=0, nь=n—1, nA=n 
n 1 = n 2 - = 0 , n =n, n 4 = n - f 1 
nx=n2=0, rьz=n, nA=n—1 
Пj = П2 = 0, n3 = n-f 1, nA = n 
nг=n2=0, n3=n—1; jгá = n 
nx=n2=0, nг=n, n 4 = n - f 1 
n Ł = n 2 = 0 , n3=n, n 4 = n — 1 

Пx = П2 = 0 

n3=nA = n 

nx=n2=0, n3 = n-f 1, n 4 = n-j-l 
nx=n2=0, n3=n—І, nA=n—1 
Пx = П2 = 0, П3 = П+\, П4 = П-fl 
^ = #2 = 0, nz=n—1, nå=n—i 

Koncové stavy 7—10 jsou fysikálně identické se stavy 1—6. Pro 
impuls elektronu platí následující rovnice: Nechť pa je impuls elektronu 
v počátečním stavu (pa = 0, Ea = mc2), k je impuls fotonu, pak je 
poč. stav mezistav konc. stav 

hc . 
-pa = Pi + 2ҡ 

Přeskoky elektronu ze stavu o kladné energii do stavu o záporné energii 
nejsou podle positronové.theorie přípustné. Přicházejí však v úvahu 
přeskoky libovolného elektronu ve stavu negativní energie do mezistavu 
o kladné energii [2]. Při těchto přeskocích platí pro impulsy relace: 

• hc 

kde'pí je impuls elektronu ve stavu s negativní energií. 



Rozvineme-li vlnové funkce elektronu podobně jako cp¥ a nahradí -

me-li — 2 -> ~r~i I dk dostáváme pro vlastní energii elektronu výraz 

"-ěsp^f™*- • < 9> 
při čemž je: 

. . . . v J(tte'-„)_+(«e_.) , (ge,)A-(g__) [ 
h-*K)-rkA fi-e-k + /Í + Í + Í, Jp, 

/.(*) = — 2 c»'c«(w + 1) *(». »')• { ~ } = 
H n = l l J P 

_ 1 V i / . .J(«e 8 _„)_+(«e_ t ) («e 3
t )_-(ae 3

t ) [ 
- * n = t

c " ( n + J , . - _ - - _ +
 At + e + fc JP 

a podobně JLUUIIC 

4 ,_. _ - "v i J(«e3„)/t+(«e3„) («e3-„):_l-(«e3_„)J 
/_W — — __L c n • n • 1 ;—; 1 ; T í > 

* n=o { fi — e + k . p + e — k J P 

/.(k) = ̂ J U (.+1) {7_7+T.+7+^-T}P> 

/í(k) =iioc2» •n • [j^hk+,+ilr+-}p-

/?(*) = - 2 «•««.'(» +1)«(»'»» + 1 ) • { - ] =-> 
« » = i i j p 

- _ I y c° (» + 1) {______. + _____)___} 
- „,-_.. c - ( " + 1 '\^_ 8 _„ + ,. + - + */,, 

3ně 

, , . , I v . J /l+(«e3.) , («e3_ t)_-\ 

//_. ' 1 < ! ? - / , ,J («e3t)_+ I , J_-(ae_ t)\ 
/í(k) = ~ * »_iC '• •(n + 1 ) U - , + fcj + U + . - . } , ' 

/ ( j í ) _ _ l 7 c S f(«e-.)_+ _-(«»._») | 

V těchto výrazech je 

p ^ J ^ L , e =+]//** + &, á(a,6)_=0 pro a #= 6, 

a podobně 
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ò(a,Ъ) = 1 proa = 6, Л^ = | ( l ± í í l ± ^ _ 5 

Symbol P u kroucené závorky znamená, že máme vzít pгůměrnou hod-
notu z výrazu v závorce. To provedeme tak, že 

Л~nahŕadíme výrazem: £ І 1 ± — J , 

(aer)Л~(aer)nahradíme výrazem, pror = l ,2 : ł ţ l -F )* 

Л~(oce9k) = — Л~* (лe3_к) nahradíme výrazem: ± | — , 

j _ j _ LL 

(ae8*) Л"" = — (ae3_jfc) Л~* nahradíme výrazem: i 2 • 

7. Pгo integraci výrazu (9).položíme к = џ sinhz, є = џ cosh? a 
p + po 

ln -• označíme M (P je maximální hodnota impulsu a P° maxi-
mc 

mální hodnota energie elektгonu v intermediárním stavu). Ve všech v ra-
zech fi(к) můžeme ještë za cn

2 položit 1. Tak dostáváme þro transversální 
ðást K<2> z výrazů fV2(к) 

4?Lв = ^ ( ^ - ł + łв-2^) 

a pгo longiţudinální část E& ъ v razů /3(k) Ч- fé(к) 

, = lim j V м + Һ-*M—1 + 4--")— І (n + 1) + 

+ (ЏШ + j e -23f—x _ 4M) _ ^ n — 
X n = 0 

_ ( | e ^ + J в ^ м _ ! ) ( + ! 2 (n'+ 1) + ^ І n)}. 
\ Я n = l » я = 0 /j 

Provedemè-ü naznaðené souбty a limitní přechod, obdržíme jednoznaðně 

Vlastní energie elektronu tedy je dána v razem 

EW~^(m-\ + Џ-™), 

0 4 -

p(2) . 
Vlong • 



který s P —> oo diverguje logaritmicky, tak jako WEISSKOPFÛV výгaz odvo-
zený s použitím eliminace longitudinálních a skalárních fotonů. [3] 

[1] WENTŽEL: Quant ntheori d г W ll nf ld r 1943. 
[2] BELINFARTE- 1. C. 

FEYNMAN: Phys. R v 1949, sv. 76, stг. 749, § 4. 
[3] WEISSKOPF: Phys. R v. 1939, sv. 72, str. 56: 

A contribution tö the theory of self energy of the electron. 

(Summąry of t h pr c d ing a r t i c l ) 

In his pàpeг in the Physical Review (1949, vol. 76, p. 226) P. J . B E -
LINFANTE used FERMI quantum electrodynamics without the usual eli-
mination of longitudinal and scalar photons for his calculation of the 
self energy of the electгon. The resułt he obtained is not single-valued. 
This non single-valuedness can be eliminated, by a suitable definition 
of the state funkcional of the free photon fiełd (equation 6). The self 
energy of the electron is then given by the last expression in the text,» 
which diverges logarithmically similarly to that derived by WEISSKOPF 
using the elimination of longitudinal and scalar photons. 

Contents of individual paragraphs. 1. The Lagrangian of the inter-
äcting electron and photon fields. 2. Quantising of the free photon field. 
3. State funkcional of the free photon field. 4. New definition of the state 
funkcional 5. Calculus of perturbation. 6. and 7. Calcułation of self energy 
of the electron. 
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