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ﬁ;sopis pro pdstovani matematiky a fysiky, ro&. 75 (1950)

K TEORII VLASTNi ENERGIE ELEKTRONU.
IVAN ULEHLA, Praha.
(Doslo 20. ledna 1950.)

F. J. BELINFANTE pouZil ve své prici ve Physical Review (r. 1949,
sv. 76, str. 226) FErMrHO kvantové elektrodynamiky bez obvyklé elimi-
nace longitudindlnich a skaldrnich fotont k vypodtu vlastni energie
elektronu. Vysledek, ktery obdrZel, neni viak jednoznaény. Tuto nejedno-
znatnost 1ze odstranit vhodnou definici stavového funkciondlu volného -
fotonového pole, kterd také umoziuje exaktné formulovat poruchovou
theorii.

1. Vyjdéme od LaeraNeEovY funkce pro elektronové pole ¢ a foto-
nové pole ¢, v interakei

: h e H
L=——(%F" Fuy + 40%) + cpt [0"‘(2 ; —;tpu)—mcﬂ]w 1)
kde F,, = 0,9, — 0,p, je tensor intensit elektromagnetického pole,
’ 0

w = 0,9*, @, je &tyrpotencidl elektromagnetického pole, ¢

b= T
p+ je matice vinovych funkef elektronu hermitovsky sdruzend k y, o*, 8
jsou Diracovy matice.
Pro &tyrproud zavedeme oznaden:
» & = —epta’y.
Aby variaéni princip

afdsz‘dxdydmo

byl ekvivalentnf rovnicfm elektromagnetického pole,je nutho pf.ipoj it pro
potenciély ¢, LorENTZOVU podminkuw = 0, &iliw;—g = 0, (0,F#*);—g = 0.

Pomocf kanonického formahsmu [1] Ize snadno odvodxt vyraz pro
HAMILTONIAN

H = H(?)—}- H(:,?;)-}— H,
kde H' = [s,¢* dV je poruchovy &len.
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2. Pro kvantovén volného fotonového pole uijeme pro kompo-
nenty &tyrpotencidlu ¢* = (¢, ¢) rozvoji

9= iz Vhi bi e** 4 konj.
(@)
@ = —tz Z ck,eke‘” -+ konj.-

Zde jsou by, ¢, anihiladni operstory vyhovujict obvyklym zamétiovacim
relacfm a pasobicim na stavovy funkclomil fotonového pole tak, Ze ope-
" rétory

N, = ckrckn : Nlu = bkbk

ma]i chara.ktenstlcké hodnoty pouze ¢&isla 0, 1, 2, ... Dosazenfm rozvoji
(2) do H” = H{hns + H{; obdriime- :

ke . : ’
é‘,’zm—Z(Nk,l+N“ + 15k f3;g~Z(N“—N“)—k 3)

: 3. eraz (3) nenf positivné definitivni. Aviak z vedlejifch podm{nek
kterym vyhovu]e ScHRODINGERUV stavovy funkciondl 3(® volného fotono-
vého-pole vyplyvd, Ze jsou pifpustné jen stavy s pos1t1vni energif. Tyto
podminky zni A

@) ¥ =0,  @F7pZ=0, 4
¢ili ‘ - R - 4)
@+ 0y ” =0, " @+ ¥ 0.

Z nich vyplyvé, Ze operdtory N 4 N +,4 Nemajf urdité hodnoty, ale Ze
platf (Nka—“Nn)'P( =0, tj-

- - ) . H]ong = 0.

Tyto rovnice lze vylosit tak, %e longitudindlni (r = 3) a skalarnf (r = 4)
fotony se vyskytujf ve vekuovém fotonovém poli ¥ pérech jejichZ podet
je neurdity.

Stavovy funkcloné,l w(o’ lze rozlohtx na souém gvmn, yqong Transver-
slnf 84st funkciondlu yifay, je moZno normalisovat obvyklym zpusobem
a z rovnic (4) pro ni nevyplyvajl 24dng omezeni ‘Stadf tedy zabyvat se
“pouze longitudinlni ddsti funkciondlu Viong » kterd zdvisi pouze na pro-.
ménnych, na néz plisobf operdtory Gk 3 a by

Pripustny stavovy funkcloné,ljplong miZe byt rozvinut podle simul-
A ténnfch charaktenstlckych funkef yat, ank,s (kde np,g; ni,g ]sou charakte-
- ristické Hodnoty operé,torﬁ Nis Nk 4) ve tvaru
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Jak ukézal BELINFANTE, plyne z podminek (4), Ze cnyy ny,, = 0 pron, . +
% My ® Ongg mpy = (— 1)* pro ngg = Ny = Ny

Aviak stavovy funkeionsl (5) nemiZe byt normalisovén, nebof,
,,normahsaéni mtegrél“ N = (p*Oyp®) diverguje. Kdybychom postupo-

vali nyni ddle, nemohli bychom exaktné definovat prumernou 'hodnotu
operé,toru Q vyrazem

_ QP (p*Op®) = (p*OQy®).
Stejné by nebylo mo#né formulovat sprévné poruchovou theorii.

4. Definujeme proto stavovy funkcionil w{f,’,’.g misto rovnicf (5) timto
zpisobem: Necht x je éislo z i"ady 0, 1,2,..., potom necht y),((?,{g mé tvar

@ N
=TT S - e, @
X "k .

¥—rc V k=0
" pFi tem ]e nyni
" ]/x n=0 _
Normalisa&ni mtegré,l tohoto stavového. funkclonélu dévé hodnotu 1.

Pti libovolném vypodtu s funkcxoné,lem (6) postupujeme tak, Ze.
vypotet provddime se simultdnnimi charakteristickymi funkcemi x,(&).

kde nz = 0, 1, ..., %, a teprve po provedeni vypodtu prechdzime k limitd
»x —>00. Definicf (6) pfedpisujeme na pf. zphsob séitdni nekoneénych Fad,
které se vyskytujf pfi poditdni maticovych elementd a odstraiiujeme ne-.
jednoznalnost, k ni%z dochézi BELINFANTE. -

5. Poruchovy podet provedeny na bezéasovou SCHRODINGEROVU rov-
nici R . S . o
: : Htp By S

dévé, rozvmeme-h H, 'E,y podle parametru_e, E= E(") + E® + .

+ B + »» kde

EM) = (p*OHMy®) = Hu) )
E® = FO) - (pHOHOpD). e

Rozvmme nyni funkciondl %M podle simulténnich - cha,mktenstmkych

funkcionsld 4{” viech operstort Ny, N, (index k vyneché,vé,me) Z poru:
chového poétu obdriime :
3 W) o,

(1) ME T
¥ EO—E® X _
Pro p© uh]eme rozvoje- (6) a oznaélme (Z§O)H(‘)x<°)) ]ako H{Y. Z (8) pak



. . -

vyplyvé, de . ' .

H, (I)H(l)
E® = H® 4 c 0
Z",Zn n n (0) E(O) )

' kde‘ ZZ ma]i vyznam (7).

_ 6 Nym miiZeme pouzlt takto formulovaného podtu poruchoveho
na vypodet vliastnf energie elektronu, t. j. vehémy E pro pnpad Ze médme
jediny elektron (v khdu) V nulté aprox1macl je E© = mc?. ProtoZe
EM = 0, zajimdme sé o E®. V nafem piipadé je H® = 0 a HY = H',
takie

IH i ’
(2) — ’ ﬂl m
Z;n: o o _ g
coZ je vyraz forméIng shodny s vyrazem, ktery pouZivd BELINFANTE.
Prejdéme k vypostu maticovych elementt. Viechny mo#né procesy
lze zndzorniti v tabulce, kde ny, ny, 15, ny udé,vajl podet vektorovych
longitudindlnich a skaldrnich fotonfi o energii k. -

Posatedni . Mezistav ’ Koncovy stav
stav

1 ny =1, ng=0, nyg=n4=n

2 Ny =0, ng=1, ng=ng=n - - :

3 Ny=ny=0, ng=n+1, ng=n o ny=ny,=0
4 ny=ny=0, ng=n—1, ny=n ng=ng=n

b ny=ny=0 | ny=ny=0, ng=n, ny=n+1

8[ng=n,=n| n,=ny=0, ng=n, n;=n—1 - :
7 . ny=ny=0, ng=n+1, ng=n | ny=ny=0, ng=n+1, ny=n+1
8 ny=ny=0, ng=n—1; ny=n | n;=ny,=0, nyg=n—1, ny=n—1
9| ny=ng=0, ng=n, nyg=n+1 | n,=n,=0, nyg=n+1, ny,=n+1
10 ny=ng=0, ng=n, n‘=n'—1 ‘nl——.n,=0, ng=n—1, ng=n—1

Koncové stavy 7—10 jsou fysxké,lne identické se stavy 1—6. Pro
impuls elektronu platf nésledujici rovnice: Necht p, je impuls elektronu
v potitetnim stavu (p, =0, H, = mc?), k je impuls fotonu, pak je
poé. stav mezistav konc. stav '

Pa—Pt+~k—Pa

Pfeskdky elektronu ze stavu o kladné energii do stavu o zéporné energii
nejsou podle. positronové, theorie pripustné. Pfichdzeji viak v dvahu
~ preskoky libovolného elektronu ve stavu negativni energie do mezistavu .
o kladné energn [2] Pfi téchto preskocich platf pro impulsy relace:

e*Pa‘f'_“k P,

kde p, je-impuls elektronu ve stavu s negatlvni energxi
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Rozvineme-li vinové funkce elektronu podobné jako ¢, a nahradi-

me-li -I—Z ——>—1—— f dk dostavéme pro vlastni energii elektronu vyraz
VT @2rpJ '

. dk ,
B — dk .
B = (2n) 3 lim [ f(k) — 9)

pii demz je:
| (ae”_y) A+ (ae_y) (aei)A~(ae2)}
fralk) = ;12{ rra—: + iterd n

fa(k) =»% i ‘51-'%(7‘l + 1) é(n, n’).{-—} =

n=1

_Is (@e*_p)A+(ae®_y) | (ae’) A—(ae%)

_;'.z::t(;!n(n_*—l){ H-—S—‘k ‘u+€+k }P

a podobné ‘ - ' o '

' (k) = — El c2, {(ae3k)/1 *(aed) (ae"-—k)'-/l“‘(aes_,,)} .
_”no —e+k pte—k )p

% ) ) A+ A——

» x—1 . _
fe(k)="'z czn n. {I" A+ + 4= } .

—e—k putetkjp

Diéle je A
frk) =— Z Cnta’(n + 1) 6(n’, m + 1) '{_‘}P:"’
1S At(ae’ ) | (ade¥)A— |
;Z n+1){ _£_k+y+€+k}P
a podobné . ) o
— ‘ A+(ced) | (aed—p) A—}
fS(k)_. —”Zlcz {.“‘—8-1-]0 ptetkje

| o et
”(",’.-:—,;Z ¢t (n + 1){:’:")’“ }+{A ae’) }P,

s+ k) |\pt+e—k
< (aed_y) A+ A—(aer?) }
fro(k) = —— Z= {Iu——s—k. sy
V téchto vyrazech je ’
2nE,

, e=+ ¥+ k¥, dla,) =0 pro a &b,

p=—0



' 6(“:b)¥1proa:b,Ai=%(1iM)_

. Symbol P u kroucené zdvorky znamené, e madme vzit primérnou hod-
notu z vyrazu v zdvorce. To provedeme tak, Ze

1

" A* nahradime vyrazem: 3 (l + %\’ ,
(xe") Ai(oce’) nahradime vyrazem, pror =1,2:} (1 F -—’l:—),
+ . + , ' u
A—(xe3) = — A~ (xe®_;)nahradime vyrazem: + %—E— ,

(e e (xe3_g) A% nahradime vyrazem: -+ %—’IZ—-

7. Pro integraci vyrazu (9).poloZime k =pu sinkz, & = Jcoshz a

In P ;: s oznatime M (P je maximilni hodnota impulsu a P maxi-
c . .

méini hodnota energie elektronu v intermedidrnfm stavu). Ve viech vyra-
zech f;(k) miizeme jesté za c,? poloZit 1. Tak dostdvdme pro transversdlni
&ast E® z vyrazh f,,,(k)
. o .
Eé%;m=—2ni(M—% + %e—w)
a pro longitudinlnf &4st E® z vyrazi fy(k) < f4(k)

Ejohg = lim {‘ée“f +det¥—1 4+ 4d)— 2 (1

x—g

x—1
+ (2™ 4 %e"”‘—l—-th)—’l;- > n—
- n=0

‘ g 12
— (}e2M 4 fe—2M 1)(-{—— Sn41)+—2 ”)}
. . ; ¥ n=1 _ % n=0
Provedeme-li naznadené soudty a limitni pfechod, obdrzime jednoznadné
i ;) v . 'ez .
.‘_ : i . : X Efg,),g———z—;i2M.
- Vlastnf energie elektronu tedy je ddna vyrazem
o8 _
-E® —,-‘;,—7;—(3M-——§» + }_e M),



ktery s P - divergﬁj e logaritmicky, tak jako Wmssxomnv.vyraz odvo-
zeny s pouzitim eliminace longitudindlnich a skaldrnich fotoni. [3]

[1] WENTZEL: Quantentheorie der Wellenfelder 1943.
[2] BELINFARTE- 1. c.

FEYNMAN: Phys. Rev 1949, sv. 76, str. 749, § 4.
[3] WEISSKOPF: Phys. Rev. 1939, sv. 72, str. 56:

A contribution to the theory of self enefgy of the electron.
(Summary of the preceding article)

In his paper in the Physical Review (1949, vol. 76, p. 226) F. J. BE-
LINFANTE used FErRMI quantum electrodynamics without the usual eli-
mination of longitudinal and scalar photons for his calculation of the
self energy of the electron. The result he obtained is not single-valued.
This non single-valuedness can be eliminated, by a suitable definition
of the state funkcional of the free photon f1eld (equatlon 6) The self
energy of the electron is then given by the last expression in the text,.
which diverges logarithmically similarly to that derjved by WEISSKOPF
using the elimination of longitudinal and scalar photons.

Contents of individual paragraphs. 1. The Lagrangian of the inter-
acting electron and photon fields. 2. Quantising of the free photon field.
3. State funkcional of the free photon field. 4. New definition of the state
funkecional 5. Calculus of perturbation. 6. and 7. Calculation of self energy
of the electron.
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