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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

Piispévky ke geometrii kuZelosecek.
Dr. Jan Schuster, Praha.

(Pokradovéni.)

12. Dény-li dvé teény a normala, ma se uréit vztah mezi
smérem a Gseky osy na teéné. Stopy M, N normal na teéné méjte
vzadjemnou vzdalenost 2m, prisek osy s te¢nou od stiedu Gsecky M N
vzdalen o u.

Podle diivéjsich avah plati:

KS =L [sec® (x + ) + cosec ] = (u + m) sn?ff—iqp,
Cp — —m)y—DP
L8 = 5 [sec? (B + ) + cosec 9] = (u—m) ot —,

Vyloudenim parametru obdrzime
u +m __ sec® (x + @) + cosec® ¢ sin (x + ¢)sin
u—m sec? (f + @) 4 cosec? ¢ sin (B 4 ¢@)sin &
Je-li = 90°, t. j. je-li N dotykovy bod, plati:
w4+ m _ sec? (x + @) + coseczqo.sin (¢ + @)
uU—m 2 cosec? ¢ cos @ sin «
2 N2
= 2(0:30_:2 (Z)o)c i (s;)n L4 [1 + cotg ¢ tg «].
13. Jest urditi parabolu ze &tyf normal:
y=Aw+a; (k=1,2,3,4).

Reseni provedeme podle odstavce 9, ale trinom 7', nechiame roz-
vinuty. Tim vzniknou rovnice:

u (Ai— B) (1 + 43?) — (1 + BA? (yo— 2oz — @) = 0
(k=1,23,4).
Z téchto &tyt rovnic vylouéime u, 2y, 9o, coZ da pro smérnici B osy
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kiivky determinantni rovnici:
(Ar— B) (1 + Ag?)
(1 4+ B4y)? .
Kdyz oznaéime A; (k = 1, 2, 3, 4) minory prvkia prvniho sloupce,
bude rovnice znit:
t (A4z— B) (1 + Ay
= (1 + BA4y)?
Tato rovnice je podle B stupné sedmého. Ostatni prvky u, z,, ¥,
plynou potom linedrné.
Kdyby #lo o teény, méme Fefiti podle odst. 10 soustavu rovnic:
w1+ Bi?) — (yo— xeBy—by) (B—Bi) =0 (k= 1,2, 3, 4),
takZe pro smér B osy obdrZime rovnici:
|1+ By®, B— By, (B— By) By, (B— By) bi | = 0.
Piiéteme-li prvni sloupec a B-nisobny druhy ke tietimu, &imZ
vznikne
1 + Bi* + B(B— By) + (B— Bi) By = 1 + B?,
muZeme rovnici ve tietim sloupei &islem 1 - B2 zkritit, takze
|14 B>, B— By, 1, (B— By) by | = 0.
Kdyz pak odedteme od prvniho sloupce tieti, a od druhého B n4-
sobny tfeti, bude jednoduse
I -Bkz, Bk} 13 (B —.Bk’) bk [ == 0:
takZe je rovnice podle B stupné prvniho, jak to odpovida jedno-
znaénému urdeni paraboly ze 4 teden poutkou o Simsonové piimece.
Ale tato vyjimedéna jednoduchost okamzité zmizi, jde-li
o uréeni paraboly z prvka smiSenych, na pi. tii teden a jedné
normaly: ‘

(4, — B) (1 + 4,

) 1’ Alc; ag| = 0.

2
)Akzo.

—?/o‘ffon1+a1=0’

(1 4+ B4,)?
u%;—yo—i—xoBzﬁ—bz: 0,'
u%}g—%—i—xﬂﬂ%-{— b, = 0,
ulB—_I__l%;—‘yo—l— %o By + by = 0.

Vyloudeni u, z,, 9, z té&chto rovnic d4 pro. B rovnici stupné étvx:tého.
Kdyby &lo o dvé normaly a dvé teény, bude tkol stupné patého.
Pro t¥i normély a jednu teénu vznikne rovnice stupné Sestého.
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14. Jistou zajimavost muze mit pfipad, kdy jsou dény teény
a normaly patiici ke dvéma bodém paraboly. Potom je tkol
vystiZen rovnicemi:

u(AI_B)(l +A12)—?/0+ %4, +a, =0,

(1 4 BA4,)?
U @26?2[13;4“2)—% + 24y +a, =0,
gAl_:—II Ay yo— 29+ 6,4, =0,
u%—flz Yo — %o + by 4, = 0.

Vylu‘éme u, %y, Yo & polozme osu y do spojnice dotykovych bodi,
jimiZz jdou teény i normaly, takze a, = by, ay = b,. Tim obdrzime

(4, —B) (1 + 4%

TrBay 0 b Ao
(4. — B) (1 + 4,

(1 + BA2)2 > 19 . Az; az
42 +1 =0
m » 4,, —1, a4,
A2 1
BzA—z_:——f ’ 4, —1, a4,

Znésobme prvni Fadek &islem A4, a odedtéme jej od tietiho, podobng
druhy &islem A4, zndsobeny od &tvrtého. Tim vznikne

(4, —B)(1 + 4,%)

1+ B4): " oo
(Az(—li) gA}AJ), 1, Ao ) .
(14 4, 2)(1( ++B‘:f;4 —40 o0 S 4, 0

Zkratme rovnici &isly 1 + 4,2, 1 + 4,2 a odeétéme prvni Fadek
od druhého. Tim obdrzime determinant stupné tietiho, ktery ma
v poslednim sloupci prvky a, —a,, 0, 0. D4 se tedy hned sniZit
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na druhy stupeii, ktery pfedstavuje pro uréeni B rovnici:

14+ 2BA,—A? 14 2BA,— A2

(14 B4,)2 (14 B4,?
nebo
14+2BA,—A2 1+ 2BA,— A4,?
AxB:+1) A2+ BY)
Odtud
1 1 1 1 1/1 1
Z?—Z?= 23(272—21) nebo B =——7(1T1+Zz)

Ostatné je tento kol obsaZen v dkolu urditi osu paraboly z danych
dvou teden a jejich bodi dotykovych nebo dvou part soumeznych
tecen.

15. Pro srovnani metody metrické se zndmymi polohovymi
uréeme kuZelosetku z péti teden
y=B;ﬂ:+bk (k= 1,2,3,4,5),

Pata kolmice z ohniska F(z,, y,) na teénu je podle odst. 10 déna
soufadnicemi

_YoBit @ —bBr  yoBi* 4 Brw, + bs

- 1+Br Y 1+ B¢

4

Bod soumérny s ohniskem podle teény mé pak soufadnice:
_ %(l — By’) + 2¢o Br— 2b; By,
- 1 4 By?
2Bk Xy + %(Bk2 —_ 1) + 2bk

1 4 By?

Tento bod mé od druhého ohniska F'(x,, 4,) vzdalenost rovnou
velké ose 2R. Proto

4R2 (1 + Bk2)2 = [.’170(1 —_ BkZ) —|— 2?/0Bk_ 2kaIc —_ 2}'1(1 + .B]‘;z)]2 —|—
+ [%2Br + yo(Bi2 — 1) 4 2bp — yy(1 4 Bi?)]*.

Takovychto pét rovnic slouzi k urdeni neznamych x,, y,, 2;, ¥,, B.
Pii rozvinuti rovnice odpadne &initel 1 4 B;? a zbude

4R* (1 + Bi?) = (% + % + %2 + #%) .(1 + By?) + 4bs® +
+ 4by (Br — Yo + :Br — y1) + 2 (%%, — Yoyu) (Bs® — 1) —
— 4B]c (2190 + ZoY)-

Zavedeme-li zkratky: xg— 2, = u, Yo — ¥y =0, Xy + 2, = 8, Yo +
+ %, =t, obdrZzime

.X=2x_x0

Y=2y—y,=
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1+ By?

4R (1 + B) = (u® + % + 0% + 1) 1 4by? + 4by(sBr—1) +

2
2 __
+ (2 — 2 —u? Uz)Bk 5 1—2Bk(st— w),
nebo
(82 + 1)2—4R2) Bk2 + (uz + 12 —Rz) + S 4Bkbk—t 4bk—-
— 2By, (st — uv) = — 4b%,.

Takovych pé&t rovnic pro indexy k = 1,2, 3, 4,5 dovoluje uréit
nezndmé jako poméry determinantd, a to nejprve s, ¢, potom
st — uv, z éeho% se uréi uv. Po té z velidin s2 + v2 —4R? a u? +
+ 2 — R? se uréi u? — 2, takZe lze uréit jednotlivé u, v, a koneéné
se stanovi R.

16. Dano pét normal y = Az 4+ ax (K =1, 2, 3, 4, 5).

Pata kolmice spuiténé s ohniska F(x,, %) na normalu ma
soufadnice

_ %o+ Yo A — ar A _ Agxy + yo A+ ax
o 1+Ak2 ’ y= 1+Ak2

Bod soumérny s ohniskem podle normaly mé polohu

_ %l — Aw?) + 2y, Ax — 2az Ak,

x

X =2y—ux, 1T 4,
24y x A2 —1 2a
Y = 2y — yp = I3 o“‘?{o(_‘_kAk2 ) + 2ap

Piimka FM je spojnice bodu K(XY) s F,, tedy

o — 2437 + Yo(Ar* — 1) + 2ax — (1 + 44#?) (x — ;)
y % xo(l—Akz) + 2:1/0 Ak—QQkAk—wl(l + AkZ) 1
Vedme ohniskem F rovnobézku k nor- <
male: _ M

Y — Yo = Ar(x — x,).
Refenim obou poslednich rovnic uréime K Xﬁ
nyni soufadnice bodu M. Abychom pak !
snadno piisli na vzdalenost boda F,M, n
zavedeme pokud moZnd tvar obsahujici F
Z; & Y- /';'E :
Predev§im je '

Obr. 6.
Ax(x — %) + (Yo — 1) =
_ Y42 —1) + 24,2 + 205 — yy(1 4+ Ar?)
= 21— 42) T Syod; — Bapd; — (1 T Ag@) &
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Levou stranu prepi¥me na

An(x — 21) + Ar(®y— %) + Yo— W1
a pfevedme élen x — z, na jmenovatele spoleéného s pravou stra-
nou. Tim vznikne (v nasledujicim zlomku je &itatel prili§ dlouhy
a proto je vypsan na dvou radcich)

[wo(Ar— Ar®) + 240 As> — 203432 — 2, (A + A3®) —
— Yo(A® — 1) — 243y — 203 + y1(1 4 Az?)]
Zo(1 — A3?) + 2yodr— 2034 — 2,(1 4 43?)
= — (Yo — 1) + Ar(xo — 7y).

(x — =)

Odtud
x— 2 =
[Ax(xo — 1) — (Yo— y1)] [%o(1 — Ax?)+2yp A r— 203 A — 2, (1 + 4;2)]
' (1 + 4#?) [— #dr + Yo — 2ar — 2, 4% + ¥1]
a dosazenim do horniho vyrazu pro y — y;:
Yy—h =
[Ax(y — 1) — (Yo—¥1)] [242%0 + yo(As? — 1) + 2a;— y,(1 4 A?)]
(14 4 [— oAy + Yo — 201 — 2 Ax + 1]
Je tedy velkd osa 2R = F,M dana souStem &tverci obou téchto
poslednich vyrazi:

4R? = [Ax(to— 21) — (yo— Y)I* [(%6® + #0® + 2:* + 91®) (1+4s?) +
+ dap® — dag (Yo — Arxo + Y1 — Ar1) — 2(Zey — Yoth1) (1 — A*)—
1
—4 Al
(ot 90) 4] T Tyo — oy — 2ax & 4 — B Al
Zavedme sem zase zkratky z predchoziho odstavce. Tim obdrzime:

4R2 (1 -+ Akz) [t _— «S‘Ak — 2(lk]2 =
= (Azu — v)2[u? + 12 + (s2 + v2) A2 + 4da® — dag (¢ — sdy) —
— 24} (st — uv)],

kteraZ rovnice ukazuje jistou podobnost s rovnici v ikolu te¢novém
potud, Ze druhy ¢&initel vpravo ma stejnou stavbu jako celd prava.
strana vyrazu pro 4R? (1 4 B?).

OvSem dalif YeSeni, jez vyzaduje vySetfeni péti takovych
rovnic, zde pomineme. Jen upozoriiujeme zase na sniZeni stupné
fefeni, jde-li o smifené urdeni kuZelosetky z teden a normal, kdy se
vysledné rovnice z odstavce tohoto a predchoziho piimérené
kombinuji.

17. Znidmo, %e k parabole mo¥n4 vést t¥i normély z daného
bodu, nebot’ teoreticky pozadovans &tvrtd normala je rovnobézka
k hlavni ose, a protne parabolu v jejim bod& abézném.
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Obratme tedy tkol. Budte dény ti¥i normily vychazejici
z jednoho bodu a hledejme smér hlavni osy paraboly, ktery je jimi
zcela uréen, nebot vSecky paraboly patiici ke tfem normélam
z téhoz bodu vychazejicim, jsou homotetické.

Zvolme priasek normal za potitek, takze ar = 0 v rovnicich
v odstavci 13 a jde o t¥i rovnice tvaru
u(4r— B) (1 + 447)
— = 0.
(1 + BAk)g Yo + onk
Z téchto rovnic vyloudime u, x,, ¥, coz dd determinantni rovnici
po rozvinuti tvaru
(Ax — B) (1 + A3?) (Ar+1— Ag+2) _
=1,2,3 (1 + Bd,)?

kde se indexy rozumi modulo 3.
Rovnici mozZno tedy psit ve tvaru

2 (A= B) (1 + BAY (1 + BAY (1 + Ay%) (4y— Ag) = 0,
kde indexy se dale méni cyklicky, nebo

2AXA,— Ag) + BX[24, (42— A?) + 24,3(A.2 — A2) —
— A;%(A; — Ay)] + B X[A4y(4; — 4,) (4; + 45)2 +
+ A} (Ay+Ay)* (Ay — A5)]+B° X [— 24,4, (1 + A4,2) (A; — 4g) —
— (1 + 4% (4; + A3)*(A4s — 4,)] + B* 2[4, 4:245% (4, + A5) —
- 2A2A3(A22 - Aaz) - 2A12A2A3 (Azz - Asz)] -
— B® Z‘14224432 (Az - As) =0,

0,

z ¢ehoz

Z A NAy— Ag) + B X Ay(4* — 4,?) (3 + 24,2 +

+ B2 LA (A, — Ap) (Ae + 4P (1 + 4,2 + BB X (1 + 4, .
. (AZ - AS) (A22 + A32) + B4 2 [A1A22A32 (3A2 - A3) -

— 24,45(4,* — A%)] — B5 2 4,24, (4, — 45) = 0.
Jednodus$i piipad by oviem byl, kdyby z bodu vychézely dvg
te¢ny a jedna normala. Kdy% v prvnich t¥ech rovnicich z konce
odstavce 13 udinime @, = 0, b, = 0, b; = 0, miZeme vyloudit
U, Yo, Xy & obdrZime rovnici:

(4, — B) (1 + 4% 14 B
(l +BA1)2 (B3—B2) + H(AI_B3) +
1+ By
T B—8,

(B 27 Al) = O:
kterd je stupné tfetiho podle B.
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Kdyby z bodu vychézely dvé normaly a jedna teéna, presla
by rovnice ve tvar
(4, — B) (1 1 4,% (4, — B) (1 + 45%)

(1 + BAl)g (B3_A2) + (1 + BA2)2 (Al - B3) +
14 B2
B — B,
Tato rovnice by byla stupné &tvrtého.

Pro centrickou kuzelosetku by obdobny tkol zilezel v uréeni
kuZelosedek patiicich ke &tyfem normdldm, vychazejicim z jednoho
bodu. Zvolime jej zase za potatek soustavy, takZe a; = 0, a po-
sledni rovnice z odstavce 16 prejde ve '

4R? (1 + Ap?) (¢ — sdp)? = (Awe —0)? [(u + Aw)? + (sdr —1)?]
k=123, 4).

+ (4, — 4,) = 0.

VI . v v
Zde smérnice osy ddna pomérem — = B,
U

Zase bychom mohli tuto Glohu obmétiovat tim zpisobem, Ze
bychom dvé z normal nahradili dvéma teénami. Uloha by ovsem,
hledic k vysokému stupni vysledku eliminace, vyzadovala obtiZnou
diskusi realnosti a imaginarnosti ¥eSeni.

18. Nyni se vénujme nékterym aloham o uréeni elipsy.

Piedevsim budte dany polohy os a dvé normaly.

Oznadime-li @, b vzdalenosti stop normal na hlavni ose od
stiedu, &, 9 subnormily obou normél, ¢ pomér poloos, « a f od-
chylky normal od hlavni osy, bude pofradnice priseku normaly
s elipsou &tg « a piislusnd subtangenta & tg?x. Kdyz sestrojime
te¢nu, protne osu tselek v témz bodé jako te¢na afinni kruzZnice,
v niz je pridruZeni tetna kolméa ke spojnici dotykového bodu se
stfedem elipsy. Plati pro subtangentu dvoji vyraz plynouci ze

stfedni geometrické Gmérné:

§2tg20‘ _ q2tg2tx§2
E 0 a+ &

~_L~T  Provedeme-li touz Gvahu pro druhou norma-

{l i : i~ lu, obdrzime dvé rovnice
] b___*_: r’_)a' q2:a+§=b+77
n

3 a také %z—z—.

Obr. 7. - Déle plati pro ¢tverec poloméru afinni kruz-
nice:

(@ 4 £)2 + 282 tg2 o = (b + 0)* + ¢’ tg? B.
%92 (g% + tg2 o) = 7% (¢* + tg* ).

Odtud
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Kdyz zkratime a zavedeme

qzzdjla%—z%_——%, t.j. &= ao, n = bo,
bude
o ) )
nebo
odtud a?(osec2f + 1) =0b%(osec2f + 1

b2 —a? bZ _ a2
== fm—— )
a?sec?x — b%sec?f m?— n?

jsou-li m a » Gsetky na norméldch, které se promitaji do délek a, b.
Potom je
b2 J— a2 bZ —_ a2
s g S A gy §
19. Dana poloha os elipsy a jedna tedna a normaéla.
Je-li ¢ pomér afinity kruznice a elipsy, plati podle predeslého
odstavce
£tg’y _ £2tg’yg?
£ c+ &7
kdeZto pro elipsu, kdyz teénu preloZime do polohy odpovidajici
kruznici, jest obsah trojthelnika z os vyjadfitelny polomérem
kruznice. Kdyz jej vyjadiime jesté z prvkd normdly, bude

T\
/

b /"' e
J/ a8 B 0/3’0‘/

Obr. 8. Obr. 9.

a2b2 2
(c+ &)+ &g tg?y = mq—p'
Mame tedy dvé rovnice:
2b2 2
¢ ="° 4; L oeg g egregry = 000

b2g® + az
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Kdyz ¢? zkratime a ¢ vyloudime, bude
2p2
= [1 e tgzy] -
a? + b + ?
nebo
[£2sec? y + c&] [(a® + b2) & + b2c] = a2b2E
a po upravé
&% (a® 4 b%) sec?y + &c [a® 4 b% + b%sec?y] + b2 (c2—a?) = 0.

Zavedeme-li je§t& vzdalenost v tedny elipsy od st¥edu a tisek mezi
osami %, bude - :

a? -+ b2=u2 a=wucoso, b=wusino, v = usin o cos g,
obdrzime _

&2 + £c [cos? y 4 sin? ¢] + sin? ¢ cos? y [62 —u?cos? o] =0,
a tedy
&= —% (cos? y + sin? ¢) 4-

c? . .
+ VZ (cos? y — sin? ¢)? 4 u2 sin? o cos? o cos? y
nebo

&= ——-(2:— (cos? y + sin? o) 4=

+ ]/%2 cos? (¢ + y) cos? (6 — ) + u?cos® y.

20. Budte dany tii normaly elipsy a pifimka obsahujici hlavni
osu. Normaly dany stopami, jichZz tsetky jsou a, b, ¢ a sklony
o, B, y. Necht m4 st¥ed elipsy od bodu 4 vzdalenost 4. Subnormaly
budte &, 7, { resp. Potom podle odstavece 19 plati pro pomér afinity

¢=a+u+£:b+u+n_c+u+§

& n ¢

Oznadme tedy
at+w_btu_ct+uw 1
E  n  C e
Vyrazy pro polomér opsané afinni kruznice dajf nynf
@+ u+ 8+ ¢8tgfa = b+ u+ )7+ ¢*nPtg? f =
= (c +u + {)® + ¢?C2 tg? .
Odtud

£2(¢® + tg? o) = m? (¢* + tg? p) = (* (¢* + tgPy) = 4%,
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Muzeme tedy psat
(@ 4 u)? o? (0—1_—1 + tg? oc) = A?

nebo X A
a+u—m+l] dale b+ u= Vooseop 1] atd.
Tim plyne
b—a= A —— A ,
=+ Jo[osec? o« + 1] + Voo sec: B + 1]
b A A

+ Volosecry + 11+ Volosec?p + 1]
Odtud vylou¢enim A koneéné:

b—ay! —bltl—at, —bht
Volosee?a +1)  +)o(osecf+1)  Llo(osecty +1)

Znéasobice Sinitelem (b — a) (c — b), obdrzime

¢c—b i a—c¢ n b—a _
+ Josecta+1 +)osec2f+1  L]csecty+1

Umocnénim obdrzime

(c —b)* (@ —c)? (b—a)3p
o sec® x 4 1+aseczﬂ+l+aseczy—|— 1
(@a—c)(b—a)

Vo sec2 B + IVasecz'y + 1

KdyZ znovu umocnime, odpadne vpravo soudet dvojnisobnych
soudint nasledkem piedeslé rovnice, a bude

(c —0b)? (@ —c)? (b'—— a)? P
[asec%c—{- 1+aseczﬂ+ 1‘+aseczy+ 1] B

i (@ —c)? (b—a)?
=42 (o seczf + 1) (aseczy +1)

nebo
(c—b)* (@ —c)* b—a)}
(osec2o+1)2 ' (osec? B+ 1)2 ' (osec?y 4 1)z
e (@—c)* (b—a)
- 22(aseczﬂ + 1) (o sec?y + 1)

+
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K uréeni o pfevedeme rovnici na celistvy tvar, coz dé
2 (¢ —b)*[o%sec? Bsec?y + o (sec? f + sec?y) + 12 =
=2 (osec?x 4+ 1) (osec2f + 1) (o sec2y + 1).
2(@—c)2(b—a)2(oseca + 1).
Tato rovnice je formalné stupné &tvrtého. Ale absolutni élen je

nulou, totiz
Ze—bt—2Y(a—c)2(b—a)2=0,

a proto se snizi stupeil na t¥eti.

Postup dal&i vede zpét na 4, odtud na u, ¢, a hned na &, 7, ¢.
Ostatnd bylo by lze vyjit z rovnice v odstavei 16, kdyz poloZime
v = 0, t = 0. Pak jde o FeSeni t¥i rovnic tvaru:

4 R? (1 + AkZ) [SAk + Zak]z =
= Az?u? [u? 4 s24;2 + daz® + dapsAdy)
nebo
4R (1 + A32) [sAr + 2az]? =

= A2u? [u? + (s4r + 2a2)?] (k= 1,2,3).

Tato rovnice dovoluje Gpravu na vyloufeni dvou neznamych.
2
Kdyz totiz délime rovnici &islem w2, a oznadime-li élu—}: = R,2, je
rovnice podle R,2 a u? linedrni a eliminace obou vede na determi-
nant tietiho Fadu:
[ (1 + A?) (sdr + 2ax)? Ai?, Ax® (84 + 202)* | =0, (k= 1,2,3.)
Odedtéme tieti sloupec od prvniho:
| (sAx + 2az)?, Az Az® (sAx + 2a:) | = 0.

Pak odedtéme &islem s znisobeny druhy sloupec od prvniko
a zkratme &islem 4. To d4

| ax® + s Azay, As?, AiP(sAr + 2az)* | = 0.
Rovnici mozno pak vypsat timto zptsobem:
8§34, 4,4, X A3 (A30,— Aty) + s*{ Z(apds — a3ds)[A14(a2d;s + a5d5) +
+ 4a,4,°4,4,]} + 4sZ(ayd; — asd,) [a24,°4,4; + ay4,3(axA4; +

- azA,)] + 42a24.2(a,24,% — ay24,%) = 0.
Zde vidime, 7e stupeni tikolu potvrzen. ReSeni podle 42 a R,? je pak
uz stupné prvniho.

21. Jiny tkol by byl stanovit elipsu z dané normaly a dvou
teéen, lezi-li hlavni osa v dané p¥imce.

Je-li u Gsetka stfedu, plati pro normélu a obé teény

£tg?y _ Etg’yg?
& c—u—¢§
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(@, — u)* tg? 0,¢° _
(@, — u)? tg? 19* + (@, — u)?

(c—u+ &)?2 4 E¢2tg2y =

_ (a3 —u)® tg® ay9>.
tg? 0y9® + 1 :
Odtud plati |~ !
b,
'k =9—_1;—+§-, £+ tgty= A
[N —
e e 1€
T tgag + 1 tge +1 S e J
Vylouéenim ¢ obdrzime Obr. 10.

(@, —u)*tg® gy _
(c—u)tg?o, + Esecta;

Esecly +c—u=

(@ — u)* tg® 0,
(c —u) tg? o, + &sec? x,

nebo

(@ —u)sin?o;  (a,—u)?sin? g,
5sec27+c—~u—(c_u)sinzcl+5—(c—u)sin262+§

Odtud obdrzime dvé linearni rovnice pro u tvaru

_ c&sec?ysin® oy + £2sec?y + ¢ + (2 —a,®)sin®g;
“= sin? oy [£sec?y + 2¢c — 2a,] + & -

__c&sec® ysin® o, + E2sec?y -+ ¢& + (c2 — a,?) sin? g,

- sin? g, [£sec? y + 2¢ — 2a,] + &

Tim ziskana pro £ rovnice stupné tietiho. Kdyz na obou stranich
odedteme veli¢inu ¢, zruii se v &itatelich ¢len prvni a tieti a zbude

&2sec’y —(c—ay)’sin’o; E2sec?y — (c —a,)?sin? o, X
sin® o, [ sec?y 4 2¢ — 2a,] + £ sin® o, [£sec?y - 2¢c — 2a,] + £

Odtud vznikne predev&im

&3 sect y (sin? 0, — sin? ;) + 2¢&2 sec? y (sin? g, — sin? g,) —
— 2£2% sec? y (a, sin? ¢, — a, sin? ¢,) — sin? g, sin? g, {[a,2 — a,> —
— 20(a; —ap)] Esec?y + 2 (c—ay) (c —ay) (@, —ay)} —
— & {c*(sin*® o; — sin? 0y) — 2¢(a, sin? 0; — @, sin? 0,) + (@, sin o; —
—ay?sin?0,)} = 0
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nebo

& sect y (sin? g, — sin? g;) - 22 sec? y [c(sip2 gy — sin® o)) —
— @y 8IN? g5 + 4% 5in? oy] — & [sec? ¥ sin? g, sin? g, (0, — @) (@, |
+ a, c¥(sin? oy — sin? 6,) — 2¢(ey sin? 6, — a, 8in® a,)
+ ay? sin? ¢; — % sin? g,] — 2 (¢ — @) (¢ — a,) (@y — a;) 8in® g, .
. 8in? g, = 0.

Po roziefeni této rovnice se uréf u. Pak obdrzime hned ¢, ¢imz se
z te¢en hned odvodi velkd poloosa a fikol je zcela hotov.

Ukol se da také Fesit z rovnic z odstavee 15 a 16, nehot pro
v = { = 0 plati rovnice:

4R (1 + By?) = u? + (sB, + 2b,)2,

4R? (1 + B2) = u? + (sB, + 2by)?,

4R? (1 + Ay (4 + 2a5)* — A2u? [u® + (sd, + 2a5)?].
Z prvnich dvou rovnie urdime R? a #2 a dosadime do tieti, cor da:
(8By + 2b,)* — (sB, + 2b,)*

. — -
L= By — B,?
AR = (sBy — 2b))* (1 + B,%) — (8B, + 26,)* (1 + B?)
B — B;?

Rovnice se ukazuje po dosazeni stupné ¢tvrtého. Ale uvazime-li,
ze nejvyssi ¢len ve 4.R? je 52, v u? pak také s2, vidime, Ze élen stupné
¢tvrtého vlevo jest %1 + A 5*) Ags?, vpravo Agtsi(s* + s7A457).
Tedy se ¢len stupné étvrtého zrusi a rovnice je zase stupné ‘tretlho
ve shod¢ s predchozi metodou.

22. Podobné bychom postupovali pii danyeh dvou normdlach
a jedné te¢né, lezi-li hlavni osa v dané piimee.

Nyni jsou zakladni rovnice:
(0, —u + &2 + £ tg? s —

P (2 —w + m)* + uPg* tg* p =
EE" 5 3 . . _la—wrtgtog
! i T r == qztgzﬂ'-i-l
s e . G—u+E c—uty
Obr. 11. LA £ - Y

Dosazenim téchto hodnot do p¥ededlych rovnic dospéjeme k rov-
nicim

B ) = P gty = B W e

*tge + 1
Polozme
G—u c—u 1 l1+¢
=" =" tedy ¢*= —"
E . 7 Yy aq @
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Tim vznikne:

(c;—u)2@[1 + @secta] = (c; — u)? g[1 + ¢ sec? ] = (@—u)gsin*c

sin?o + @
Zde se ¢ jednou zkrati a rovnice se zavedenim spole¢ného para-
metru A pievede na

A 2
_—, G — U = =
:}:Vl + @psecta : ;{:Vl + @sec?f
a—u= -4 AVI -+ @ cosec? a.

Déme-li do poméru rozdil téchto rovnic, vypadne parametr A
a rovnice bude mit tvar:

g — U =

i P 1 L 1 ) .
a—a (j:V(p sec? o + 1 iV(p sec2 f 41 '

- 1
. 2 1— .
(:{;V(p cosec? o + :i:V(P —— T 1)

Odtud
(€ — ¢y) V(p cosec? ¢ + 1 -+

jako v odstavei 20.
Tato rovnice se zase rationalisuje, pfi emZ se ukiZe rovnici
stupné 6, kde absolutni &len je nulovy, ¢imZ klesne stupeii na paty.
Kdybychom vysli od obecnych rovnic, jak naznadeno v pied-
chozim odstavci, bylo by feSit rovnice:

4R? (1 4+ B?) = u? + (sB; + 2b,)?,
4R* (1 + Ay?) (sd, + 2a5)* = A% [u? + (sds + 2a5)%),
4R? (1 + A3?) (sd3 + 2a3)* = Ag*u? [w? + (sd3 + 2a5)%].

Zde by byl postup nésledujici: Z prvni rovnice se dosadi R? do
druhé a tieti. Z obou téchto se vyloudi 4% a vznikne rovnice obsa-
hujici jen u2, jez se vyloudi, 6imz vznikne pro u? vyraz ve tvaru
zlomku, ktery méa v &itateli stupeii &tvrty, ve jmenovateli druby
podle neznamé s. Dal&i postup je pak uz prihledny.

23. Déno-li ohnisko a t¥i normaly elipsy, zvolme ohnisko za
podatek xy = y, = 0, a podle predposledni rovnice z odstavce 16
jde o TeSeni rovnic:

= A — i (@2 + 907 (L 422) + g2 — day (g, — Auy)]

(I + 4#) [y — 2, A — 2ax]
(k=1,23)

podle nezndmych R, z,, y,.

Co— @ a—c¢,

=0
+Vgsecta 41 + +|/pseczp -1
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Ukol je, jak patrno, znadné slozity.
.Kdyby né&kterd normala nebo dvé byly nahrazeny teénami,
8lo by o kombinaci s rovnicemi tvaru

4R? (1 + Bi®) = (2,® + 9,°) (1 + By®) + 4b* + 4b (2,8 — y,).
Uloha sama se tim fesitelnosti mnoho nepi¥ibliZi.

Stejné bychom mohli hledati centrickou kuZeloseéku ze sméru
hlavni osy a &tyF normdl. Zvolime-li osu tsebek rovnobéZnou
k hlavni ose, je y, = ¥, t. j. v rovnicich odstavce 16 se polozi
v = 0, takzZe je

4R? (l + Ak2) (t —_ SAk —_ 2ak)2 =

= AzPu? [u? 4 12 + s24A? + 4a;® — day, (I — sAyp) — 24;st)

pro k = 1, 2, 3, 4. Stupeti rovnice se zde ponékud sniZi, zavedeme-li

. 4R? v oy A
NOVOU neznimou —.- = 4R2, pii éemz 2R, znamena prevratnou
hodnotu &iselné vystiednosti.

Rovnici lze pfepsat na
4R12 (1 + Ak2) (t —_— cS‘Ak-— 2ak)2 = Akz [u2 + (t —_ SAk —_ 2ak)2]
nebo
(t — sAr— 2ax)® [4R,2 (1 + A)?) — Ap?] = w242
Rovnice se jevi linedrni podle R,? a w2, jez lze uzitim dvou vypoéist
a dosadit do ostatnich.
Zase kdyby pii daném sméru os byly dany smiSené teény
a normdly, kombinovaly by se s piedchozimi rovnicemi rovnice
tvaru:
4R (1 + Bj2) = u? + (sBp— 1t + 2b3)2.
(Dokonceni.)

D 136



		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T13:08:07+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




