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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

Piispévky ke geometrii kuZelosecek.

Dr. Jan Schuster, Praha.

Obycejné se uréuji kuzelosetky body a teénami. Toto uréeni
pro svoji pfirozenost a fadu obdob zaloZenych na dudlnosti se
ukazalo velmi GspéSnou cestou k poznidni vlastnosti kuZeloseéek.
Ale prirozend neni samojediné.

Zde se chceme zabyvat nékolika pifpady, kde dany svoji
polohou normaly nebo normaly a teény, prlpadne jiné prvky Tim
se oviem hned s pfedu vzdivame vyhod, jez v sob& utajuje metoda
homogennich funkei a musime omezit svoje vySetieni pouze na
oblast metrickou a na rovinu Cartesiovu.

Obr. 1. Obr. 2.

1. Déana poloha osy, vrchol paraboly a jedna normadla.

Ukol je homoteticky. UZijeme poznatku, %e teéna mezi bodem
dotykovym a hlavni osou ptilena vrcholovou te¢nou. Tedy spustime
s vrcholu ¥V kolmici na normélu n, rozptlime ji v S a ze stopy K
normély na hlavni ose promitneme na vrcholovou teénu do bodu H,
jim% vedend kolmice k » je teénou, nebo HF, rovnobézna k norméle,
urduje na hlavni ose ohnisko F.

2. Dény dvé normély n;, n, se sklony «, k ose paraboly
a vzdjemnou vzdéalenosti £ = K, K, stop na ose.

Parametr p uréime z okolnosti, Ze subtangenty p¥isluiné
k obéma normilam maji rozdil k. Plati totiz:
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—.St_k
-

ps+p+h="F+p tedy >

kde s'; je subtangenta pro normalu =, Ale s;=ptg?«, s ="
= ptg?f dé p(tg® f — tg® «) = 2k.

Konstrukce se zase provede homoteticky. Zvolme kolmici
k piimce obsahujici hlavni osu a z jeji paty spustme kolmice na
normaly #, a n,. Tyto rozpolme v bodech §; a S, a sestrojme piimky
K8, a K,S,, jez protnou zvolenou kolmici v H, a H,. Vedme pak
v H, rovnobézku k n,, v H, rovnobéiku k n,, jez se protnou v M.
Kdyby se zvolend kolmice posouvala, opisuje M piimku. Kdyz
tedy tkon opakujeme pro novou kolmici, vznikne novy vysledny
bod M’. Spojnice MM’ protne pfimku nesouci hlavni osu v oh-
nisku F. Vrcholové teéna lezi pak na priseku rovnobézky vedené
z F k normale n, a spojnice bodu K, se stredem S, asecky spusténé
z F kolmo na n,.

3. Kdyby byly dany tii normély =, n,, n; a smér hlavni osy,
provedeme konstrukei pro zvolenou rovnobézku k danému sméru
jako hlavni osu a normaly %, a n,, a opakujeme ji pro jinou zvolenou
hlavni osu. Tim obdrzime dva body p¥imky p;, na niz lezi ohnisko.
Opakujeme-li potom konstrukei pro tytéz dvé rovnobézky k hlavni
ose a pro normaly n,, ns, obdrzime pro polohy ohnisek pfimku p,.
Pruseéik piimek p, a p; je hledané ohnisko.

Analyticky lze postupovat obdobné. Budte dany normaly
rovnicemi y = Azx +a; (k= 1,2,3) a osa Gsetek méj smér
osy paraboly. M4 li vrchol paraboly soufadni-
ce &, 77, bude mit stopa normdly na ose para-
n— o

boly Gse¢tku z =
y : 4,

, Pii éemz plati:

T =+ pdy

nebo
n— EAy — p[dy + 343 = a;, (=1, 2, 3).
Z téchto t¥i rovnic se musi urdit neznamé &, », p

Obr. 3

Determinant soustavy je
D=|1,—4s —4;r—$4* | =§ 11, 4, 4i®| =
= ‘12(143 - Al) (A — 4;) (4, — A4,) (A1 + 4, + 4,)
a neznamé plynou z rovnic:
1D = |ay, — Ar, — Ax— 343 | = | ap, A, A®| . ¥
&D = | 1, ap, — Ar— $4,;® l
pD - I 1 Ak: akl
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4. Déna primka obsahujici osu paraboly a jedna teéna a nor-
mala. Jsou-li K stopa normaly, L stopa teény, pak plati
2k

— =P 2 D e ) — o
KL =k 2co’cg ﬁ+2tg ao+p, t.j.p sec? a - cosec? f

Vrchol paraboly vzdilen od stopy teény o g cotg? f.

Pii konstrukei zvolime pfimku g kolmou k ose. V jejim pruse-
¢iku s teénou ¢ vztyéme kolmici k teéné. Sestrojime-li k normaile
kolmici, rozpilime-li a spojime-li pilici bod s bodem K, protne
tato piimka p¥imku ¢ v bodé, v ném? vedeme rovnobézku r k nor-
male n. Pruseéik piimek & a » bud bod 8. Opakujeme-li konstrukei
pro jinou kolmici ¢’ k ose, vznikne bod 8’. Spojnice 8§’ pak protne
piimku, jez nese osu paraboly, v ohnisku F'.

5. Budte ddny smér hlavni osy, dvé normaly a jedna tedna.
Normaly méjte rovnice

np=y=Awxx+a, (k=1,2),
te¢na bud
t =y = Bx +b.
Hlavni osa méj smér osy tsedek a vrchol bud V (£, 7).
Potom mé prisek vrcholové tedny s tednou ¢ pofadnici
y=DBE+ Db
a kolmice v ném vztydena

y— (BE+b) = — 2 (z— )

protne osu paraboly y = n v Gsedce
x = & + B2t 4 Bb— Bn.
Odtud tedy parametr dén vyrazem
p = 2[£B? + B(b— )]
Zavedeme-li tseky k,, k, podle odst. 4, pro které nyni plati:

pofn—®u_n—b . n—a n—b
1 4, B 2 4, B

bude

—a, —b :
R ‘

sec? o, + cosec? B

_[n—a n—0b 1
Tl A4, B |sec? x, + cosec?f

Tato rovnice dovoluje uréit pofadnici vrcholu z rovnice
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N - 1 sec? oy — 1 1 2 11 cosec? B | =
4, B %T\G, T B sect o +\d, T A, -
=2 (sec? xy — cosec? f) — 42 (sec? o, — cosec? f) —
1 A,
b oce
— — (sec® a, — sec? o),

B
jejiz levou stranu lze prepsat na:
7 sin (xg — ) [l + sin % sin o, €os (o + o)
sin &, sin o, cos? oy cos? &,y

sin (&, + o) cosec? 8 ]
2

— cotgp

cos? &; cos? v, sin o, sin o,

Veliginy & a p se pak obdrzi dosazenim hodnoty # do predchozich
rovnic.

Konstrukee se provede na zékladé Gvah z odstavce 4. pravé tak
jako postupovano v odstavei 3. na zakladé odstavee druhého.

6. Dany-li naopak dvé teény, jedna normala a smér hlavni osy,
vyjdeme od rovnic teden

tkzyszx+bk (k=1,2)
a normaly
n=y=Ax + a.

Useky na hlavni ose mezi teénou a normalou jsou:

e n—0b . n—a_ n—b
T4 B, > " 4 B,

Vrcholové tedna # = & d4 pro pofadnice pruseku s teGnami:

th = Bi& 4 by, Yo = Byt + b,

Kolmice k obéma teéndm maji rovnice

1 1
Yy— Bl +b)=—F(@®—&), y— (Bl + b)) = —5 (x—§),
‘Bl B2
a odtud vyloudenim y:
_ EBy;—B) +b—b
x'_'é‘_' -B].__-B2 BIBZ’
§(By—By) +by—b
dr — 2 BB,
te y P _B].__B2 12

a poradnice ohniska

_ (B —B) ¢ + 0By — byBy
K B,— B,
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Poéitame-li pak subtangentu z normaly, je

pA* _n—e
Tato rovnice dovoli nynf uréit &, nebot dosazenim vznikne
§(B;, — By) + by — b,
2 J—
(A2 + 2). B, — B, BB, =
_ B2—B)E+bB —b,B, a £
o (B,— B,) 4 A
a odtud
£ = byB, — byB, + (b, — by) BB, (4% + 24) —a(B, — B,)

(B,— By) [B\B, (4° + 24) + B, + B, — A4].
Ostatni nezndmé, 7 a p, se pak obdrzi pouhou substituci.

Konstrukce se da zase provést tak, Ze z teéen ¢, a ¢, pro dvé
zvolené kolmice k danému sméru osy uréime geometrické misto
ohnisek, totiZ spojnici obou vyplyva]lclch poloh F; a F, Obé&ma
body F, a F, vedené rovnobezky se smérem osy obaahu]l po jednom
z novych bodi ¥, a F's, jez se urdi z tedny a normaly jako v odst. 4
a spojnice jejich F',F’, svym priusekem s pfimkou F,F, uréuje
ohnisko F.

7. V parabole dany dvé norma,ly a ohni-
sko.

Je-li C prisek danych normal, F ohni-
sko, zvolime FC = a za zadkladni piimku.
UvéaZime-li, Ze subtangenta ptilena vrcholem
paraboly, pili ohnisko Giseéku omezenou sto-
pou teény a normély. Kdyz tedy s ohniska XN
spustime kolmici na normélu do bodu M, F ¢
pali M normélu a prumét této poloviny na Obr. 4.

osu je = Kdyz v trojahelniku FDM uréime MD, muZeme odtud
vypocrst parametr. To provedeme pro obé normély vedené z bodu C':
EE T LR 1

Obé& druhé &asti této rovnice daji:
cotg (¢ + «) [sin (¢p+2x) — sin @p]=cotg (¢p-+p) [sin ( <p—|-2/3 —sin @)
nebo rozvinutim vyraz v zdvorkach a zavedenim tangent:

tg (p + B) [tg @ cos 2« + sin 26 — tg ] =

= tg (p + «) [tg ¢ cos 28 + sin 28 — tg ¢].

cos? (¢ + B).
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Polozime-li tg ¢ = z, bude

z+tg - s oot ol
1 xtgﬁ[—2azsm & + 2 sin x cos ] =
_ Tty o o g o

=7 xtgoc[ 2% sin? f 4 2 sin B cos f]

nebo
(x4 tg B) (1 — z tg ) [x sin « — cos «] sin & =
= (v 4+ tg «) (1 — 2 tg B) [x sin § — cos f] sin .
Odtud plyne kubickd rovnice
— 3 [tg « —tg B — sin « cos & + sin B cos B] + 22 [2 —tg x tg f] .
. (sin? x — sin? B)

+ @ [tg o tg B (sin o cos & — sin B cos f) — (1 — tg « tg B) (sin « .
. cos o« — sin f cos B)] —tg « tg B (cos? o« — cos? ) = 9.
Kdyz koeficienty pietvofime v soudiny, zkriti se éin (6 — PB)

a. zbude o
— 2 [1 —cos (6 + )] + 2* (2 —tg o tg f) sin (x + ) +
+ 2 (2tg . tgf—1)cos (x + B) + tg « tg fsin (x + B)'= 0.

Této rovnici mozno nyni dat koneény tvar:

rc3——x2(2——tgoctgﬂ)cotg“_;ﬁwx(?,tgcxtgﬁ—l).

1 (x—[—ﬂ___l) x -+ B

5 (cotg

Zajimavy pifpad nastane pro. « + f = 90°. Pak totiz odpadne
vibec &len stupné prvniho a rovnice piejde v
2 —2x2—1=0,
kde uz Ghly nevystupuji.
Vidime, Ze kdyZ% se odchylky normal od spojnice jejich prise-

¢iku s ohniskem dopliiuji na thel pra-
.. VY, zustava smér osy paraboly tyz pro
vsecky mozné sméry.

8. Dano ohnisko paraboly, jedna
tedna a ]edna normala.

MD je zase polovice normaly
Kolmice FL s F na tetnu spusténd se
promita do osy délkou 4p. Je-li C pri-
sek teény a normaly, obdrzime pro
parametr dva vyrazy

—tg octgﬂcotg— =
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sin (p + o) sin (¢ — f)
Rovnice uréujici ¢ nebude soumérna, ale za to je jednodussi:
sin « cos? (¢ + «) = sin fsin (¢ + «) sin (p — ).
Zavedme dvojnasobné thly: ‘
sin & -} sin & cos (2¢ + 2x) = sin f [cos (¢ + f) — cos (2¢-+x—pf)].
Kdyz jesté prejdeme k funkeim dhla souétovyeh, bude
2 sin & + sin (2¢ + 3x) —sin (29 + «) =
= sin (¢ 4+ 2f) — sin o — sin (2p + «) + sin (29 + « — 2f)
nebo
3sin o« + 2 sin (2¢ + 2x) cos x = 2 sin (¢ + «) cos (¢ — 28).
Prefadénim obdrzime:
3 sin & + sin 2¢ [cos 3o — cos (x — 2f)] +
-+ cos 2¢ [sin 3o — sin (o« — 26)] = sin (« + 2f)

P cos? (¢ + «) sin & sin® (p — B) sin 8
= A =a

nebo :
sin « — sin f cos (x 4+ B) — :
— sin 2¢ sin («-+f) sin (26— f)+-cos 2¢ sin (x4 f) cos (20—pf) = 0.
Zavedme zase tg ¢ = x, takie
22 [2 sin 28 cos o« — 3 sin « | sin 3x] —

——4.7c sin («-p) sin (20—p) + 2 [3 sin o+sin 3c— 2 sin 26 cos «]=0.
Kdyby slo o p¥ipad « + g = 90°, je 1épe vyjit z rovnice nerozvinuté,
sin o [1 4 cos (2¢ + 2x)] = — cos « cos (2x + 200 — 90).

-Shrneme-li dva éleny v jeden, prejde rovnice ve
sin & + sin (2¢ 4 3x) = 0,
z niz bude
20 + 306 = — & + k. 360° 180 4+ x + k. 360°,
t. j.
¢ =—2x + k.180° nebo = —« + k. 180°.
Pak musi byt osa preponou pravotthlého trojihelnika s ohniskem
jako stiedem. KruzZnice opsand z F polomérem FC protne teénu
a normalu v bodech osy.
9. UvaZujme tii normaly
y=Aw+an (k=1,23).
Obnisko F m&j soufadnice (%o, ¥,). Kolmice y— y,=—

——Zl- (x — x,) s ohniska spusténd na normilu bude mit patu
k
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v bodé:
» — Yodi + % — Apar _ YA’ + Awro— ar
= 144 Y 1+ 42
Ma-li osa kiivky smérnici B, tedy rovnici y — y, = B(x — x,),
ma stopa Kj normaly na této ose soufadnice:

Yo — Bry—ay _ Ay — ArBxy — Bay
4,—B YT A,—B '
Rozdil Gsedek obou uvazovanych bodu je:
Yo— Bry—ar  yodr + @ — Asar
A,—B 1+ 4,2 -
Yo— ax — BAPx, — 2o ds + yoBAr— BAyar _
(Ax— B) (1 + 4?)
— (1 + BAg) (yo — %4 — ax)
(Ar— B) (1 + A4%)
Vzdalenost uvazovanych bodt se obdrzi znisobenim této hodnoty
vyrazem Vl + Ax? a jeji pramét do osy kiivky plyne, kdyZ jests
znasobime cosinem sklonu obou sméri, totiZz normaly a osy, jenz

roven - __}*_’__I—géf—_~: Vzniklad hodnota je rovna poloviénimu
J/T¥F42)1 + B -
parametru paraboly:

2_ _ (1 + _314.]‘,)2 (yo——-quk'- ar) (k —1. 2. 3)‘

2 (=B +4n) )1+ B .
Tyto tii rovnice dovoluji uréit vztah mezi z,, y,, vyloudime-li p a B,
tedy geometrické misto ohniska.

Pro usnadnéni poétu zavedme oznadeni:
u=p |1+ B, yo—a s —ar = Th,
¢imz se obdrzi rovnice tvaru
u (Ak— B) (1 + Akz) — (1 + 2BAk) Tk—' B?‘Aszk = 0.

o s sy

xr =

% (Ay— B) (1 4+ A%) — Ty — BT3Ax (2 + B4y) = 0.
Oba tvary, platné pro k = 1, 2, 3, daji jako vysledek vyloudeni dvé
determinantni rovnice:

| (Ax— B) (1 + 4, (1 + 2BAy), ATy | = 0,

| (Ax— B) (1 +-4?), Ty, TwAr (2 + BA4y) | =0
nebo ;
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, | Ap + A, Th. A Th | + B| 1 4+ A T,

— AR Ty + 24, 4,4,4;, Ty} —2B2 | 1 + A2, ApTh, Tr A2 | = 0,
2| dp+Ai®, Tho AxTh | — 2B |V + A2, T Thdy |+ B | Ay + A,
Ty TrA2 | — B2 |1 + A2 Tr. T 42| = 0.

Oznaéme:
Dy = |dp+ A, Ty, A?Tr|. Dy= |1+ A%. Ty, TrAz*|.
Dy = |1+ A4 Ty, Te Ar |, Dy = |1 + Ai?, AT, A2 Tx|,
D; = | Ax + 4, T, T Ax |
a obdrzime:
D, + B (— D, + 24,4,4,D,) — 2B*D, = 0,
2D, + B (— 2D, + D,) — B2D, = 0.
Vysledek vyloudeni velid¢iny B je tudiz
(DyDy — 4D, Dy)? = [— Dy?* + 24,4,4,D,D; + 4D;D, — 2D, D,] .
.[—2D,D; 4 4A4,4,4,D,D; + 2D,D; — D,?).
Uvazime-li, Ze kazdy z determinant@i D je podle soufadnic %, ¥,
stupné druhého, vidime, Ze kazdy faktor posledni rovnice je stupné
étvrtého, a rovnice celkem stupné osmého.
10. Pro srovnani provedme touto metodou p¥ipad, kdy dany
tfi teény paraboly:
y=Bw+ by (k=12 3).
Pata kolmice z ohniska F(z,, y,) mé soutadnice
x_ygljk%—xo—@ib_k _?JoBk2+kao*bk'
= 1 + By? o Y= 1+ By?
Kolmice sama se promitne do osy tsedek délkou
_ Y% By — xoBL;2 — B; bk,.
TR 1+ By?

V]. + By?
By
Znasobime-li pak vzniklou hodnotu sinem sklonu teény a osy, pro
ktery je

a jeji délka se obdrZi zniasobenim secantou sklonu, t. j.

BB
1+ BBy

. B—B
takZe sinw = — 2k

t = - - ———
g VY + B*}1+ B2

obdrzime poloviéni subnormélu, tudiz
P (Yo — @0 By — bz) (B — By)

2+ B+ B

Polozme zase

V1 4B T = y— 2B — by

P -
u="g
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takze u (1 + By?) = 1"1(B — By).
Vyloudeni veliéin v a B da razem
i 1 + Blzy T’h TIIBI I
14+ B2 T, TBy| =0
1 + By, Ty, T'3B,
Ale tato rovnice druhého stupné neni nez rovnice kruhu opsaného
trojthelniku z teéen, vyjadiend trojahelnikovymi soufadnicemi
normalnimi (7' Gmérny vzdalenostem bodu od stran).
11. Jistou zajimavost mize mit piipad smifeny, kdy dany
dvé tedny a jedna normala. Pak jde o rovnice:

w (4, — B) (1 4+ Ay?) — (1 + 2BA,) T — B*4,2T, = 0
w (1 + By?) — T"y(B— B,) =0
u (1 + By?) ~ T"(B — B,) = 0.

Vypodtéme u a B z poslednich dvou a dosadme do prvni.
5 T'a Bl + B —T', By (1 4 B
1" (1 + By?) — T's (1 + By?)
_ T (B,—B)
T3 (1 + By*) —T'5 (1 + By?)
Dosadime-li tyto hodnoty, obdrzime rovnici stupné &tvrtého.
Jiny p¥ipad by byl pfipad dvou normél a jedné teény
w(d;,—B)(1 + 4,%) — (1 4 2BA,) Ty — B?4.*T, =0
w (dy— B) (1 + 4,%) — (1 + 2BA4,) Ty — B%4,*T, = 0
u (1 4 By?) — T"3(B — B3) = 0.
Vylouéime-li %, dosadice

w

L _T's(B—By)
1 + B

obdrzime kvadratické rovnice podle B:
BT'5(1 + A;%) + A°Ty(1 + Bs*)] + B[24,Ty(1 + By?) — (4, +

+ B3?) T'3(1 + 4,%)] + A, BsT'5(1 + 4,%) + T4(1 + Bs?) = 0
BT'y(1 + Ag?) + ATo(1 + By?)] + B[24,T5(1 + By®) — (4, +

+ By?) T'5(1 + A,%)] + AuBsT"5(1 + A,?) + Ty(1 + By?) = 0.
Prepifeme-li tyto rovnice ve tvar

Bm + Bn + p =0, B*m' 4+ Bn' 4+ p’' =0,
je vysledek vyloudeni
(pm’ — p'm)* + (m'n — mn') (np’ — n'p) = 0.

Tato rovnice se ukazuje rovnici stupné étvrtého podle soutadnic
o> Yo- (Pokradovani.)
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