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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

Piispé€vky ke geometrii kuZelosecek.
Dr. Jan Schuster, Praha.

(Dokondent.)

24. Dosavadni Gvahy nikterak nevydéerpavaji v8ech moznych
pifpadi.

Na dikaz toho uvaZujme dal§i ptipad, kdy ddna pf¥imka ne-
souci osu paraboly, bod a normala.

Dany bod mé&j od osy vzdalenost b, stopa normaly od jeho prii-
métu vzdilenost @ a jeji odchylka bud «. Ohnisko F' od primétu
daného bodu vzdileno o x. Potom ddva norméla pro parametr
rovnici

(@ 4 x) cos? & = 2;—

M4-li teéna v daném bod& od osy odchylku
B, pak plati .

~

(b cotg p— x) sin% g = %

Z vlastnosti, %e tedna pl"llf ahel pruvodiéi,
plyne

b
Srovnanim prvnich dvou rovnic obdrzime
b b x x
IV S | . A—

(@ 4 @) cos® 2 Vit o 2( Vb2+xz)

a odtud ' )
2 (@ + x)cos? o = ]/b2 + 2?2 — .

Odtud .

422 cos? a(cos? o + 1) + 4axw cos?x (2 cos? o + 1) +
+ 4a%costax — b2 =0
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g —@cosx(2cos?x + 1) & V(@ + b) cos? & + b2
e = :

2 cos & (cos? o + 1)

Stejné by byly upraveny rovnice, kdyby bylo urdit parabolu da-

ného sméru osy, jez jde danym bodem a mé dvé dané normaly.
Zvolime za zdklad rovnobézku k ose skrze priseéik obou

normal, takZze mé bod danou kotu b, od jeho priumétu vzdalen

prisek normal o a, a jejich odchylky od osy jsou &y, o,. Je-li  kota

hledané osy paraboly, pretvoii se rovnice piedeslé Glohy na:

(@ + z — 5 cotg «,) cos? oy =

(@ + z — n cotg «,) cos? oy =

-

[T ST O s B ST b

[(b — ) cotg f — x] sin? § =.

b—n
Kdyz z poslednich dvou rovnic vylouéime S, obdrzime

b t=P
Jo—nr+= 5 o
Tato rovnice s prvnimi dvéma dovoluje urdit P, %, 5. Ukol je stupng
étvrtého.

Kdyby naopak byly diny smér osy, normala a dva body,
zvolme za zaklad libovolnou rovnobézku osy paraboly. Dané body
méjte od ni vzdilenosti b;, b, a jejich praméty od prisediku nor-
maly se zdkladni pfimkou budte vzdaleny o a,, a,. Je-li x vzdéle-
nost primétu ohniska od téZe stopy normély a # vzdalenost osy
paraboly od zékladni pFimky, plati rovnice:

(z — 7 cotg x) cos? o =

2

Dk

[(by — 1) cotg f— @y + #]sin? f, = L,

b, —
tg? b, :—;__;71 .

F “®  Vyluéme z poslednich dvou f,, &imy
Obr. 13. obdrzime

D186



r—a
Vo, —m® + (x—~a,1)2_-2_1 zg
a podobné
. v
Vo, — ) + (2 —a)f — === %

Reseni téchto dvou rovnic s prvni dava hledané z, %, p.

Jiny jednoduchy kol by byl uréit smér osy paraboly, ddno-li
ohnisko F (obr. 17), bod M, vzdileny o b od F, a normala n. Osa
bud od normaly odchylena o thel ¢.

Je-li « thel normély a p¥imky FM, y odchylka osy od téze
piimky, ¢ vzdalenost normily od ohniska, midme pro parametr
rovnice

p_ — bsinz?
2_acotg<pcos<p b sin R

Jeito ¢ + p 4+ « = 180°, plati

2a cos? ¢ = b sin ¢ [1 4 cos (¢ + ¢)]
nebo

(2@ — b sin «) cos? p+b sin &« = b sin ¢ (1+ cos & cos @),
Rationalisaci této rovnice vznikne rovnice étvrtého stupné podle
cos @.
Tyto ukazky mohou postaéit, abychom vidéli, jaka rozmani-
tost riznych kombinaci dat se zde naskytuje k p¥ipadnému vybéru
aloh Fefitelnych, neb aspon pondkud prFistupnych podrobné&jsi
analyse.

25. Ve 48. ro8niku tohoto dasopisu str. 1, udal dr. V. Jarolimek
jednoduché konstrukce elipsy z bodd, teden a polohy obou os. Tato
uloha dovoluje metrické rozsifeni na dalsi.

Predeviim konstrukei, kterou udal jmenovany pro elipsu
uréenou polohou os a dvéma body, zaloZenou na sestro;em st¥edni
méfické amérné, nelze prenést na hyperbolu. Proto pfipomenu
jinou konstrukci, jiz 1ze stejnd provést i pro hyperbolu.

Z rovnice elipsy

xZ 2

A -’(_)/2_ -1
obdrzime po dosazeni souradmc bodé M (x,, y1) a N(xy, y,) a kdyZ
obé rovnice odeéteme od sebe,

b _ Y% Y Y1+ Yo

a? Xy — Xy Xy — Ty

Je-li tedy P stied tiselky MN, @ jeho primét na osu Gsedek a O
stied kiivky, plati
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Y+ 9 — QP

x + % 0Q’
Vedeme-li pak bodem O rovnobézku ke spojnici M N, kters protne
p¥imku QP v bodé L, bude

N—Y _ Q_L

x5 —z, 0@’
tedy

b QP .QL

at 0@

Kdyz tedy nad QP a QL sestrojime stfedni méfickou tmérnou QR,
obdrzime pomér poloos, a tim hned pomér afinity k opsané kruznici.

Provedeme-li touz konstrukeci u hyperboly, m4 tsetka QP
tyz smér jako QL, stfedni méiickd amérnd QR d4 hned smér
asymptoty spojenim st¥edu kiivky O s bodem R.

Kdyz body M, N splynou, t. j. ddna-li te¢na k¥ivky s bodem
dotykovym, je smysl konstrukce totoZny s piedeslym, jenze nyni
vedeme bodem O rovnobézku k te¢né a uréime® jeji prisek L s po-
fadnici bodu dotykového.

Celé tato konstrukee se d4 opakovat pro piipad, Ze ddny polohy
dvou sdruzenych primeériu kiivky a dva body nebo tedna a bod
dotykovy. Ovsem rozdil je pouze v §ikmém promitdni rovnobézng
8! prameéry.

26. Dany dvé& teény a poloha os.

Obé teény méjte na osdch Gseky m, n resp. my, n,. Vyjdeme-li
z rovnice elipsy
x2 y2

T AT at b L

N

jsou tseky na osach:

a? b?
n=—,

51 Y%

kde =z, y, patii bodu dotykové-

mu a spliiuji rovnici elipsy. Je

tedy tfeba pro urdeni os splnit
rovnice

a® | b2 a? b2
T =L patys=1
m2 m?
takze
2, 2 2
Q=" m2(n? — n,?) B2 — n?n,*(my® — m?)
m>n? — m2n,? ’ men? — men,? .
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Ale oznagime-li K(u, v) prisek obou teden, je

mmy(n — n,) v — nn,(m,; — m)
_— = o\ T

mn — mn, mm —mn,

U =

Sestrojime-li k te¢né ¢, soumérnou ¢, podle osy z,

z Y

m,  my ’

bude mit prisedik K’ teden ¢, t'; tsetku
, . mmy(n 4 n)
myn + mn,
Hned vidime, Ze a? = uu’, tedy hlavni poloosa je stfedni geometric-
kou tiseéek obou pruseéikii. Pro vedlejdi poloosu b stadi provést

touz tvahu pro poradnice priseku tedny ¢ s ¢, a teény ¢ s £";, je-li ¢”;
soumérna s ¢, podle osy v.

27. Kdyby byla dina poloha obou os, teéna ¢ s Gseky m,n
a bod M(z,, ¥,), jde o uréeni poloos elipsy podle rovnic

2 2 2
o, 372+2—2=1. (o)
Provedeme-li nyni substituci
a=mcosx,b =nsinx; x, =acosf, y, =bsinp,
obdr#ime

%, = m cos & cos f, Yy, = msin « sin f.
Odtud pak 0

B0 cos ()

coZ vSak neni neZ rovnobézka teény, "\‘ A :
vedend bodem z,, ;. Kdybychom stej- | ," M
né uzili bodu M'(z,, — ¥,), obdrzeli ,;__A
bychom rovnici (
s % ( /‘7‘-
——Z=c .
m n 0s (x + £.) Obr. 15.

Tyto dvé rovnobézky maji na ose = tseky
p = m cos (x — B), ¢ =m cos (x + B),

vs s

z nich# se uréi thel « jako aritmeticky pramér, a tim hned polo-
08y a, b.
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Je téZ mo’nd zavést do (x) ’

a tim se FeSeni prevede na rovnice

0 STIC) o %
T 77 s st ;
takZe jde o prisek piimky majici Giseky na osach
m?  n? :
oy

s rovnoramennou hyperbolou, jez ma stfed v bodé M a prochéazi
stiedem elipsy. Poloosy pak plynou jako stfedni méfické tmérné
soufadnic priseku a daného bodu M.

28. T4z metoda se hodi k vySetfeni konstrukce elipsy z dané

polohy os, bodu M(z,, y;) a normdaly y = Az + d. Je-li (z,, y,) bod
normaly na elipse, pak plati:

_@y g (@—b)y
T hx, YT R
Je tedy
bd a*d
ST g % T T A@—py 4T

Dosazenim do rovnice elipsy obdrzime
(a® cotg? & + b2) d? = (a? — b?)%

Zavedeme-li zase a® = &x,, b2 = 7y,, bude po dosazeni do rovnice
elipsy a normaly:

x

FHO=L () = (Emcotg® o+ ) &%
takze kol pfeveden na uréeni priseku rovnoosé hyperboly, majici
osy rovnobézné k osdm elipsy a jdouci stiedem elipsy, a paraboly
jdouci tymz stiedem, takze Gikol je stupné tietiho. Poloosy jsou pak
zase stfedni Gmérné soufadnic jako vyse. -

29. Neni bez zajimavosti rozsffeni konstrukce hyperboly, dané
asymptotami a bodem, na jiné kiivky.

Predeviim bud dédna parabola tednou ¢ a bodem M(x,, y;).
Dotyka-li se teéna paraboly v bodé N(z,, ys), plati ¢ = yy, = px +
-+ px,. Uréeme poradnici bodu teény, patiiciho k tiseéce x; bodu M.
Ta je

’ P (xl —l_ x2)

T
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Utvotime-li vyraz
P2 + ,)° _ Py — ,)°
Ye? 7%
kde vpravo vyraz y,2y,? nahrazen vyrazem 4p2x,x,, a nahradime-li
levou stranu vyrazem 2, muzeme rovnici odmocnit na p(z, — x,) =
=vu}g{2,va kdyz zavedeme jen pofadnice, bude %2 — y,2 = 2uys,,
z Gehotz

+u)=yp*+v=ylayptu=yy, =9y, —u
Konstrukce je tedy velmi jednoducha. K bodu M sestroji se M’
soumérny podle osy. Nad SM’ jako primérem se sestroji kruZnice

a stfedni mé¥ickd Gmeérna SV se sklopi na SM do T. Rovnobézka
s osou pak pretne teénu v dotykovém

yll2 — Y= %=

)

bods. S,( - -
Tato tvaha plati i pro elipsu. Teénu M.y
b2xx, + a?yy, = a?b? protnéme rovnobéz- N
kou s osou y: J/ —
, b2(a? — z;x,) i
T=%, Y= ’a—zyzl—z /‘f
a utvoime : Obr. 16.
! 2 2 ¢ - 2 2 2 b4 2 2
Y:“"— " = atyyt (@® — 2 2,)* — ¥y, = a4—y22 [(@* — z,2,)* —

— (@ — ) (" — 2]

Zavedeme-li vlevo y’,2— y,2 = u?, lze i pravou i levou stranu
odmocnit, coz da

w — b*(@, — @)
P
nebo ve tvaru Gméry
U X — X
P Y

kde p znamend parametr.

Kdyby byla dina elipsa polohou hlavni osy, jednou te¢nou
a dvéma body M,, M,, najdeme pro oba body piislusné st¥edni
méFické Am&rné u, a u,, jsou-li x;, y; soufadnice dotykového bodu
tedny, obdriime dvé tméry tvaru posledni rovnice, z nichz lze
vyloudit parametr p i y,, a zbude

Uy 2 Uy = (X — @) ¢ (T — ).
Sestrojime tedy body S; a 8,, sttedni métické tmérné délek S,

a 8, M'; resp. S, M, a 8,M’,, sklopime je na jejich kolmice, koncové
body U,, U, spojime, az protnou danou te¢nu ¢ v bodé N. Dalsf

v
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konstrukce plyne ze dvou sdruZenych part péli. Jeden tvofen
pramétem bodu N do osy a prisekem teény ¢ s osou, druhy péar
jsou diagonélni rohy é&tyrahelniku M,M',M’',M, na ose, z nichz
plyne velka poloosa.

Obr.-17.

Pozoruhodné je pii tom, Ze spojnice U,U, ma rovnici zavislou
jen na teéné ¢. Mame totiz pro bod U, pofadnici

. a podobny vyraz pro U,, kde se zavede index 2 na misto 1. Bude
tedy rovnice piimky U,U,

x Y ' 1
b2 (@ + x3) (@ — x
wl a__z( + 33’/3( 1) 1 =O.
2 -
LM
3

z 7 ‘v a2?/3 v I3 v
Znisobme druhy sloupec &islem Fla + 7o) Kdyz pak od téhoz

sloupce odetteme a-ndsobny tieti a pfiéteme k nému prvni, zbude
ve druhém sloupci jen prvni élen, a determinant piejde v

2*Ysy
b*a + ;)
Ale druhy faktor zde musf byt od nuly rizny, nebot by jinak byla

_ elipsa protata kolmici k hlavni ose ve &tyfech bodech. Proto musi
zmizet prvni faktor, jenz piedstavuje spojnici U,U, ve tvaru:

__“+x) (2, — ;) = 0.
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b%(a + z3)  + a’ysy = ab¥(a + x3),
coz je vskutku rovnice p¥imky nezdvislé na bodech M,, M,

30. Pri feSenf opaéné tlohy, kdy kuZeloseSka mé dédnu piimku
obsahujici hlavni osu, dvé tedny ¢, ¢, a bod M(zx,, y;), omezme se
zase na elipsu a uvahu provedme tak, Ze k¥ivku vztahujeme na
‘hlavni osy.

2
Pak m4 ¢, na ose x stopu pii z = Z—. Spojme ji s bodem M
1
Ysa?
a? — x5x,
stiedu kiivky bod harmonicky vzhledem na bod o pofadnici y’,
2

fimkou, jez utne na ose = . Nyni pfidruzme ke
] y 1 y

a %—, t. j. stopu teény ¢, na ose y. Stejné sestrojme bod harmonicky
1
2

k bodim s dseky — m a ¥’y na ose y. Poradnice obou bodid ply-
1
nou z rovnic:

2_az—x3x1+y1 2 at—x Y
7 a*ys

Z obou délek 7, " utvoime stfedni métrickou tmérnou z, pro niz

b2’ 17' a2y3 2°

4 (a® — x,37,) Yi® . bi(a? — x37,)% — aty,%y,®
22 aty,? be biaty,? :
Nahradme a?y,® . a?y,? v &itateli jich vyrazy obsahujicimi 2, a
z rovnice elipsy, coz dé.
4 - (@ — 232,)? — (a® — x,%) (a® — 25?) - (2 — 25?

-2 2., 2
22 atys® @"Ys

>

2 r;—
2 ays

2
Sestrojime-li nyni délku % k harmonickému priméru 2y’ a k =

podle rovnice

2_ 1 2 _az—xsxl_xl-—x3__(a—|—x3)(a—x1)
vy, z a?ys ays a*ys ’
a? atys

jsou: tGsek te¥ny #, na ose z, t. j.

Y aZtj
T 2 " ) (@ + z3) (@—=x,)’
tseky hledané ptimky p, na osich. Jeji rovnice zni:

L y(a+x32)(a—x1) —1.
a aYs
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Zcela stejné obdrzime pro bod M a teénu ¢, pfimku p, s rovnici

4 Y+t 3) (@ — )

2
a‘Ys

xx2 1

K wuréeni praseku obou odedtéme tyto rovnice, coz da

2(2y — ) + yla + x5) (2, — )

= 0.
a? @Y

Protoze teény ¢, a t, musi byt rizné, mozn4 rovnici zkratit rozdilem

Yyl + z)

Z, — @, & zbude z , coz dosazeno do prvni z obou

3
rovnic d4 po zrueni ¢lenu obsahujiciho z;,,

ayYs
a + x5

takZe priseéik zavisi jen na bodd M(x,, y,). Zaroven jeho spojnice
s M m4 rovnici:

r = a,

y.:

_ays y3 A
a+ x —
Y—Ys= _a——3x3 (x — @) nebo y —y; = az—_s—?f;é(x—xs)
29, 2

Jezto M lezi na elipse, je a2 — z,2 = ¢ bz 2 a rovnice spojnice zni:

b2z, 2 2 252

YYo= gt (& — ), mebo bz, + ayy, = ¥,

3

je to tudiz tedna elipsy.

Stopa jeji na ose ‘a primét bodu M na ni tvoii jeden par
sdruzenych pélé. Kdyz pak k teéndm ¢, ¢, sestrojime soumérné
podle hlavni osy, vznikne &tyithelnik, jehoZz twhlopticky k ose
kolmé vytinaji na této druhy pir sdruzenych péla. Tyto pary
slouzi k urdeni os. P¥i konstrukci neni oviem zndma druhd osa
elipsy. Ale konstrukce pfimky p, se provede tak, Ze nahote vyli¢ené

. .y ha e a? y
harmonické vztahy, jez se promitinim z bodu (—x—, 0) zachovaji,
1

provedeme-li je na kolmici k ose elipsy s bodu M(x;, y;) spusténé,
¢imz tkol Gplng proveden. Ale vztahy harmonické lze nahradit
konstrukcemi plochomérnymi na obdélnicich.

Dodatek.
Opravy:
Na str. D 95 ¥. 14 zdola &ti 2¢p + 26 — 90° misto 2x + 20 — 90.
. Na str. D 98 ¥. 17 shora: tietiho misto &tvrtého.
Na str. D 98 ¥. 9 a ¥. 7 zdola na zadatku &ti + B, misto B,2.
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Vyslednou rovnici pro geometrické misto ohniska paraboly
pii tfech danych normalich v 9. odstavei vypiSeme pro specidlni
pripad, kdy dané normély tvofi rovnostranny trojihelnik.

Piimky méjte rovnice:

T, = y——xl/§= 0, Ty=y+ fof: 0, Ts=y—a=0.
Pak je _ _
A, =13, 4,=—1)3, 4,=0.
Pro zjednoduseni pi§me x a y misto x, a ¥, resp.

Nejprve stanovime hodnoty determinanti:

D, = —24y|3 (y —a),

D, = — 242|/3 (y — a),

D, = 2|/3[3y® — 4ay + 327,

D, = 6|3 (y* — 3a%),

Dy = 24]/596 (y —a);

DD, — 4D,D; = 1728z (y — a) (3y? — ay),

— D2 4+ 4D;D, — 2D,D, = — 172822 (y — a)? 4 144 (y* — 322) .
. [32% + 9y — 10ay],

— 2D,D, + (2D; — D,) D, = 345622 (y — a)? — 288y (y — a) .
. [32z2 4 9y? — 10ay].

Rovnice kiivky zni tedy:

2% (y—a)? (322 —ay)?. 17282 =
= 2. 1442 {1222 (y — a)® + (y2 — 32?) (322 + 9y® — 10ay)}.
{122% (y — a)* — y (y — a) (32* + 9y* — 10ay)}.

Tato rovnice se od$tépenim faktoru y — a, ktery nepatii ku kfivce,

snizi o jeden stupeii a po zkriceni obdrzime:

7222 (y — a) (322 — ay)? = 1442t (y — a)® + (322 + 9y% — 10ay) .

c122% (y —a) [y* — 32* — y (y — a)] — (327 + 9y® — 10ay)® .

A(yR—32%) y,
z ¢ehoz

1222 (y — a) (322 — ay) [212% 4 9y — 16ay] =
= 144zt (y — a)® — (322 + 9y* — 10ay)® (y* — 327) ¥,
kde leva strana sloudena s druhym élenem vpravo.

Tou% tpravu dovoluje rovnice z odst. 11, kdy diny dvé teény
a jedna norméla.

Zvolime

Tl =y—a=0, T, Ey———xl/§= 0, T, =y + x]/§= 0.
Pak je

' A, =0, B,=|3, B,=—]3.
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=D w+BE_ Wy

Yy — xl/§— (y + xl/g) — xV§ x
v —@p—3a928 yr—3a?
4y —al3— (y + «|/3)] 4

Prvni rovnice ptejde v — uB — T, = 0, nebo

2_3332
_y__4 —y—z-—f—y—a:O.

Tato kfivka se dé4 psat ve tvaru

1y?
1a—y

a znamend eliptickou kissoidu s osou y jako teénou kuspidalni,

2= —

jejiz vzdalenost bodu Gvratu od asymptoty je é— a pomér afinity
k cirkularni kissoidé Dioklové je —l—.7_
Pro piipad dvou normél a jedné teény udinime:
T, = y—V§x= 0, T, =y + xV§=O, T =y—a=0,
A4, =13, 4,=—13, By=o.

m =4(y—a)+ 3 y——xv3)—7y—3xv3—4a
n _2V3 (y—2|3) — V3 (y —a) . 4 = 2|3 (—y—=|3+2q),

p =y—alf3,

m’ —7y+3xv3——4a _

w =—2|3 @y + 2)3) + 3 (y —a) 4=2l/3 y—z|/3— 2a),
P —y+xV3

Nyni stanovme hodnoty determinanti:
pm' — p'm = 4xV§(2a — 5y),
m'n —mn' = — 4V§'(9x2 + 14y2 — 18ay + 8a?),
np —n'p = — 4l/§ (322 + y? — 2ay).
Je tedy rovnice kiivky po zkraceni:
x? (5y — 2a)? — (922 + 14y2 — 18ay + 8a?) (32% 4 y*> — 2ay) = 0

" nebo

27x* + x? (26y2 — 52ay + 20a?) +
+ (14y? — 18ay + 8a?) (y> — 2ay) = 0.

Rovnice se ponékud zjednodusi pfenesenim potatku do bodu
x =0, y = a, zavedenim y = 5 + a, nebot je

272 + & (2642 — 6a2) + (1472 + 10an + 4a?) (n? —a?) =0.
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