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EINIGE BEMERKUNGEN UBER NULLPUNKTE
IM BESTIMMTEN DREIDIMENSIONALEN RAUME
STETIGER FUNKTIONEN

JITKA KOJECKA, HORYMIR NETUKA
(Eigelangt am 2. 9, 1974)

M. Réb untersucht in [1] oszillatorische Eigenschaften von Integralen einer
selbstadjungierten linearen Differentialgleichung dritter Ordnung. In der vorliegenden
Arbeit behandeln wir einen speziellen dreidimensionalen Raum S3 stetiger Funktionen
mit der Basis (2, uv, v*) besonders die Nullpunktenverteilung. Es wird dadurch die
Frage beantwortet in wie weit die Eigenschaft der Nullpunktenverteilung, wie in [1]
untersucht, bloB von den Eigenschaften S3, d. h. nicht von der Lésung der Differen-
tialgleichung dritter Ordnung abhingt.

Unser besonderer Dank gilt Herrn RNDr. S. Travnicek, CSc., von der Natur-
wissenschaftlichen Fakultit der Palacky Universitat in Olomouc, fiir seine wertvolle
Ratschlage betreffend dieser Arbeit.

1. Definition des dreidimensionalen Raumes stetiger Funktionen

Vereinbarung 1.1. In der ganzen Arbeit bedeuten 7, j offene Intervalle der reellen
Zahlengerade.

Definition 1.1. Es seien u, v, w reelle Funktionen einer reellen Verdnderlichen,
welche auf i definiert sind. Wir werden diese Funktionen als auf i (linear) abhangig
bezeichnen falls es drei reelle Zahlen a, b, ¢ gibt derart daB a® + b> 4+ ¢ # 0 und
au + bv + cw = 0 auf dem ganzen Intervalle i gilt. Dieselbe Funktionen sind auf i
(linear) unabhingig wenn fiir kein Zahlentripel a, b, ¢, a*> + b* + ¢* # 0 und kein
Intervall j < i die Identitdt au + bv + cw = 0 auf j gilt.

Definition 1.2. Es seien u, v, w drei Funktionen die auf i stetig und unabhingig
sind. Die Menge S? aller Funktionen der Form y = c,u + c,0 + c3w, WO ¢y, €3, C3
beliebige reelle Zahlen bedeutet, hei3t der lineare dreidimensionale Raum stetiger
Funktionen, kurz der Raum S3.

Vereinbarung 1.2. Den zweidimensionalen Raum stetiger Funktionen aus der
Definition 1.2 [2] werden wir mit S? bezeichnen.
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Bemerkung 1.1. Der Raum S besitzt einige ihnliche Figenschaften mit dem
Raume S2. Es ist moglich zu beweisen, daBl die beliebige drei Funktionen y, »,,
»3 € S? entweder abhingig oder unabhingig sind (siehe S. 1.1, [2]), daB jede Funktion
yeS¥inder Form y = c,u; + c,0, + cyw, geschrieben werden kann, wo u,, v,, W,
unabhiingige Funktionen aus S* sind und ¢,, ¢,, ¢y passende reelle Zahlen (siche
S. 1.2, [2]). Aus diesem Grunde heiBt jedes geordnete Funktionentripel (u, v, w) mit
unabhingigen u, v, w eine Basis dieses Raumes.

Lemma 1.1. Zu jedem Punkte ¢, € i gibt es mindestens zwei unabhéngige Funktionen
aus S3 die ¢, fiir gemeinsamen Nullpunkt haben (hier ist die Unabhiingigkeit laut
D.1.1, [2] gemeint).

Beweis: Wir betrachten die Gleichung

u(ty) ¢y + v(ty) c; + w(ty) c; =90

fiir die Unbekannten ¢, ¢,, ¢35, wo (u, v, w) eine Basis in S* ist. Sind alle drei Kcef-
fizienten gleich Null, ist ¢, Nullpunkt aller Funktionen der Basis. Ist aber mindestens
einer der Koeffizienten von Null verschieden, so besitzt unsere Gleichung zwei un-
abhingige Losungen ¢ (i = 1,2,3; j = 1,2). Zu diesen Losungen gehdren zwei
Funktionen y¥ = ¢Vu + ¢ + ¢’w (=1, 2) aus S3, welche offenbar unab-
hingig sind.

Bemerkung 1.2. Es ist klar, daB wenn drei unabhiingige Funktionen des Raumes S*
einen gemeinsamen Nullpunkt 7, € i haben, stellt z, gemeinsamen Nullpunkt aller
Funktionen, die zu S* gehoren (vgl. S.1.3, [2]). In Ubereinstimmung mit [2] be-
zeichnen wir gemeinsame Nullpunkte aller Funktionen aus S* als singulire Punkic;
Punkte die nicht singulir sind heiBen regular. Solcher Raum S°, dessen Definitions-
bereich nur regulire Punkte besitzt heifit reguldr; wenn es im Definitionsbereiche
von S3 mindestens einen singuldren Punkt gibt, heiBt S° singulir. Ferner sehen
wir, daBl wenn drei Funktionen einen gemeinsamen Nuiipunkt haben, der reguldr
ist, miissen diese Funktionen abhingig sein (vgl. S. 1.4, [2]).

Lemma 1.2. Es seien t; < t, beliebige Zahlen aus i. Dann gibt es eine Funktion
y € S? so, daB ¢, und ¢, Nullpunkte von y sind.
Beweis: Das System

u(ty) ¢y + v(t) ey + wity)e; =0

u(ty) ey + v(ty) c; + w(ty) ez =0 M

fiir die drei Unbekannten c,, c,, ¢;, wo (4, v, w) eine Basis von S2 ist, besitzt eine
nichttriviale Losung dann, wenn mindestens einer der Koeffizienten von Null ver-
schieden ist. Zu dieser nichttrivialen Losung gehort die Funktion y £ 0 aus S°,
fiir welche offenbar y(t;) = y(¢,) = 0 gilt. Sind alle Koeffizienten von (1) gleich Null,
sind t,, t, singuldre Punkte, d. h. Nullpunkte einer beliebigen Funktion aus S*>.
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2. Ein Satz iiber die Verteilung der Nullpunkte der Funktionen aus S* mit der Basis

2, uv, v?).

Satz 2.1. Es seien u, v reelle Funktionen einer reellen Verdnderlichen, die auf /
definiert sein mogen. Die Funktionen u, v sind genau dann unabhingig, wenn auch
die Funktionen u?, uv, v* unabhingig sind.

Beweis: I. Die Funktionen u, v seien unabhingig. Seien die Funktionen %, uw, v*
nicht unabhiingig, so kénute man reelle Zahlen a, b, ¢, a*> + b*> + 2 #0und j c i
so finden, dal} auf j dic Identitit

auw* + buw + v’ =0 2)

gilt. Wenn mindestens cine der Zahlen a, b, ¢ gleich Null ist, fithrt (2) auf einen
Widerspruch zu der Unabhéngigkeit von u, v. Wir kénnen aus diesem Grunde a # 0,
b # Q, ¢ # 0 voraussetzen. Aus der Unabhingigkeit von u, v folgt die Existenz eines
Intervalls j, < j auf dem v(r) # 0. Aus (2) folgt dann

u\’ u o
a(7>+b7+0~0 in j,

o —be¥
—_— m J,.
v 2a

und also

Hieraus folgt, daB u = konst. v auf j, gilt, d. h. daB u, v nicht unabhingig sind. Die
ldentitat (2) kann also in keinem j < 7 gelten, womit die erste Behauptung des Satzes
bewiesen ist.

I1. Wenn die Funktionen u?, uv, v* unabhingig sind, so sind offenbar im Sinne der
Definitioa 1.1 [2] auch »* und »* unabhingig und somit auch u, v.

Vercinbarung 2.1. Im folgenden werden wir nur solche dreidimensionalen Rdume S
betrachten, deren Basis das Funktionentripel (1, uv, v?) darstellt, wobei (u, v) eine
Basis des zweidimensionalen Raumes S?2 ist. Das Definitionsintervall von diesen
Riumen wird mit i bezeichnet. Uber S werden wir weiter voraussetzen, daf3 er
reguldr und eines bestimmten Typus ist. Die Funktion y = 0 schlieBen wir aus.

Bemerkung 2.1. Aus der Reguliritit von S? folgt unmittelbar die Reguldritit von
S3 und umgekehrt.

Satz 2.2. a) Es seien u,ve S* unabhingige Funktionen derart, daB u(ty) = 0
und besitze y € S* den Nullpunkt #,. Dic Funktion y ldBt sich nun schreiben in der
Form

y = cu? + cuv, 3)

wo c;, ¢, geeignete Konstanten sind.



b) Wenn wir noch weiter voraussetzen, daB3 « in ¢, monoton ist, dann ist y e S3
gerade dann im Punkte #, monoten (indert nicht ihr Zeichen in ty) genau dann,
wenn in der Formel (3) ¢, # 0 (¢, = 0).

Beweis: «) Da die Funktionen u, v aus der Voraussetzung des Satzes eine Basis
bilden, gibt es Konstanten c¢,, ¢, ¢y so, daB y(t) = c,u(t) + c,u(t) v(t) + c;02(2).
Fiir t = ¢, erhilt man somit ¢; = 0; folglich gilt (3).

b) Wir werden beweisen, daB y ihr Zeichen in 7, dann und nur dann nicht dndert,
wenn ¢, = 0. Zuerst sehen wir unmittelbar, daB die Funktion y = c¢,u?, wo u(ty) = 0
ist, in 7, einen Nullpunkt besitzt, in dem sie ihr Zeichen behilt. Andererseits, wenn
y € S? einen Nullpunkt ¢, besitzt (in welchem sie ihr Zeichen behilt), kann sie nach
a) in der Form y = c,u® + c,uv geschrieben werden, wo u(t,) = 0 ist. Falls ¢, # 0,
sind die Funktionen u und y = c,u + c,v unabhingig, folglich y # 0 in gewisser
Umgebung von ¢,. Die Funktion y = u(c 1 + c¢,v) ist sodann monoton im Punkt ¢,,
womit sich ein Widerspruch ergibt, so daB ¢, = 0.

Der Rest des Beweises liegt auf der Hand.

Korollar 2.1. Jede Funktion y e S*, welche mindestens einen Nullpunkt ¢, besitzt,
kann in der Form

¥ =uy “
geschrieben werden, wo u, 7 € S? geeignete Funktionen sind und u(ty) = 0 gilt.

Bemerkung 2.2. Aus den Ergebnissen von [4] folgt: Ist die Phase a(r) von $? im
Intervall j = i monoton, dann #ndert jede Funktion von S? ihr Zeichen in allen
Nullpunkten in j. Daraus ergibt sich weiter in bezug auf Satz 2.2: Ist die Phase a(¢) im
ganzen Intervall i monoton und besitzt die Funkticn y € S* einen Nullpunkt wo ihr
Zeichen nicht gedndert wird, so hat sie alle Nullpunkte von dieser Eigenschaft.

Vereinbarung 2.2. Bei der Bestimmung der Anzahl der Nullpunkte von Funktionen,
werden wir solche Nullpunkte in den die Funktion monoton ist einfach und solche
in den die Funktion ihr Zeichen behalt zweifach zihlen.

Satz 2.3. Es seien y,, y, € S* beliebige Funktionen, die Nullpunkte besitzen. Die
Phase a(¢) des Raumes S? sei monoton auf i. Wenn wir mit ¢,_, S ¢; < t,,, drei
benachbarte Nullpunkte von y, bezeichnen, dann liegen im Intervalle (¢,_,, #;, )
gerade zwei Nullpunkte von y,.

Beweis: Es sei y, = u,y,, y2 =y, mit u,(t;_) = 0. Falls #t;,_, <t; < t;4,,
dann folgt aus Satz7 [4], daB #;+, der rechtsbenachbarte konjugierte Punkt zu ¢;_,
ist,d. h.u(t;+,) = 0,y, = 0. Fallst;_, der zweimalige Nullpunkt von y, ist, dann sind
u,, y, abhangig und ¢; = t;,_, oder t; = ¢t;,; so daBB wiederum ¢,,, der rechtsbe-
rachbarte konjugierte Punkt zu ¢,_, ist. Jede der Funktionen u,, y, besitzt also in
(fi-1, ti+1> genau einen Nullpunkt (wieder nach Satz 7 [4]), was nach der Verein-
tarung 2.2 bedeutet, daB y, im angefiihrten Intervall genau zwei Nullpunkte besitzt.
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Satz2.4. Es seien S} bzw. S3 dreidimensionale Riume mit den Basen (u}, u,v,, v2)
bzw. (u3, us0,, v2) und S? bzw. S7 seien dic Riume mit den Basen (u,, v,) bzw.
(u,, v;). Die Phase «,(t) des Raumes S| mdge in i monoton sein. Wenn noch eine
vollstindige Transformation T(z, x) von S? auf S7 existiert, so haben die Nullpunkte
jeder zwei Funktionen aus S? und die Nullpunkte jeder zwei Funktionen aus S;
gleichzeitig die Eigenschaft der Nullpunktenverteilung, die im Satze 2.3 beschrieben
ist.

Beweis: Es sei nun die Phase «,(¢) vom Raum S?, die im Intervall i monoton ist,
folglich die Funktionen aus S} haben die Eigenschaft der Nullpunktenverteilung aus
Satz 2.3. Dann nach den Sétzen 10 und 7 [4] ergibt sich aus der Existenz einer
vollstindigen Transformation T(z, x) die Monotonie der Phase a,(¢) von S2 und somit
haben auch dic Funktionen aus S3 die Eigenschaft der Nullpunktenverteilung.

Satz 2.5. Es sei Q(t) eine stetige Funktion auf dem Intervall / und besitze sie auf i
cine Ableitung. Alle Losungen der linearen selbstadjungierten Differentialgleichung
dritter Ordnung in der Form

Y420y +Qy=0 (5)

bilden einen linearen dreidimensionalen Raum stetiger Funktionen S°.

Beweis: Von der Differentialgleichung (5) ist es bekannt, dafl das Fundamental-
system der Losungen von der Form w2, uv, v* ist, wo u, v unabhingige Losungen
der Differentialgleichung

" 1
y + E 0y=0 (6)
sind. Unter der Stetigkeitsvoraussetzung von Q(t) auf 7 ergibt sich aus der Theorie
der Differentialgleichungen zweiter Ordnung, dafl die Lésungen der Differential-
gleichung (6) den Raum S? (siehe [5]) bilden, und a bezug auf Satz 2.1 bilden die
Lésungen der Differentialgleichung (5) den Raum S3.

Bemerkung 2.3. Unter den Voraussetzungen von [1] bilden die Losungen der
Differentialgleichung (6) einen reguldren Raum bestimmten Typus mit einer mono-
tonen Phase. Alle Eigenschaften der Funktionen von S3, die in den Sitzen der vor-
liegenden Arbeit bewiesen wurden, gelten also auch fiir den Raum der Lésungen der
Differentialgleichung (5). Dies im konkreten Sinne bedeutet, daB die Folgerung 2
aus Satz 3 die charakteristische Eigenschaft der Differentialgleichung (5) eigentlich
nicht behandelt, sondern die Folgerung der allgemeinen Eigenschaften der Funktio-
nen von S* ist. Ahnlich vergleiche etwa Lemmas 4 und 5 [6] mit Satz 2.2 und Fol-
gerung 2.1 der vorliegenden Arbeit.
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