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\

0. In Anlehnung an die Theorie von O. Boriivka iiber die Transformationen der
Losungen linearer zweidimensionaler Differentialgleichungen 2. Ordnung studierte K.
Stach in seinen Arbeiten (1966, 1967) das Problem linearer zweidimensionaler Raume
von stetigen Funktionen. In der vorliegenden Arbeit werden die Grundeigenschaften
linearer zweidimensionaler Raume von stetigen Funktionen mit stetiger erster Ablei-
tung einer Untersuchung unterzogen. Ausser auf die schon zitierten Veroffentli-
chungen von K. Stach wird auch auf die Arbeit von S. Travni¢ek und J. Kojecka
(1972) zurtickgegriffen und die in dieser Veroffentlichung erzielten Ergebnisse sollen
auch weiterhin zur Anwendung kommen. :

Im Grunde genommen befassen wir uns in der gesamten Arbeit mit den Funk-
tionen von C,(i). Falls namlich u, v € C,(i) sind und (v, v) die Basis eines im Intervall i
definicrten linearen zweidimensionalen Raumes S darstellt, ergibt sich offensichtlich
S < C,(i). Die Menge der Ableitungen aller Funktionen von S begeichnen wir mit S”;
folglich ergibt sich " = Cy(i).

= Lemma 0.1. Es seien y,, y, € C,(i) abhédngig. Demzufolge sind ihre Ableitungen
Y1, ¥5 ebenfalls abhingig.

~ Der Beweis hierfiir geht aus der Abhangigkeitsdefinition und aus der Ableitung
der Gleichheit ay, + by, = 0 in i hervor. -

Bemerkung0.1.Sind y, y, € C,(i) unabhingig, ergeben sich fiir ihre Ableitungen
»1, ¥, drei mogliche Fille:
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1. v}, », sind weder abhéngig, noch unabhéngig; z. B.
1, fiir te €0, 1), B {t -1 fiir 10, 1),
_ —_1)3 27 Asin(t -1 fir te(1, 2),
M (t 31L 1, G te(l, 2 sin (¢ — 1), ir re(1, 2)

2. ¥}, ¥, sind unabhéngig; z. B.

y, =sint, y, =cost, flir te(—o0, + o).

»
3. ¥}, y, sind abhingig; z. B.
y1=t2, Y, =35, fir te(—o0, + o).

Fall 1 soll nicht weiter in Betracht gezogen werden. Als Hinweis seien nur zwei
Satze angefiihrt, deren Beweis dhnlich wie bei den Satzen 1.1 und 1.2 gefiihrt wer-
den konnte.

Satz0.1. Seien die Ableitungen der Funktionen von der Basis (1, v) des Raumes .S
weder abhéngig noch unabhingig. Es folgt, dass die Ableitungen jeglicher zwei
unabhdngiger Funktionen des Raumes S weder abhingig noch unabhéngig sind.

Satz 0.2. Die Ableitungen jeglicher zwei unabhiangiger Funktionen des Raumes S
sind genau dann weder abhédngig noch unabhiangig, wenn das Intervall j < i (j # i)
und die Funktion y € S (¥ # const). existieren, vorausgesetzt, dass y in j eine von

“Null verschiedene Konstante darstellt.

Der zweite Fall aus Bemerkung 0.1 wird im Absatz 1 und der dritte im Absatz

2 behandelt.

1. Ridume von Funktionen, deren Ableitungen einen linearen zweidimensionalen
Raum stetiger Funktionen bilden.

Satz 1.1. Die Ableitungen von Funktionen der Basis (x, v) des Raumes S mogen
unabhingig sein. Folglich sind die Ableitungen jeglicher zwei unabhangiger Funk-
tionen des Raumes S ebenfalls unabhingig.

Beweis: Es seien y; = ¢ ,u + ¢;,0 und y, = ¢,,u + ¢,,v unabhingige Funk-
tionen des Raumes S. Es seien des weiteren ¢, d beliebige reelle Zahlen, sodass
¢? + d*? # 0 ist. Aus der Unabhingigkeit der Funktionen »’ und v’ in i ergibt sich
eyy + dyy = cleg U + ¢;0") + d(c, i’ + ¢p50") £0 in jedem j < i, denn das ‘
System ‘ ’ ‘

ccyy +dcy; =0
ccy, +dcy; =0

hat wegen der Unabhéngigkeit der Funktionen y,, y, lediglich eine triviale Losung.

Satz 1.2. Die Ableitungen jeglicher zwei unabhidngiger Funktionen des Raumes S
sind unabhéngig genau dann, wenn keine Funktion y € S in keinem Intervall j < i
einer von Null verschiedenen Konstante gleich ist.
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Beweis: I. Es seien die Ableitungen der Funktionen der Basis (&, v) unabhingig
und y = cqu + c,v (¢l + c%_;é 0). Folglich ist y" = cu’ + ¢,v" % 0 hinsichtlich der
Unabhingigkeit der Funktionen #’ und v’ in jedem j < i, woraus sich der erste Teil
der Behauptung ergibt.

II. Es sei nun umgekehrt keine Funktion y e S in keinem Intervall j = i einer
von Null verschiedenen Konstante gleich. Dann gilt fiir jede zwei Zahlen ¢, , ¢, (c] +
+ ¢% # 0) in jedem Intervall j = i 0 %y’ = c,u’ + c,v’, hinsichtlich des Satzes 1.1
ergibt sich hieraus der zweite Teil der Behauptung.

Satz 1.3. Es sei S ein Raum, dessen jegliche zwei unabhangigen Funktionen
unabhingige Ableitungen haben und (u, v) ist seine Basis. Dann ist S ein linearer
zweidimensionaler Raum stetiger Funktionen mit der Basis (u', v').

Beweis: Jede Funktion y’ e S’ stellt eine Ableitung einer gewissen Funktion
y€eS,y = cu+ cyvdar. Somit ist ' = c;u’ + c,v" und da u’, v" unabhéngig sind,
ist S’ die Menge aller linearen Kombinationen c,u’ + c,v’. S’ ist dann nach der
Definition 1.2 (Stach 1966), ein linearer zweidimensionaler Raum und (', v") seine
Basis.

Vereinbarung 1.1. In diesem Abschnitt werden lediglich zweidimensionale
Raume von Funktionen betrachtet, deren Ableitungen einen zweidimensionalen
Raum bilden.

Lemma 1.1. Es sei ye S und y' e S’ scine Ableitung. Hierbei ist y dic einzige
primitive Funktion zur Funktion )’, die in S’ liegt.

Beweis: Seien y € S und y € S zwei primitive Funktionen zur Funktion y’. Dann
ist y — y = ce S, wobei ¢ eine Konstante darstellt. Das ist jedoch nach Satz 1.2
nur fiir ¢ = 0 moglich, folglich ist y = y.

d . .
Satz 1.4. Die durch den Operator D = dar (=") definierte Transformation von S

auf S’ stellt einen Isomorphismus von S auf S’ dar.

Beweis: Nach der Definition S’ ist DS = S’. Nach Lemma 1.1 ist diese Transfor-
mation schlicht und der Rest der Behauptung folgt aus den Regeln fiir die Ableitung
‘der Summe von Funktionen und des konstanten Produkts der Funktion.

Definition 1.1. Es sei y;, y, € C,(i) ein geordnetes Funktionenpaar. Die im
Intervall i durch die Vorschrift

w=‘y,l V2

: — y v ’
SR Y2 — Va2l

definierte Funktion w nennen wir die Wronskische Determinante der Funktionen
Vi,V

Satz 1.5. (iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Cauchyschen
Problems). Es sei ¢, € i und fiir die Wronskische Determinante der Funktionen der
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Basis (u, v) gelte w(ty) # 0. Es seien weiter Yo, ¥o beliebige Zahlen. Dann gibt es
genau eine Funktion y € S, wobei y(#;) = y, und y'(¢,) = y’, ist.
Beweis: Das System der Gleichungen

It

Yo = cyqu(ty) + cyu(lo)

Yo = U (ty) + ¢ v (1)
hat unter der Voraussetzung w(fp) # 0 genau eine Losung ¢, , ¢,. Dieses Zahlenpaar
¢y, ¢, bestimmt genau eine Funktion y = c,u + c,v, fiir welche y € S, y(t5) = yo,

Y'(tg) = yo gilt.

Satz 1.6. Die Funktionen )y, ¥, € S sind abhingig genau dann, wenn fiir ihre
Wronskische Determinante w die Beziehung w = 0 gilt.

Beweis: I. Esseien y,, y, € S abhingige Funktionen. Ist y, = 0, so ist die Behaup-
tung offensichtlich erfiillt. Ist y, % 0, gibt es eine reelle Zahl ¢ derart, dass y, = cy,
ist, folglich auch y; = ¢y3,d. h.w=0.

II. Gilt fiir die Funktionen y;, y, € S die Beziehung w =0, so konnen zwei Fille
eintreten:

a) y; = 0 oder y, = 0, woraus die Behauptung folgt.

b) ¥, £ 0 und y, = 0. Wegen ihren Stetigkeit gibt es ein Intervall j = i derart,
dass y; % 0 und y, # 0 in j ist, woraus sich y,/y, = yi/y, in j ergibt. Es gibt also
eine Zahl ¢ # 0 mit y, = ¢y, inj und mithin auch in i.

Folgerung. Gilt fiir die Wronskische Determinante der Funktionen y;, y, €S
die Bezichung w = O inj < 7, so ist w = O in i.

Lemma 1.2. Sei tyei und fir die Wronskische Determinante der Funktionen
der Basis (u, v) des Raumes S gelte w(#y) = 0. Dann ist die Wronskische Determi-
nante jeglicher zwei Funktionen des Raumes S im Punkt 7, gleich Null.

Beweis: Isty, = ¢, u + ¢;,0, ¥, = ¢4 + ¢,v und w die Wronskische Determi-
nante der Funktionen y,, y,, so ist offensichtlich w(ty) = (¢;,¢,; — €(1€22) W(to),
woraus sich die Behauptung ergibt.

Satz 1.7. Sei tyei. Die Wronskische Determinante jeglicher zwei Funktionen
des Raumes S ist im Punkt ¢, gleich Null genau dann, wenn eine Funktion ye S
(y % 0) existiert, wobei y(z,) = 0 und y’(z5)- = 0O ist.

Beweis: Sei w die Wronskische Determinante der Funktionen der Basis (u, v)
des Raumes S.

1. Es sei die Wronskische Determinante jeglicher zwei Funktionen (also auch der -
Funktionen der Basis) des Raumes S im Punkt ¢, gleich Null. Aus der Gleichheit
u(ty) v'(ty) — u'(ty) v(2y) = 0 ergeben sich folgende Moglichkeiten:

a) u(ty) = u'(ty) = 0 (v(ty) = v'(¢,) = 0) was die Behauptung darstellt.

b) u(ty) = v(ty) = 0 (U'(t,) = v'(¢,) = 0) was besagt, dass f, ein singuldrer Punkt

V-
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des Raumes S(S’) ist. Nach Lemma [ (Travnitek, Kojecka 1972) erhilt man die
Behauptung.

c) Keine der Zahlen u(ty), v(ty), u'(ty), v'(t,) ist gleich Null. Fiir die Funktion
y(t) = u(ty) v(t) — v(ty) u(r) gilt dann y € S, y % 0, y(1y) = 0 und y'(¢,) = 0.

II. Es gebe nun eine Funktion y(‘= ciu + cv)e S, y £ 0, wobei im Punkt ¢,
y(to) = Ound y'(t;) = 0 sind. Das besagt, dass das System von Gleichungen

cu(ty) + cyu(ty) =0
ci'(fo) + c0'(1g) = 0

eine nichttriviale Losung ¢, , ¢, und somit eine Null-Determinante des Systems besitzt,
d. h. w(ty) = 0. Nach Lemma 1.2 ist der zweite Teil des Satzes bewiesen.

Satz 1.8. Es sei S’ ein Raum eines bestimmten Typus. Hiernach ist S auch ein
Raum eines bestimmten Typus. Insbesondere: ist S* vom Typus k, so ist S hochstens
vom Typus k + 1, ist $" vom Typus + oo, so ist S vom Typus + oo oder vom endli-
chen Typus, ist S’ vom Typus — o0, s0 ist S vom Typus — oo oder vom endlichen
Typus.

Beweis: Es sei t* €/ ein Haufungspunkt von Nullstellen irgend einer Funktion
y€ S, y £ 0. Es gibt also eine monotone Folge {,} von Nullstellen der Funktion y,
t,— t*, 1, # t*. Ist z. B. {t,} wachsend (&hnlich fir fallende Folgen), so betrachten
wir die Intervalle <#, #,,,>. Nach dem Rolleschen Satz besteht im Innern cincs
jeden Intervalls ein Punkt @, derart, dass y'(©,) = 0. Da t, < O, < 1, ist, folgt
nach dem Drei-Grenzwertsatz ©, — t* und ¢* ist ein Haufungspunkt von Nulistellen
der Funktion y’e S’. Da S’ im Innern des Intervalls i keine Haufungspunkte von
Nullstellen hat, besitzt diese auch S nicht und ist somit vom bestimmten Typus. Auf
analogem Wege erhalten wir auch sdmtliche speziellen Behauptungen.

Bevmerkung 1.1. Der vorstehende Satz lasst sich nicht umkehren, d. h. wenn S
vom bestimmten Typus ist, so ist dies nicht notwendig der Fall fiir S’. Es seien

beispielsweise a < — 1;, b > % reelle Zahlen und man betrachte in (a, b) die
Funktion
(. L i
tsin—|, fir te(a, b), t+0, *
C =1 r (a, b)
0, fiir t =0.

Es sei 7, € (@, b). Die Funktion u(t) wird in (a, b) durch die Beziehung
. -
u(t) = ff(x) dx
to

definiert. Diese Funktion ist stetig in (a, b), u'(¢) = f(¢) fir alle f € (a, b) und folglich _
w'(t) 2 0 in (a, b). Offensichtlich ist u(f) wachsend und besitzt in (a, b) genau eine '
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Nullstelle (t = o). Ferner werde dic Funktion v(t) in (a, b) durch v(t) = tu(t) definiert.
Es wird gezeigt, dass u(¢) und v(¢) in (a, b) unabhingig sind, genau wie ihre Ablei-
tungen u'(¢) und v'(¢). Foglich kann (u, v) als Basis des zweidimensionalen Raumes
der Funktionen S, angesehen werden, deren Ableitungen einen zweidimensionalen
Raum S bilden. Die Funktion v(¢) besitzt in (a, b) héchstens zwei Nullstellen (¢ = 0,
t = t,) und jede von u sowie von v unabhingige Funktion y = c,u + ¢,v des Raumes
S, besitzt in (a, b) auch hochstens zwei Nullstellen (¢ = ¢, und t = —c¢,/c,, falls
(—c,/cy) € (a, b)). Der Raum S ist also vom bestimmten Typus. Die Funktion ()

besitzt in (a, b) unendlich viele Nullstellen £ = 0 und ¢, = %ﬂ— k= +1, +2, +£3,..)

mit ¢+ = 0 als deren Haufungspunkt. Der Raum S ist also nicht vom bestimmten
Typus.

Falls S, S’ vom bestimmten Typus sind, so gilt offensichtlich: ist S vom Typus &,
so ist S’ mindestens vom Typus k — | (entweder vom endlichen oder irgendeinem
unendlichen Typus), ist S vom Typus + o (—0), so ist S’ vom Typus + oo (— c0)
oder + 0.

Bemerkung 1.2. Die Riume S, S’ kénnen beide regulir oder beide singuldr
sein oder einer von ihnen ist reguldr und der andere singuldr.

a) Ist (', t?) eine Basis von Sund i = (— o0, + o0), so sind S und S’ regular.

b) Ist (3, t?) eine Basis von S und i = (— o0, +0), so sind S und S’ singulir.

c) Ist (e, t?) eine Basis von S und i = (—o0, + ), so ist S regulidr und S’
singular.

d) Ist (In ¢,-(¢ — 1)?) eine Basis von S und i/ = (0, +o0), so ist S singular und §’
reguldr.

Satz 1.9. Fir die Wronskische Determinante w der Funktionen der Basis (u, v)
von S gelte w # 0in /. Dann sind die Rdume S und S’ reguldr und S vom bestimmten
Typus. .

Beweis: Aus der Definition w folgt, dass in den singuldren Punkten von S und S’
die Beziehung w = 0 gilt, sodass aus der Voraussetzung w 3 0 die Regularitit beider
Raume folgt. Die Funktion y € S besitze einen Haufungspunkt ¢* von Nullstellen,
t* e i. Folglich ergibt sich eine Nullstellenfolge {t,} der Funktion y mit ¢, - t*,
t, # t*. Wegen der Stetigkeit der Funktionen y, y’ folgt :

y(*) = lim y(#,) = 0,
k= o

M) = o)

t, — t*

y'(t*) = lim

k—=m

Nach dem Satz 1.5 ist y = 0. Es gibt also keine Funktion y € S, y £ 0, mit eihem
Haufungspunkt ihrer Nullstellen innerhalb von i.

Definition 1.2. S und S’ seien reguldre Raume eines bestimmten Typus, (1, v)
sei die Basis des Raumes S. Die Charakteristik # [g] der Basis (u, v) [/, v')] nennt
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man die erste [zweite] Charakteristik des Raumes S. Die Phase o [f] der Basis
(u, v) [(', v')] wird als erste [zweite] Phase des Raumes S bezeichnet.

Satz 1.10. S sei ein regularer Raum eines bestimmten Typus und w die Wronski-
sche Determinante von dessen Basis (u, v). Die Phase o der Basis (1, v) besitzt in
jedem Punkt f €/ eine stetige erste Ableitung, welche lautet:

a(t) = ——rt— D
(0= u(t) + (). ) o ©
Der Beweis hierfiir wird genau so wie fiir den Satz 5, § 5, Kapitol 1 (Borivka
1967) gefiihrt.

Lemma 1.3. S sei ein regulirer Raum eines béstimmten Typus und ¢, €i ein
Extrempunkt. Dann ist die Wronskische Determinante jeglicher zwei Funktionen
des Raumes S im Punkt ¢, gleich Null.

Beweis: Die Phase o der Basis (u, v) besitzt im Punkt 7, einen Extremwert, somit
also a'(#,) = 0 und aus (*) ebenfalls w(to) = 0. In bezug auf Lemma 1.2 folgt daraus
die Behauptung. '

Vereinbarung 1.2. Ist im f(t) = + oo (— o), werden wir dafiir zur Abkiirzung

t—1o
voraussetzen, dass sgn lim f(z) = 1 (—1).
t—=to
Lemma 14. Sund S’ seien regulire Raume eines bestimmten Typus, f, € i und sei
fir jegliche zwei Funktionen des Raumes S w(f,) = 0. Dann tritt genau eine der
folgenden Moglichkeiten ein: ¢, ist ein Extrempunkt des Raumes S oder #, ist ein

_Extrempunkt des Raumes S’.

Beweis: Nach dem Satz 1.7 gibt es eine Funktion ye S (y £ 0) mit yp(¢) =0
und p'(1,) = 0. Es sei (J, y) die Basis des Raumes S und / ihre erste, sowie g ihre

zweite Charakteristik. Folglichist | lim h(z) | = | lim A(r)| = + oo und | lim g(r) | =
t—1p— t—to+ t—10—
= |lim g(t)| = +o0. Hinsichtlich der Regularitit des Raumes S (S’), wechselt
t—to+ :

die Funktion 7(7") im Punkt t, nicht ihr Vorzeichen und wegen der Bestimmtheit des
Typus des Raumes S’ besteht § > 0 mit p'(t) # O fiiralle e (¢; — 5, ty + 9), t # t,.

a) Essei fir te(ty — 8, to) y'(1) < 0 (¥'(t) > 0) und fir € (¢y, 2o +0) ' (1) > 0
(¥'(1) < 0) gesetzt. Die Funktion y besitzt dann einen Extremwert im Punkt ¢, und
fiir die Charakteristiken /2 und g gilt sgn lim A(z) = sgn lim A(¢) und sgn lim g(¢) =

t—~to— t=tot t=to—

= —sgn lim g(¢). Nach dem Satz 3.2 (Stach 1966) ist 7, ein Extrempunkt des Raumes ‘

t=tot
S und ein gewohnlicher Punkt des Raumes S'.
b) Esseipy’(t) < 0(y'(t) > O)flirte(ty — 0,15 + 0),t # t,, gesetzt. Dle Funktion
y ist danach monoton in (¢, — J, ¢, + J) und fiir die Charakteristiken 4 und g gilt
sgn lim A(t) = —sgn lim A(t) und sgn lim g(¢) = sgn lim g(¢). Nach dem Satz 3.2

t=to— t—tot t=to— t=to+
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(Stach 1966) ist t, ein gewohnlicher Punkt des Raumes S und ein Extrempunkt des
Raumes S’.

Satz 1.11. Es mégen S und S’ regulire Raume eines bestimmten Typus sein.
Der Punkt 7, € i ist ein Extrempunkt des Raumes .S genau dann, wenn die Wronskische
Determinante jeglicher zwei Funktionen des Raumes S im Punkt 7z, gleich Null ist
und eine Funktion des Raumes S existiert, die in ¢, einen Extremwert besitzt.

Beweis: I. Es sei tyei ein Extrempunkt des Raumes S. Nach Lemma 1.3 ist

*die Wronskische Determinante jeglicher zwei Funktionen des Raumes S in ¢, gleich

Null und nach dem Satz 1.7 besteht eine Funktion y € S, y £ 0 mit y(t;,) = 0 und

¥'(ty) = 0. Nach dem Satz 3.2 (Stach 1966) muss fiir die Charakteristik /# der Basis

(¥, y) des Raumes S gelten [ lim A(t) ] = +00. Da S bestimmten Typus ist, existiert

t=to

6 > 0 derart, dass fir alle € (tg — 0, 1o + 0), t # 1o, y(t) < 0 oder p(t) > O ist.
Demnach besitzt y in ¢, einen Extremwert.

II. Es sei die Wronskische Determinante jeglicher zwei Funktionen des Raumes S,
in t, gleich Null und es gebe eine Funktion y € S, die in 7, einen Extremwert besitzt.
Aus der Formul fiir die Wronskische Determinante der unabhéngigen Funktionen y
und y des Raumes S gilt y(z,) = 0 und daraus ergibt sich fiir die Charakteristik A
der Basis (7, y) sgn lim A(t) = sgn lim h(r) und |lim A(t)| = |lim A(t) | = + 0.

t=10— t=to+ t=to— t=tot

Nach dem Satz 3.2 (Stach 1966) ist ¢, ein Extrempunkt des Raumes S.

Vereinbarung 1.3. Eine im Punkt ¢, von links wachsende (fallende) und von
rechts wachsende (fallende) Funktion wird als im Punkt t, wachsend (fallend) be-
zeichnet. Ist die Funktion im Punkt ¢, wachsend oder fallend, sagt man sie sei monoton
im Punkt #,. Ist die Funktion y im Punkt z, monoton und y'(t;) = 0, dann wird
gesagt, die Funktion y im Punkt ¢, eine 0-Wendung besitzt.

Satz 1.12. Es sei S’ ein reguldrer Raum eines bestimmten Typus. Der Punkt 7,
ist ein Extrempunkt des Raumes S’ genau dann, wenn es eine Funktion des Raumes S
gibt, die in 7, eine 0-Wendung besitzt.

Beweis: I. Es sei t, € i ein Extrempunkt des Raumes S’. Nach Lemma 1 (Travni-
ek, Kojecka 1972) gibt es eine Funktion y' e S'(y’ % 0) mit y'(#,) = 0. Nach dem
Satz 3.2 (Stach 1966) gibt fir die Charakteristik g der Basis (¥', »') des Raumes S’
} lim g(t)| = 4c0. Da S’ bestimmten Typus ist, existiert 6 > 0 mit y'(r) < 0

110
oder y'(r) > Ofliralle te (¢, — 6, ty + 6), t # ty, und daher ist y in ¢, monoton und
in bezug auf die Vereinbarung 1.2 besitzt sie in #, eine 0-Wendung.

II. Es gebe cine Funktion y € S, die im Punkt 7, eine 0-Wendung besitzt. Dann
ist y'(to) = 0, wobei 0 > 0 derart bestcht, dass fiir alle e (ty — 0, 1ty + 8), t # t,,
y'(t) < 0 oder y'(¢) > 0 ist. Fiir die Charakteristik g der Basis (7', ") des Raumes S’
folgt hieraus |lim g(t)| = Ihm g(t)| = +oo und sgn lim g(r) = sgn lim g(¢).

t—=to—

t=to— t=to+

Nach dem Satz 3.2 (Stach 1966) 1st ty ein Extrempunkt des Raumes S’.
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Satz 1.13. Es seien S und S’ regulire Raume eines bestimmten Typus. Es sei ¢z,
ein Extrempunkt des Raumes S(S’), hiernach ist #, ein gewohnlicher Punkt des
Raumes S'(S). _

Beweis: a) Es seit f, ein Extrempunkt des Raumes S. Nach dem Satz 1.11 ist
fiir jegliche zwei Funktionen w(#,) = 0 und aus Lemma 1.4 ergibt sich die Behauptung.

b) Es sei t, ein Extrempunkt des Raumes S’. Ist fiir jegliche zwei Funktionen
w(ty) = 0, dann folgt die Behauptung aus Lemma 1.4. Ist fiir jegliche zwei unab-
hangige Funktionen w(f,) # 0, dann folgt die Behauptung aus dem Satz 1.11.

Satz 1.14. Die Nullstellen jeglicher zwei unabhéngiger Funktionen des Raumes S
trennen sich und die Nullstellen ihrer Ableitungen trennen sich genau dann, wenn S’
eines bestimmten Typus ist, wenn fiir die Wronskische Determinante jeglicher zwei
unabhéngiger Funktionen des Raumes S die Beziehung w # 0 in i gilt und wenn
keine Funktion des Raumes S in keinem Punkt des Intervalls i/ eine 0-Wendung
besitzt.

Beweis: I. Die Nulistellen jeglicher zwei unabhéngiger Funktionen des Raumes .S
und ihrer Ableitungen mdgen sich trennen. Offenbar besitzen also weder zwei unab-
hangigen Funktionen noch ihre Ableitungen eine gemeinsame Nullstelle, S und S’
sind somit regular. Es seien u, v € S unabhingig und u besitze einen Haufungspunkt
t* der Nullstellen, ¢* € i. Folglich gibt es eine monotone Folge {t,} von Nullstellen
der Funktion u, t, — t*, 1, # t*. Ist beispielsweise {t,} wachsend (dhnliches gilt fiir
fallend), so betrachten wir die Intervalle <z, t,,». Der Voraussetzung nach gibt es
innerhalb eines jeden von ihnen einen Punkt x, mit v(x,) = 0. Wegen 7, < x; < 1,4
ist dann nach dem Drei-Grenzwertsatz x, — t* und r* ist ein Haufungspunkt der
Nullstellen der Funktion v. Wegen der Stetigkeit von v und v ergibt sich

u(t*) = limu(t,) = 0,

k-
o(t*) = limo(t) = 0
k- o
im Widerspruch zur Regularitit des Raumes S. Folglich ist S eines bestimmten
Typus, was sich auch fiir S" analog beweisen lasst. Somit gibt es erste und zweite
Phasen des Raumes S, die nach dem Satz 7 (Travnicek, Kojecka 1972) im Intervall i
monoton sind, woraus unter Beriicksichtigung der Satze 1.11 und 1.12 der erste Teil
der Behauptung abzulesen ist.

II. Es sei S’ eines bestimmten Typus, fiir die Wronskisché Determinante jeglicher
zwei unabhingiger Funktionen des Raumes S gelte w # 0 in 7 und es mégen keine
Funktionen des Raumes S in keinem Punkt des Intervalls / eine 0-Wendung besitzen.
Aus Satz 1.9 folgt die Regularitit von S und S’ und die Bestimmtheit des Typus von S,
es existieren also erste und zweite Phasen des Raumes S. Nach den Séatzen 1.11 und
1.12 liegt kein Extrempunkt weder von Raum S noch von S’ in i. Also « und f sind
monoton und unter Beriicksichtigung von Satz 7 (Travni¢ek, Kojecka 1972) ergibt
sich hieraus der zweite Teil der Behauptung.
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Satz 1.15. Trennen sich die Nullstellen jeder zwei unabhingiger Funktionen des
Raumes S und trennen sich die Nullstellen ihrer Ableitungen, so trennen sich auch
die Nullstellen jeder Funktion des Raumes S und die ithrer Ableitung.

Beweis: Es sei {f,} (k =0, +1, +2,...) ein vollstindiges System von konju-
gierten Punkten eines Definitionsbereichs / = (a, b) des Raumes S (Travnicek,
Kojecka 1972), welche die Nullstellen der Funktion v der Basis (u, v) darstellen.
Nach dem Rolleschen Satz gibt es in jedem Intervall (¢, t,,,) mindestens einen
Punkt ©, mit v'(©,) = 0. Es mogen in einem von diesen Intervallen zwei verschiedene
Nulistellen (wir schreiben dafiir &, &,) der Funktion v liegen. Nach dem Satz 5
(Travnicek, Kojeckd 1972) ist in jedem Intervall (7., t,. ) die erste Charakteristik /4
der Basis (4, v) monoton und nimmt alle Werte aus Intervall (— oo, -+ o0) an. Gleich-
falls ist im Intervall (¢,, &,) die zweite Charakteristik g der Basis (i, v) monoton und
nimmt alle Werte aus Intervall (— oo, + 00) an. Offenbar gibt es einen Punkt x e (¢,
&,) mit A(x) = g(x) d. h. fiir die Wronskische Determinante der Funktionen der Basis
(u, v) gilt w(x) = 0 im Widerspruch zum Satz 1.14. In jedem Intervall (f,, t;+,)
existiert also genau eine Nullstelle der Funktion v'. Besteht in {¢,} die kleinste Zahl ¢*
oder die grosste Zahl r**, so wird sinngemédss bewiesen, dass in den Intervallen
(a, t¥), (t**, b) hochstens eine Nullstelle der Funktion v’ liegt.

Bemerkung 1.3. Es ist leicht zu beweisen, dass die Menge von Integralen einer
Differentialgleichung y” = Q(¢) », wo Q(t) eine stetige Funktion im Intervall 7 ist,
einen zweidimensionalen Raum stetiger Funktionen mit einem Definitionsbereich i
im Sinne der Definition 1.2 (Stach 1966) bildet.

Satz 1.16. Die Menge der Ableitungen aller Integrale der Differentialgleichung
y" = 0(t)y, wo Q(t) eine stetige Funktion im Intervall i darstellt, ist ein lincarer
zweidimensionaler Raum stetiger Funktionen mit einem Definitionsbereich i genau
dann, wenn Q(¢) £ 0 in jedem Intervall j < i ist.

Beweis: Fiir die Wronskische Determinante der Ableitungen der Integrale u, v
einer Differentialgleichung y” = Q(t) y ergibt sich ¥ = u'v" — v'u”" = —Qw, wo w
eine Wronskische Determinante von Integralen u, v darstellt.

1. Es mo6ge die Menge von Ableitungen aller Integrale einer Differentialgleichung
y” = Q(t) y einen zweidimensionalen Raum bilden. In bezug auf den Satz 1.6 gilt
dann fiir die Wronskische Determinante der Funktionen der Basis (', v") des Rau-
mes von Ableitungen der Integrale w % 0 in jedem Intervall j < i. Hieraus folgt der
erste Teil der Behauptung.

II. Es sei Q(¢) £ 0 in jedem Intervall j < i. Da fiir die Wronskische Determinante
der Funktionen von Basis (u, v) des Raumes von Integralen in jedem Intervall j < {
die Beziehung w = 0 gilt, gilt dasselbe auch fiir die Wronskische Determinante der
Funktionen «’, v, woraus unter Beriicksichtigung von Sitzen 1.6 und 1.3 der zweite
Teil der Behauptung abzulesen ist.
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2. Rédume von Funktionen, deren Ableitungen einen linearen eindimensionalen Raum
stetiger Funktionen bilden.

Definition 2.1.Seii « E,. Es sei u eine stetige Funktion einer reellen im Intervall
i erklarten Verdnderlichen mit # % 0 in jedem j = /. Ein System R aller Funktionen
der Form y = cu, wo ¢ eine beliebige reelle Konstante bedeutet, heisst ein linearer
eindimensionaler Raum stetiger Funktionen. Das Intervall 7 stellt einen Definitions-
bereich. des Raumes R dar.

Bemerkung 2.1. Man sieht, dass jegliche zwei Funktionen y,, y, € R abhingig
sind, fiir jede Funktion y € R (y % 0) die Bezichung y % 0 in jedem Intervall j < i
gilt, jede Funktion y € R sich als y = c¢,u, schreiben lasst, wo u, € R (u; £ 0) und ¢,
eine geeignete reelle Zahl darstellt. Jede Funktion u € R, u = 0, heisst also eine Basis
des Raumes R. Die Nullstelle einer Basis des Raumes R ist offensichtlich die Null-
stelle jeglicher Funktion y € R.

Bemerkung 2.2. Fiir jeden im Intervall / erklarten zweidimensionalen Raum S
mit der Basis (u, v) gilt S = R, + R,, wo R, R, eindimensionale im Intervall i
erklarte Rdume mit den Basen u und v darstellen. Umgekehrt aber, fiir die Summe R
der zweien, im Intervall i erklarten eindimensionalen Raume R, , R,, mit den Basen u
und v, d. h. R = Ry + R,, konnen folgende Moglichkeiten eintreten:

1. wenn u und v abhédngig sind, so ist R ein eindimensionaler Raum,

+ 2. wenn u und v unabhdngig sind, so ist R ein zweidimensionaler Raum,

3. wenn u und v weder abhingig noch unabhangig sind, so ist R weder ein eindi-
mensionaler noch ein zweidimensionaler Raum.

Satz 2.1. Die Ableitungen der Funktionen der Basis (, v) des Raumes S mdgen
abhéngig sein. Danach sind die Ableitungen jeglicher zwei Funktionen des Raumes S
abhéngig.

Der Beweis fiir die unabhidngigen Funktionen verlauft ganz dhnlich dem zum
Satz 1.1, fiir die abhangigen Funktionen ergibt sich die Behauptung aus Lemma 0.1.

Satz 2.2. Die Ableitungen jeglicher zwei Funktionen des Raumes S sind abhingig
genau dann, wenn es eine Funktion des Raumes S gibt, die der von Null verschiedenen
Konstante identisch ist.

Beweis: I. Jegliche zwei Funktionen des Raumes S mogen abhédngige Ableitungen
haben. Wenn (u, v) eine Basis des Raumes S ist, dann offenbar mindestens eine der
Funktionen »' und v’ ist nicht identisch gleich Null. Es sei also #' = 0, dann ist
v’ = cu’, wo c eine geeignete Zahl bedeutet. Nach Ausfiihrung der Integration erhalt
man v = cu + k, wo k # 0 eine im beliebig gewéhlten Punkt ¢, € i, durch die Werte
u(ty) und v(ty) eindeutig bestimmte Konstante bedeutet. Hieraus folgt fiir ¢ = 0,
dass die Funktion y = k zu S gehort, was den ersten Teil der Behauptung darstellt.

II. Nun werde angenommen, es gebe eine Funktion ye S, y =k, k # 0 eine
Konstante ist. Fiir geeignete Zahlen ¢, ¢, (¢ + c§ # 0) gilt im Intervall i c,u +
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+ ¢20 = k, wo (u, v) eine Basis des Raumes S ist. Nach Ausfilhrung der Differentia-
tion erhalt man c,u’ + ¢,v' = 0 und daraus den zweiten Teil der Behauptung.

Vereinbarung 2.1. In diesem Absatz werden lediglich zweidimensionale Rdume
untersucht, deren jegliche zwei Funktionen abhiangige Ableitungen haben.

Bemerkung 2.3. Ist ue S und v’ £ 0, so sieht man sofort, dass S’ einen eindi-
mensionalen Raum stetiger Funktionen mit einer Basis u’ bildet. Aus Satz 2.2 ergibt
sich die Existenz der Basis (¥, k) des Raumes S mit k # 0 als Konstante und hieraus
die Regularitit des Raumes S. Fiir die Wronskische Determinante jeglicher zwei
Funktionen des Raumes S gilt offenbar w = Ku', wo u’ eine Basis von S’ und K
eine geeignete Zahl sind (fir unabhidngige Funktionen ist K # 0, fiir abhidngige
Funktionen K = 0). Da bei den Beweisen von Satzen 1.5, 1.6, 1.7 und von Lemma 1.2
keine Forderung, dass S’ ein zweidimensionaler Raum ware auftritt, gilt diese Be-
hautpung auch fiir die zweidimensionalen R4ume von Funktionen, deren Ableitungen
den eindimensionalen Raum bilden.

Definition 2.2. Ein eindimensionaler Raum R heisst ein Raum vom Typus &
ini=(ab),k=0,1,2,..., wenn es eine Funktion des Raumes R gibt, die genau k
Nullstellen besitzt. Ein Raum R heisst vom Typus + o0, bzw. —o0, bzw. + 00 in
i = (a. b), wenn es eine Funktion mit unendlich vielen Nullstellen gibt, die einen
Haufungspunkt a, bzw. b, bzw. a, b haben und keine anderen Haufungspunkte ihrer
Nullstellen besitzt. Ein Raum R vom Typus k, + 00, —00, o0 in i = (a, b) heisst
ein Raum eines bestimmten Typus in i = (a, b).

Bemerkung 2.4. Wiederum wird bei den Beweisén von Sitzen 1.8, 1.10 und von
Lemma 1.3 keine Forderung auf die Zweidimensionalitit des Raumes S’ gestellt,
weshalb diese Behauptungen auch fiir die in diesem Absatz untersuchten Raume
gelten.

Satz 2.3. Es moge S’ eines bestimmten Typus sein.

a) Der Punkt 7, € i stellt einen Extrempunkt des Raumes S genau dann dar, wenn
es eine Funktion des Raumes S gibt, die in 7, einen Extremwert besitzt.

b) Jede Phase des Raumes S besitzt in € i eine 0-Wendung genau dann, wenn
es eine Funktion des'Raumes S gibt, die in ¢, eine 0-Wendung besitzt.

Beweis: Beide Behauptungen folgen wegen (*) und der Bestimmtheit des Typus
des Raumes S’ aus den Beziehungen o’ = —w/(k* + u*) und w = ku’, wo w eine
Wronskische Determinante und o eine Phase der Basis (i, k) des Raumes S sind.

Satz 2.4. Die Menge der Ableitungen aller Integrale der Differentialgleichung
y' +pt)y + q(t)y =0 mit p(t) und ¢(r) als stetige Funktionen im Intervall i
stellt einen linearen eindimensionalen Raum stetiger Funktionen mit einem Defini-
tionsbereich i genau dann dar, wenn ¢(¢) = 0 ist. !

Beweis: L Ist g(t) =0, so besitzt die Differentialgleichung y" + p(t) y' + q(t) y =
= 0 eine Losung der von Null verschiedenen Konstante identisch, woraus sich wegen
Satz 2.2 der erste Teil der Behauptung ergib}.
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II. Bilden die Ableitungen von Integralen der Differentialgleichung y” + p(¢) y’ +
+ q(t) y = 0 einen eindimensionalen Raum, so: besteht eine Basis (u, k) eines Inte-
gralenraumes. Die diesem Integralenraume angehorende Differentialgleichung lasst
sich m. folgender Form schreiben

= ku"y’ — ku'y” =0, also q(t) = 0.
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Shrnuti

LINEARN[ DVOJROZMERNE PROSTORY SPOJITYCH FUNKCI
SE SPOJITYMI PRVNIMI DERIVACEMI

JITKA KOJECKA

Ve své praci (1966, 1967) studuje K. Stach linearni dvojrozmérné prostory spojitych
funkci z hlediska teorie O. Boruvky o transformacich fe$eni linearnich diferencialnich
rovnic 2. fadu. V predloZené praci se vysetruy zakladni vlastnosti dvojrozmérnych
prostord S <= C,(i).

Pro derivace nezavislych funkci u, v € S mohou nastat tfi pfipady: 1. «’, v’ nejsou
ani zavislé ani nezavislé; 2. ¥', v’ jsou nezavislé; 3. u’, v’ jsou zavislé. V pfipadé 2
tvofi mnoZina S’ derivaci vSech funkci z S linearni dvojrozmérny prostor spojitych
funkeci (viz odst. 1), v pfipadé 3 je S’ linearni jednorozmérny prostor spojitych funkci
(viz odst. 2). »

V odstavci 1 jsou vySetSovany vlastnosti funkci a fazi prostoru S v zavislosti na
vlastnostech. wronskianu dané baze (Cauchyova uloha, regularnost prostora S, S’,
existence extrémnich bodi prostort S, S’, oddélovani nulovych bodi kazdych dvou

N Cs

K ’ . ! o

e . 29



dvou nezavislych: funkci pfostoru S a jejich derivaci). Zavérem je uvedena souvislost
s prostory integrali diferencidlni rovnice y" = Q() y.

V odstavci 2 se analogicky studuji vlastnosti prostort funkci, je-1i S’ jednorozmérny
prostor. )

Pesiome

JIVHEWHBIE IBYMEPHBIE IIPOCTPAHCTBA HEINIPEPBIBHBIX
®VHKIOUWN C HENMPEPHIBHLIMU MMEPBBIMU MPOU3ZBOJHBIMU

NUTKA KOMELKA )

B cBoux pabotax (1966, 1967) uzyuaer K. Ctax nuHeiiHOe ABYMEPHOE MPOCTPAaH-
CTBO HENpepHIBHBIX QYHKIMH ¢ TOukH 3peHust Teopun O. bopyBka o mpeobpa3oBaHHIX
pelieHud JHHeHHBIX MU epeHnnanbHBIX ypaBHeHMH 2. mopsaka. B HacTosiuei
paboTe McCieAyrOTCsI OCHOBHBIE CBOMCTBA ABYMEPHBIX HpocTpaHcTB S € C;(i).

J5is NMpOuM3BOMHBIX HE3aBHCUMBIX (YHKUMH #, v € S MOTYT HUMETh MECTO TpPH
cnydau: 1. u', v’ HE ABJSAIOTCS HM 3ABUCMMBIMH HM HE3aBUCHMBIMA, 2. 1, v’ ABJISIOTCS
He3aBUCHMBIMH, 3. u’, v’ 3aBUCHMBIe. B ciydae 2 o6pa3yeT MHOXeCTBO S’ IPOU3BOI-
HBIX BeeX QYHKIMA 13 S AByMepHOe JINHEHHOe MPOCTPAHCTBO HENPEPHIBHBIX (PYHKLIH
(cM. a63. 1), B ciyyae 3 — S’ sABjAseTCA OQHOMEPHBIM JIMHEHHBIM IIPOCTPAHCTBOM
HenpepbiBHbIX QYyHKIMA (cM. a63. 2).

B a63. 1 uccnenosanbl cBOUCTBA QyHKUMA U (a3 HIPOCTPAHCTBA S B 3aBHCUMOCTH
OT CBOMCTB BPOHCKHAHA 3aaHHOro 6asuca (3amaua Kolum, peryJispHOCTb Ipo-
CTPaHCTB S, S’, CyIIeCTBOBaHUE TOYEK IKCTPEMYyMa MPOCTPAHCTB S, S’, uepenoBaHue
HyJieit TIoOBIX ABYX He3aBUCHMBIX QYHKUUHA #, v € S ¥ MX NMPOU3BOIHBIX u', v’ € S’).
B 3akitoyeHue NpUBEIEHA CBSI3b C MPOCTPAHCTBOM peiueHuid auddepeHIaibHOro
ypaBHeHud y’' = Q(t)y.

B ab63. 2 aHanormueckuM o6pa3oM H3yYeHbl CBOMCTBA TPOCTPAHCTB (yHKIMit
B ciyuae, Koraa S’ OIHOMEpPHOE NPOCTPAHCTBO.
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