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Katedra

ZUR BESTIMMUNG DER GRUNDINTEGRALE VON
DIFFERENTIALGLEICHUNG y” = q(x)y

JIRf KOBZA
(Eingelang am 9. September 1971 )
Gewidmer Herrn Prof. Dr. Miroslav Laitoch zum 50. Geburtstag

Gegeben sei cine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

¥y = q(®)y @
wo q(x) € C(j), j - (a, b)a® | b << 4 oo
Im folgenden wird stets angenommen, dass eine Losung y(x) € (¢) [bzw. y(x) €
(¢)] derart besteht, dass y(x) [¥'(x)] im Intervall j zumindesten zwei Nullstellen
besitzt. Weiterhin im Einklang mit [2] dcfinieren wir die Grundzahl und das
Grundintegral der Dgl (¢) im Intervall j folgendermassen:

R, [S,], » == 1,2 sci eine Menge aller Zahlen x €, zu denen eine Zahl x" €5,
x' < x [x' > x] und eine solche Losung y(x) € (¢) existieren, dass y¢ V(x) ==
= y®V(x") = 0, » = 1,2 (d. h. R, [S,] ist eine Menge aller Zahlen im Intervall
7> zu welchen eine links [rechts] »-konjungiertge Zahl, » 1, 2, existiert).

Dann existieren die Zahlen

r, == inf R, linkssetige v -~ Grundzahl 12

s, == sup S, rechisseitige v — Grundzahl " ’
Ein Integral y(x) der Dgl (¢) mit der Eigenschaft
a) y(ry)) = 0 b)y(s) = 0 ¢)y(ry) = y(s;) = 0 ) )
wird a) linksseinges b) rechisseitiges ¢) zweiseitiges Grundintegral der Dgl (g) im
Intervall j gennant. (Analoge Definition ldsst sich auch fiir » == 2 herleiten.)

Ist im Intervall j = (a, b) dic Zahl x = a [x == b] ein Hiufungspunkt der

Nullstellen von y(x) € (), so ergibt sich nach vorgehender Definition und bekan-
nten Eigenschaften der Losungen von Dgl (g)

=T sa [sy = s5==q].
Lemma. Seien u(x), v(x) zwei im Intervall j linear unabhingige L dsungen der

Dgl (q). Bezeichne {w}y-1, (BT 1,{o}i 1, (Bl4)"y die wachsenden Folgen aller
Nullstellen der Funktionen u, v, u'y v’ im Intervall j (jm —n| < 1, |m' —n'| = 1,
Im—m| <1, n-—-n'| = 1)

Wenn a < f <ay << fa <.+ Lo Bma <oy <Bm<<b] gt
so ist auch 1, € (o fis) [s1 € Bm1s 2 )] -

Wenn a < f <on <fa<... . [.. B < :xi., < B < b] gilt,
50 ist auch ty e { o1 f2) [s: € (Bmr-1s 2 ) 1
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Bewcis. Wir bewcisen dic Giiltigkeit der Behauptung iber »,; ganz ent-
sprechend beweist man die anderen Behauptungen. Es ist klar aus der Defini-
tion der Zahl r; und aus den bekannten Eigenschaften der Loésungen von Dgl
(¢), dass r; << ff,. Wenn r, << «; gelte, so miisste auch gelten, dass fiir jedes
X, ¢ (ry, %) eine Zahl x, € (@, x,) und cinc Losung v(x) € (¢) besteht, wobei

- ¥(x,) - 0 ist. In solchem Fall misste jedoch die Losung u(x) im Inter-
Vall (xy, x,) eine Nullstelle besitzen, was im Widerspruch zu unserer Annahme
beztiglich der Anordunng von Nullstellen der Losungen u, v ist.

Satz 1. Seien u(x), v(x) zwei im Intervall j = (a, b) linear unabhdngige
Lisungen der Ggl (g) und (a0}, (B3 1 {oc,,},, 1> B die wachsenden
Folgen aller Nullstellen der Funktionen u, v, u', »" im Intervall .

1. Gilt
a)a-Tfycay o fyciage .. [@) @ ptad o fh e ahe L
sgn g(x) =0 fiir xe(a, pi) U (o1, B2l
b) 7, = lim e(x)/u(x)l, xp€ (2, fy)
[b) 1, lim @' (), x e, )]
so sind folgende zwei Behauptungen dquivalent, '
1" Es exmzcren xq € (a, 1), ¥(x) € (q) derart, dass y(xo) y(x) 0 ist [es exis-
tieren xy € (a, f1), v(x)e(q) derart, dass y'(x,) == y'(%,) — 0 ist].
2° jo(xy)fu(x,) -~ 1 [ (x)u'(xy)i = 1]
1. Gilt
) Py P b [Cl) e P):n’ Lo /7';11' < b
sgnq(x) # 0 fiir xe (B 1, x)U (B, b))
d) ko lim () u(x)l s %, € (Buers o)
X b
[d) &, lim 12'(x)/0'(x) 5 xu0 € (Bur 15 2%00)]
xob
so ergeben sich zwei dquivalente Behauptungen
e’ Es existieren Xy € (i, ), y(x)€(q) derart, dass y(x,)  y(x,.,) = 0
[es existieren x,1., € (fyr, b)y ¥(x) € (q) derart, dass y'(x,:) ~ y'(x,0,,) = 0] ist.

4° [o(xy)u(xn)l < Ry [0 (%) u' (") <= k)

Beweis. Das Verhiltnis o(x)/u(x) ist eine monotone Funktion in jedem
Intervall, wo u(x) 0 ist, denn
(v/u) = W(u, v)/u* [W(u, v) ist die Wronski-Determinante der Losungen
u, v). Analog (v'/u") = —qW/u'* ; folglich ist das Verhiltnis v/« einc monotone
Funktion in jedem Intervall, wo #'(x) # 0 und sgn ¢(x) # 0 ist. Des weiteren
gilt

lim [o(x)/u(x)] = 0, lim [o'(x)/u'(x)] = 0

x> fin xor

lim jo(x)fu(x)] -~ 4 co, limriw'(x)/u'(x): j oo,
Das Verhaltnis v/u [v'/u'] wechselt das Vorzeichen in jedem der Punkte «,, {3,
[1, u], weshalb sgn {v/u} [sgn {2'/u’}] in den Intervallen (a, $,) und (ay, f,)

[(a, 1) und (o1, B5)]s (B 15 o) und (B, &) [(Brr 15 o) und (6,7, b)] denselben
Wert besitzt.
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Wir bewciscn bloss dic Bchauptung I unter den Voraussetzungen a), b);
die Beweise der anderen Behauptungen lassen sich analog fithren.
1. Fir x, € (%, f,) gelte 'o(x))fu(x)| - .
Dic Stetigkeit, Monotonie und das gleiche Vorzeichen von v/u in den Interval-
len (a, f#,) und (=, fi,) gewihrleisten die Existenz der Zahl x, € (a, f3;) derart, dass
(%) ?_(xx) h. u(xo) ”(xo)ii .
u(xo)  u(x;)’ u(xy) o(xy)]
Das bedcutet, dass das System zweier linearen Gleichungen
¢y u(xy) + ¢y v(xy) = 0
oy u(x,) + ¢ v(x;) = 0
eine nichttriviale Losung ¢,, ¢, (¢} - ¢ > 0) hat.
Die Funktion y(x) = ¢; u{x) + ¢, 2(x) stellt in dicsem Fall dic Losung der Dgl
(¢) mit Nullstellen x,, x, dar.

0 ist.

©)

2. Fir eine x, € (%, (3,) seien umgekehrt x, € (a, ;) und y(x) € (¢) derart
gegeben, dass v(x,) — y(x,) == 0. Weil «, » linear unabhingige Losungen der
Dgl (g) sind, existieren die Konstanten ¢, ¢, (¢} + ¢} - 0) so, dass y(x)

cu(x) -+ cyo(x) ist, d. h. dass Gleichungssystem (C) besitzt cine nichttriviale
Losung, was nur dann méglich ist, wenn o(x,)/u(x,) = v(x,)/u(x,) gilt.

Weil dic Funktion |o/u| im Intervall (e, ;) monoton abnehmend ist und
x, € (a, py) gilt, folgt dann

im Jo(x)ju(x)| = I ~ jo(x)/u(x)] .

x—+al

Satz 2. Seien u(x), v(x) im Intervall j — (a, b) linear unabhdingige L dsungen
der Dgl (g). Fiir die Nullstellen der Funktionen u, v, u' v' verwenden wir die Be-
zeichnungen aus Satz 1.
1° Gelten die Voraussetzungen a), b) aus Satz 1, so ist die Zahl r, eindeutig
bestimmt durch die Beziehungen
a) 7y € (a; Bo), [0(r)/u(r)t = Iy wenn 1 <= -foo gilt,

b) r, - oy, wenn Iy - oo st

2° Gelten die Voraussetzungen a’), b") aus Satz 1, so ist die Zahl r, eindeutig bestimmt
durch die Beziehungen

a) 1y e (a f2), |0’ (r)u'(ry)l < 1, wenn [, < oo gilt,

b) ry = a1, wenn I, = oo ist

3° Gelten die Voraussetzungen c), d) aud Satz 1, so isz die Zahl s, eindeutig bestimmt
durch die Beziehungen

a) s, € (B 15 %)y (0(s)/u(sy)] — Ry, wenn  ky - oo gilt,

b) s = a,, wenn k, = 4-oco ist.

4° Gelten die Vorausserzungen c'), d') aus Satz 1,50 ist die Zahl s, eindeutig bestimmt
durch die Beziehungen

a) 5y € (B 15 o)y 10/ ()0 (So)] = ko wenn ky < -t oo gilt,

b) sy = ay, wenn ky - oo st

Beweis zur Behauptung 1°; Aus unserem Lemma ist bekannt, dass
€ (o, fy) ist.
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a) Wenn /, = oo gilt, so wegen der Monotonie von [o/u| und zufolge
dessen, dass hm “u/ui +o0, existiert eine Zahl r, € («;, f3,) derart, dass

lo(ry)u(ry)] = 1l st und fiir jede x> 1, xe (o5 By) st |o(x)/u(x) < I,,
wihrend fiir jede x < 7y, x € (o, f f2) gilt |v(x)[u(x)| > I,. Nach Satz1 und nach
der Definition der Grundzahlen ist somit bewiesen, dass r, die linksseitige
Grundzahl der Ggl (¢) im Intervallj — (a, b) ist.
b) Wenn /; = -} oo ist, so gilt fiir jede x € («,, f,) auch [v(x)/u(x)| < I,
und nach Satz 1 und nach der Definition der Grundzahlen ist daher r, == a,.
Ganz entsprechend geht man in Bewcisen der anderen Behauptungen vor.

Satz 3. Seien u(x), v(x) zwei linear unabhdngige L sungen der Dgl (q) im
Intervall j == (a, b)

1° Gilt
a) u(x) hat genau n Nullstellen o, <~ o2, <7 ... " o, im Intervallj,
b) lim |v(x)/u(x)| == + oo [b) lm; [o(x)/ u(x)» == +4o0],

50 besztzt o(x) eine Nullstelle i, [, 1] im Intervall (a, x;) [(o,, b)].
2° Gilr
a) u'(x) besitat genau n Nullstellen (jn' —n| < 1)
o) << oy < ... <7 oy im Intervall j,
b) sgn ¢q(x) ~ 0 im Intervall (a, 1) [(o, b)],
Ixm o' (x)/u'(x)] — o0 [b)llm 19 (x)/u (%) = { oo],
s0 bemzt v'(x) eine Nullstelle i [y 4] & mz Intervall (a, o) [(aprs B)].
Den Beweis fiihren wir fiir dic Behauptung 1° unter Voraussetzungen a), b)
und fiir die Behauptung 2° unter Voraussetungen a), b). Die anderen Beweise

werden dhnlich verlaufen. Die Eigenschaften der Funktionen w»(x)/u(x) und
o'(x)/u'(x) sind beschricben im Beweis von Satz 1.

A

Beweis zur Behauptung 1°: Setzen wir voraus, dass x, - i, gilt, wobei
sgn [v(x)/u(x)] == (—~1)¥ im Intervall (o, f5,); & == 0,1.
Dann ist lim [(-DF o(x)/u(x)] = oo, llm [(—1)F o(x)ju(x)] =

die Funktion (f— 1)’” v(x)/u(x) st monoton abnehmend im Intervall (a, ozl), worin
sgn [fu(x)/u\x)] —1)F gst.
Hiemit hm 71)" 2(x)/u(x)] hm — 1% p(x)/u(x)| = --co. Folglich die

hmkuon (—— Dfo(x)/u(x) im Imervall (a, o,) soll monoton abnchmend sein
und es soll gleichzeitig gelten llm [(—1)F v(x)/u(x)] = —o00,

was jedoch nicht moglich 1st, wcshalb dic Voraussetzung 2, <= 8, nicht gilt.
Da o, # f3, ist, muss f§, <7 «, gelten.

Beweis zur Behauptung 2°: Wenn oj <2 8 gelte, so miisste auch unter
Voraussetzungen a), b) folgendes gelten:

sgn [v'(x)/u'(x)] = (—1F fiir xe (o, f1), 1,2 und daraus
Ilm [(* 1) 'z)'(x)/u (x)] = -Foo, hm [( l)’“ v'(x)/u(x)] = -—oo0; ferner ist
sgn [0/ (x) "(20)] = (=D, o' (x)ju @)= (*1)"“ [v'(x)/u’(x)| im Intervall (a, o1).

Die Funktion (* 1)* v'(x)/u’(x) soll monoton abnehmend im Intervall (a, «j).
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sein und es soll gleichzeitig gelten
lim [(—1Fo'(x)/u'()] = lim [(—1)*" o' (x)/u(x)] = oo,
x—>at x->at
was jedoch nicht méglich ist. Weil «; == f{ auch nicht gelten kann, gilt f; < o

Satz 4. Seien u(x), v(x) linear unabhdingige L dsungen der Dgl (q) im Interval
7 = (a, b). Wenn u(x) [u'(x)] im Intervall j genau n[n’] Nullstellen «,[o}] besitzt
und

lim |o(x)/u(x)| —= lim |o(x)/u(x)] = oo
x—>al X b-
[lim [o'(x)/u'(x)] = lim |o'(x)/u'(x)| = +oo, sgn ¢(x) # 0 in den Intervallen
x—>at x—>b—
(a, o), (e, BY]_gilt, ,
50 hat v(x) [v'(x)] im Intervall j genaun + 1 [n" + 1] Nullstellen.
Beweis. In jedem Intervall (o, o,,y), v = 1,2,...,2—1 [(0, o5,y),
v = 1,2,...,n" — 1] besitzt v(x) [v'(x)] (nach dem bekannten Satz aus der
Theorie der Differentialgleichungen) genau ecine Nullstelle. Je eine Nullstelle
wird uns sichergestellt durch Satz 3 in den Intervallen (a, o), (o, &) [(a, 1),
(o B)].
Spezialfille.
A. Die Dgl y" = —n*y (—n?)

COS nx
m/n’ fijrv;1’2"""'7171:2,3,....
2v —~ 1) 7a/2n v 1,2 n

Wird u(x) = sin nx, v(x) = cos nx gesetzt, so erhalten wir zur Bestimmung
von ry, s, mittels Satz 2

lim [o(x)/u(x)] = lim [o(x)fu(x)| = feo.

besitzt im Intervall j = (0, #) die linear unabhingige Losungen {Sm nx} mit

den Nullstellen {

%);n‘;2,3,... .
Gemiss der Nullstellenzerlegung stellt sich zur Bestimmung von r,, s, durch
Anwendung von Satz 2 als notwendig zu sctzen

Deswegen ist r, = zfn, s, = n (1 -

u(x) = cos nx, u'(x) - —nsinnx
o(x) = sin nx, '(x) == 7ncosnx;
es gilt lim |o'(x)/u(x)| = lim |o'(x)/u'(x)] == oo
X041 o
und somit =0 v - AN, S, m S =7 (l — ’ll-); n 2,3,

Wollen wir die Unabhingigkeit der Bestimmung von r,, s, von der Wahl der
partikuliren Losungen demonstrieren, so konnen wir

u(x) = sinnx +4- cos nx, o(x) = sin nx — cos nx
wihlen. Thre Nullstellen sind

v —1

T v
—--n —T, V= 1,2,...,71.

g =
“v*"-;n“i“nﬂ /’u-4n+
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Es gilt lim  o(x) u(x)) 1;
0

i

R o, ,7)
an’ n 4n

die Gleichung 'o(x)/u(x). 1 besitzt im Intervall ( Z—
cine cinzige Losung x - a/n.
Es ist somit 7, -= 7/n und analog fiir r,, s5,, 5. Die Losung y(x) -= sio nx ist
hiemit das zweiseitige Grundintegral der Dgl (7% im Intervall j - - (0, 7).
B. Diec Legendreschen Polynome P,(x) und die Funktionen Q,(x)
(siche [1], [3], [4]) sind im Intervall j -~ ( -1,1) linear unabhingige Losungen
der Dgl
(1 —=x)Y" 2xY" +-n(n )Y =0, (Ly)
welche nach der Transformation y(x) |1 - x* Y(x) auf die Normalform
(Jacobische Form) in die Dgl
. fu(n + 1) 1
i ] by
Y 1= " e
iibergeht. Die Funktionen
w(x) -1 2P, o® 120

sind somit linear unabhingige Losungen der Dgl (L)). Bekanntlich (vgl. etwa
[3], [4]) besitzt die P,(x) genau n, dic Q,(x) genau » -| 1 recle Nullstellen im

Ly

Intervall j = (—1,1) und es gilt lim  1Q,(x)i = lim 1Q,(x) | oo,
v 1 X1
P, 1)} == 1. Dann gilt fiir 2,(x)/u,(x)
lim v, (x)] - lim 1Q,(x)/Pu(x) | oo
X—s 1T o 114

Es gilt also laut Satz 2: Die Zahl r, fiir die Dgl (L) im Intervall j — ( -1,1)
ist gleich dem kleinsten Wurzel P,(x), die Zahl s, ist gleich dem grosstem Wurzel
P,(x) und die Losung ¥(x) — /1 — x2 P,(x) ist das zweiseitige Grundintegral.

C. Differentialgleichung der Jacobischen Polynome.
1. Aus der Theorie der Differentialgleichungen im Komplexbereich (vgl.
ctwa [1], [5]) ist es bekannt, dass die hypergeometrische Dgl
21 -2y’ +c— (@i b+ Dalu’  abu 0 (H)

eine partikulire Losung
v Fla, b ¢ 5) - S‘Qz),, )n ) EZ;S = tlz(a + ... (@tn—-1),

L nt () -
60

besitzt, dic reguldr in z - 0 ist. Diz Reihe ist fir

1z 1 absolut konvergent

jzi =1, Re(fat+b6 -¢)- 0 absolut konvergent

2] 1, 0=Rec(a {6 ¢ 1 nichtabsolut konvergent
'zj= 1, 1 <Rela-ib ¢ divergent.

Des weiteren gilt fir Re (¢ —a —b) >0, ¢ / 0, —1, -2,...,
Fla,bs¢;1) = I'(c). I'(c ~a -b)[1'(c —a). I'(c —b).
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Ist ¢ von der ganzen Zahl verschieden, so ist die zweite von %, linear unabhéngige
Losung der Dgl (H)

uy =2V O0F(@ - c+41),b6 ¢4 1;2 c52);
fiir ganzzahligen c tritt in der Losung », ein Logarithmus auf (des niheren siche
[5]; in Spezialfillen werden im folgenden angegeben).

% i)

2. Differentialgleichung der Facobischen Polynome P’} (x)
)y [f -z (b 2]y bt pin b Dy 0 ()
xej (LI,
geht durch die Transformation & (1 -+ x)/2, y(x) y@2& 1) Y(&),
£e(0,1) in ein Spezialfall der hypergzometrischen Dgl
OV Bl @B DAY Al g e DY -0 ()
iiber. Diese Dgl besitzt nach Absatz 1 fiir # 4 0, 1, 2, ... linear unabhingige
Losungen
Y& F(-n, 2t paon 13140858
Yy(&) - EPF(-n p,oin 131 f; 8.
Dic Funktionen
@) = F( ony o pon s 1510 f5 T (14 x) )
Yo(0) = [(1 | )21 AF(~n -y 2+ n 15 1~ 5 1, (14 x)
sind in diesen Fillen linzar unabhingige Losungen der Dgl (¥,). Die Losung
v,(x) ist ein Polynom n-ten Grades, denn die Reihe fiir ¥ endet nach dem n-ten
Glied. Die Reihe von y,(x) ist konvergent fir x € { - 1,1); im Punkt x - |
nach Absatz 1 - falls -~ 0 ist die Reihe absolut konvergent,

lim y,(x)  F(-n - p,o0-tn+4 151 -f;51)
=1 P I'(—2)m) I'(~a ff -~ n);

-~ 1 ist die Reihe nichtabsolut konvergent,
1 ist die Reihe divergent.

Fir f = 0, 1,2, ... besitzt die Dgl () linear unabhingige Losungen
yi(x)  wie in (1)

& @
() = (@) Al +x) (1 E R (e 1)y
r=0
fiir x aus der reduzierten rechtsseitigen Umebugng von x 1 (siche [4], [5])-
Fiir # -~ 0 ist also lim y,(x) = 0, fiir # == 0 ist im | y,(x)| = } oo, wie sich
1 XL

aus (1), (2) ergibt.

3. Durch lineare Transformation & — '5(1 - x), »(x) — y(1 2%
Dle(-E), &€ (0,1) geht die Dgl (¥,) in cinen Spezialfall der hypergeometrischen
- 8HY t et 1= i =28Y +nx+pint-1)Y -0 (F)
iber, die nach Absatz 1 fir x +# 0,1,2,... lincar unabhéngige Losungen

Y& F( nmyax b p+n4 1110 a8
Yo (8) - EXF(-n a3 bn 151 x5 8)
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besitzt. Die Funktionen

@) = F(=n, a4 p +n 4 1; 15(1 - x))

yo(x) = [Vo(l ~ X)) F(—n ~ a3 8+ n 151 5 51 - x)
sind in diesen Fillen linear unabhingige Losungen der Dgl (72) im Intervali
J -~ (—11). Die Losung y,(x) ist wicderum cin Polynom, das sich hdchstens
durch d1e multiplikative Konstante von der Losung y,(x) unterscheidet. Die

Reihe fiir y,(x) konvergiert fiir x € (- 1,1); im Punkt x = — 1 ist diec Reihe nach
Absatz 1

-absolut konvergetn fiir # < 0
-nichtabsolut konvergetn-fiir 0 == f -~ 1,
-divergent fiir # = 1.

3)

Fiir o = 0, 1, 2, . . . hat die Dgl (J7) linear unabhingige Losungen
v,(x) gleich wie in (3)

4
Po(x) = 31(x) - In(l — 2) + (x - 1)""217»(36 -1y @

fiir x aus der reduzierten linksseitigen Umgebung von x — 1.
Fir - 0 ist also hm yz(x) i) (=g (n)y I'(—a — f — n); fir

o > Qistlim y,(x) = Ound fiir « = 0istlim |y,(x)| == | oo, wie sich aus (3), (4)
ergibt. o .

4. Unter Jacobischen quynomen versteht man gewdhnlich (vgl. etwa [4])
die Polynome Py°"(x) = (" :a) F( nyniaxtfl et l; %@ o x).

Folglich P{*”(x) stimmt bis auf die multiplikative Konstante mit y,(x) bzw.
y,(x) iiberein. Fiir die auf P{*”(x) linear unabhingige Losung der Dgl (¥,)
benutzt man die Bezeichnung Q.°"(x). Es gilt fir n > + oo

. +oc x>0
( ‘ ) >4 0 falls 1 -<a-20 (5)
' 1 x - 0

Jede Losung y(x) der Dgl(¥,) lasst sich mittels geeigneter Konstanten ¢, ¢,
bzw. ¢, ¢, in der Form

(®) o Px) + e vo(x) (6)
bzw. y(x) - ¢, Py P(x) + coyy(x) schreiben.
lSatz 5. Fiir jede von P*"(x) linear unabhdingige L dsung Q" (x) der Dgl (¥,)
gilt
1°dst @ 2 0, p =2 0, so ist auch lim I;Qi,’”"(x);‘ = lin': 105" (x) = foo;
2¢ist ff = 0, so ist lim lJQ‘,f‘ "'(;)( | co bei belz:ebigenoc - =13
3" ist % =+ 0, 50 ist {;r?l }Qi,’"”(x); fco bei beliebigen -~ —1;
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st —1 <o, 8 < 0, so ist Q5P (x) im Intervall j = (- 1,1) beschrinkt; in
diesem Fall besteht eine Q5" (x) mit llm Q‘,"”)(x) = 0 bzw. llm 0 M(x) — 0

und im Spezialfall oo - f = 1 gzbl es eine Q" (x) mit
lim O0"(x) — lim O1*"(x) -
.
Beweis. Wenn Q5°”(x) lincar unabhingig von P?(x) scin soll, so muss in
(6) ¢, # 0 bzw. ¢, ~ 0 gelten. Dic Giiltigkeit der ersten drei Behauptungen

ergibt sich unschwer aus den Ausdriicken fiir Yy(x) bzw. y,(x) in (1) — (4).
Wenn 1 < o, <0 gilt, so gilt auch hm yz(x) 0= llm y5(x). Durch

die Wahl von ¢; = 0 bzw. ¢, = 0 wird so der erste Teil der Behauptung 4°
beweisen. Fir o 4 f=-—1(—1 <o p<0) gilt [['(—x- f—n) =
= |I'(1 — n)| = -} co und nach den Resu]taten in Absidtzen 2, 3 ist daher in

diesem Fall lim y,(x) = lim y,(x) = 0
X1 x> o1

Wihlen wir in (6) ¢, -+ 0 bzw. ¢, == 0, so erhalten wir die zweite Losung Q4 "(x)
mit der im zweiten Teil der Behauptung 4° angefiihrten Eigenschaft.

5. Transformiert man die Dgl (¥,) durch die Substitution

W) = (1= RN (L )P y()
auf die Normalform

u'’ ~Tu, xej = (— LD &)
1 4 , R
wol, = [ﬂ(a S S SR I i) (14 /})] i ;‘)54_
11— p
41+ 22

dann fiir dic linear unabhangige Losungen dieser Dgl
(“"‘)(x) (1 — )iy x)htA P(""'"(x)
677 = (1= 200 (14 200 ()
gilt g @@ - QTP )
Satz 6. Fiir die Losungen piy°""(x), gi>™(x) der Dgl (¥2) im Intervall j =
= (- 1,1) gilt:
1° st = 0,8 == 0, so ist pi°""(x) zweiseitiges Grundintegral,
2° ist /f = 0, o beliebig, so ist p(,.rx "(x) linksseitiges Grundintegral
3° ist o = 0, f beliebig, so ist p'c"\(x) rechtsseitiges Grundintegral,
4% dst 1 o, 8 < 0,50 ist die Losung
g = (1 %) D (1 )R ()
wo y,(x) € (1), das linksseitige Grunditnegral und die L dsung
4EE) (1 () )
w0 Yy(x) € (3), das rechisseitige Grundintegral. Im Spezialfall « -+ 1 existiert
etn zweiseitiges Grundintegral gy "(x).
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Beweis. Es gilt (7), (5) und Satz 5. Die Behauptung folgt durch Anwendung
von Satz 2.

Satz 7.1° Ist in der Dgl (J,) mindestens einer der Parameter o, j3, negativ,
50 besitzt die Lisung Qy*"(x) mindestens n Nullstellen.
2° Ist o« = 0, 8, 0, so besitzt die Losung Qf"(x) genau n -+ 1 Nullstellen.
37 Ist -1 < a,f8 . 0,50 besitzt die Lisung Q‘,f"”(x) genau n --1 Nullstellen.
Der Beweis dieser Behauptungen ergibt sich aus den im Satz 5 angefiihrten
Eigenschaften von Q,°"(x), als auch aus Behauptungen der Sitze 3 und 4.

6. Beispiele zu Sitzen-5, 6 und 7.
1° Fir » == 0, - 0 siche Spezialfall B.

j . 1, cerhalten wir

Fir » P
PLx) - CyU(x) = Cysin[(n 1) arccos x] / l’/l X2,
L2 Cycos [(nF Darccosx] /)1 22 G T, (01 x2
(U,, T, stellen Tschebyschewsche Polynome zweiter und erster Art dar).
2°Far = - lo, 4 Lhist
P, x) K cos [(n§ 1) arceos x] ] cos (1, arccos x)
K (T, (1 x0U) K |2cos{(n i ')arccosx]/}1+ x
o, e Yx)  Kysin|[(n 1 '),)arccos x] / cos (1, arccos x)
K1 x»u,, T,/a x/(1 1 x)]
K, l’ésin [( ') arccos x] / l"l +x.
3° Fir « = Ly, /) 1 ist
Py "(x)  Kysin [(n | %) arccos x] / sin (1/, arccos x)
Ky[T, + (1 + ) U, ] - Ky|2sinf(n | V)arccosx}/}/1 — x
Q(,: "Ux) - K, cos [(n | 1) arccos x] [ sin (! arccos x)
CRT A - U R
= K, ]"’2 cos [(n - Yy)arccos x] [ VI X
4°Fir o g - W(xd p - 1)ist
P (x) - Gy T(x) - Cycos (narccos x)
Q(,, e (x) -~ C,sin (n arccos x) (zweiseitiges Grundintegral!)

In allen diesen Beispiclen Idsst sich dic Giiltigkeit der Behauptungen zu Sitzen
5, 6 und 7 durch elementare Mittel nachpriifen.
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SHRNUTT

K URCENI ZAKLADNICH INTEGRALU DIFERENCIALN{
ROVNICE y" = qx)y

JIRI KOBZA

V predloZené prici se vychdzi z definice pojmu zdkladni ¢islo, zdkladni in-
tegral dif. rovnice (¢) v intervalu j, dané v praci [2]. Ve vété 2 je dan pfedpis pro
nalezeni zékladnich cisel pomoci dvou linedrné nezéavislych fe$eni dif. rov. (g).
Dile je studovana normovand dif. rovnice Jacobiho polynomi a ve vété 6 jsou
ukazany zdkladni integraly této rovnice. Ve vétich 5, 7 jsou dokazany nékteré

vlastnosti druhého feSeni uvaZované rovnice, které nejsou uvedeny v mono-
grafii [4].
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