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1971 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 33
Katedra algebry a geometrie prirodovédecké fakulty
Vedouci katedry: Doc. RNDr. Josef Simek

O MNOZINE STREDU KRIVEK KONSTANTNI KRIVOSTI
HYPERBOLICKE ROVINY, KTERE SE DOTYKAJI DANE KRIVKY
KONSTANTNI KRIVOSTI A PRIMKY

FRANTISEK MACHALA
(Predlozeno 22. 5. 1969)

V realné roziifené eukleidovské roviné uvazujme Beltrami-Kleindv model hyper-
bolické roviny o absolutni kruznici k. Definice pojmi H-bodu, idealniho H-bodu,
absolutniho H-bodu, kiivky konstantni k¥ivosti a H-kuZelosecky, kterych budeme
v dalsim pouzivat, jsou uvedeny v lit. [3].

Kazdou se¢nu p absolutni kruZnice & budeme nazyvat H-pfimkou. Mé&me déan
bod S, jeho polaru s vzhledem k absolutni kruZnici k a H-pfimku p, p + 5, S ¢ p,
ktera protina primku s v idedlnim H-bodg&. Pak existuje jedina kfivka & konstantni
kiivosti o H-stiedu S, kterd se dotyka pfimky p. Tuto kfivku oznalime (S, p).
Jestlize H-pfimka p neprotina piimku s v idealnim H-bodg, pak neexistuje kiivka @
o H-stiedu S, ktera se dotyka primky p.

M¢jme dany dvé rizné H-pfimky p, ¢, které protinaji absolutni kruZnici & v bo-
dech U,, U,, U;, U, (obr. 1). Prisecik R piimek p, ¢ je diagonalnim bodem ¢tyf-
rohu U,U,U,U,, jehoz dal3i diagonalni body ozna¢me O,, O,. Pfimky o, = RO,,
0, = RO, r= 0,0, jsou diagonaly tohoto &tyfrohu. Te¢ny v bodech U,, U,
a U,, U, resp. Uy, Uy a Uy, Uy k absolutni kruznici & se protinaji v bodech 4, B
resp. C, D na piimce o, resp. 0,. Body 4, B resp. C, D rozdéluji pfimku o, resp. o,
na dvé ¢asti AB, A co B resp. CD, C o0 D.

(1) a) Predpokladejme, Ze bod R neni absolutni H-bod. VSechny body pravé jedné
Casti AB, A co Bresp. CD, C oo D maji tu vlastnost, Ze jejich polary protinaji piimky
p, q soutasné v idealnich H-bodech. Tuto &st oznadime AB resp. CD.

b) jestlize je bod R absolutnim H-bodem, pak je moZno volit oznacdeni tak, Ze
body A, B urluji na piimce o, dvé &sti, z nichZ jednu ozna&ime AB stejné jako
v pFipade a. Pfimka o, je pak te¢na absolutni kruznice k v bod& R a proto &ast CD na
pfimce o, neexistuje.

Ozna¢me P, Q poly piimek p, g, zvolme libovolny bod S # R &asti AB pfimky o,
a jeho polaru oznaéme s. Protoze S € AB, jsou priisediky M, N piimek p, ¢ s piimkou s
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idealni H-body. Proto polary SP, PQ bodit M, N protinaji absolutni kruZnici k v bo-
dech V,, V,, V5, V,. Pfimky o, O,S jsou diagonaly Gplného &tyfrohu V¥V, V3V,
nebot z viastnosti uplného &tyfrohu U, U,U,U, plyne (p, g, 0,, 0,) = —1 a z toho
[PQO,0,]"). Pak také (SP, SQ, SO,, SO,) = —1, pfi¢emz ptimky SO,, SO, = o,
jsou polarné sdruzené vzhledem k absolutni kruZnici k. Te€ny p’, ¢’ resp. p”, ¢
sestrojené v bodech V,, Vresp. V,, V4 absolutni kruZnice & se proto protinaji v bod&
W, resp. W, ptimky o, . P¥itom p¥imky p’, p" resp. q’, "’ prochazeji bodem M resp. N

Véta 1. MnoZinou H-stfedii kfivek konstantni krivosti, které se dotykaji H-pFimek

P, q jsou éasti AB, CD primek oy, 0,.

/‘/,
—Q /
/ / Obr. 2

Diikaz: 1. Zvolme si libovolny bod S + R &sti AB. Dokazeme, Ze kiivka &(S, p) se
dotyka ptimky ¢, t. zn., 7e je kfivkou ¢*.2) V perspektivni kolineaci y(S, s, p — p’)
odpovida kfivee @(S, p) absolutni kruZnice k. Bodu R odpovida v této kolineaci
bod R’ = o, .p". To podle ptedchoziho znamen4, Ze R' = W, a Y/(g) = q". ProtoZe je
piimka ¢’ te¢na absolutni kruZnice k, je pfimka ¢ te¢na kfivky &(S, p) a tato je
kiivkou @*. Stejn€ ukazeme, 7e kazdy bod W + S &sti CD je H-stiedem k¥ivky &*.

') Viz Gmluvu 1 v lit. [3].

2) Kazdou ktivku konstantni kiivosti, vyhovujici podminkam véty, oznatime @*.
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Jestlize je bod R H-bodem, pak ReAB, ReCD a kiivka &* o H-stfedu R je dvoj-
nasobnym bodem. V ostatnich pripadech R ¢ AB, R ¢ CD.

2. Dokazeme, 7zc¢ neexistuje dalsi H-stfed kiivky @*. Zvolme libovolny bod X,
ktery neleZi na pfimkéach o, o,, r. Jestlize polara bodu X neprotina ob& piimky p, ¢
v idealnich H-bodech, pak ziejmé neexistuje kiivka @* o H-stfedu X. Pfedpokladejme
tedy, Ze polara x bodu X protind ob& pfimky p, g v idealnich H-bodech (obr. 2). Pak
polara bodu M resp. N protina absolutni kruZnici k v bodech V., V, resp. V., V,.
Dokazeme nejdiive, Ze pfimky e = RX, EX, kdc E je pdl pfimky e, nejsou diagonaly
aplného &tyfrohu V,V,V,V,. Body E, F = e.r nalezeji involuci sdruZenych pola
na pfimce r. K této involuci nalezi i dvojice O, 0,. V Casti | dikazu je uka-
zano. 7¢ (PQO,0,) = —1. Proto nemize byt (PQEF) = —1, nebot pak by body
P, Q byly samodruzné¢ body uvazované involuce, coZ neni mozné. Plati tedy také
(PX. QX,e. EX) + —1 a pfimky e, EX necmohou byt diagonalami upiného &tyirohu
V,V,V3V,. To znamend, Ze te¢ny p’, p”’, q', ¢" ke kruznici k v bodech V, V,, V3, V,
se neprotinaji na zadn¢ z primek e, EX. Uvazujme nyni kiivku @(X, p) a kolineaci
WX, x,p—p'). Pak Y(R) = R, kde R"=p’.¢, ¢Cili R"¢ q', R ¢ q". Pfimce ¢ odpo-
vida v kolineaci ¢ pfimka NR rizna od ptimek ¢’, ¢”’. Proto neni piimka g te¢noun
kiivky @(X. p) a tato kiivka neni kfivkou @*. Snadno se pfesvéd¢ime, ze také na
piimkach o, . 0,, r nelezi mimo &asti AB.CD zadny dalsi H-stfed kiivky @*.

1l

Mg&jme danu regularni k¥ivkn @ konstantni kiivosti o H-stfedu S, ktera je obrazem
absolutni kruZnice & v perspektivni kolincaci ¢. Zvolme dva razné body N', G” abso-
tutni kruZnice k a sestrojme body N = /(N'), G = y(G’) kiivky @. Pak se pfimky
NG, N'G’ protinaji v bod¢ R polary s bodu S (obr. 3). Oznaéme ¢y, f; teCny kiivky @
v bodech N, Ga N*. G* jejich poly vzhiedem k absolutni kruznici k. Uvazujme dale
involutorni kolineaci f8 o stfedu R a ose r, kde r je polara bodu R. V této kolineaci je
kruznice k invariantni a proto (N’) = G', B(SN’) = SG'. Z toho pak B(N) =G
a Blay) = 1. &ili také BNY) = G*.

(2) Pfimka N*G* prochazi bodem R.

(3) Oznaéme Z,, Z, resp. Z1. 7, praseciky piimky 7y resp. #; s absolutni kruZnici k
tak. 7c J(Z,) = Z;, p(Z,) = Z;. Pak pifimky Z,Z}, Z,Z; prochazeji bodem R.

Zvolme dale H-ptimku p, kterd protina absolutni kruznici & v bodech X, Y a jeji
pol ozname P. Sestrojme na piimce PN resp. PG* body N, . N, resp. G, G, ta-
kové, ze plati [PN* N, N,] resp. [PG*G,G,). Tyto body jsou diagonalni body &tyf-
rohu XYZ,Z, vesp. XYZ{Z;. Oznaceni mGZeme volit tak, ze N, = XZ, . YZ,,
N, = XZ,.YZ,. G, = XZ; . YZ,,G, = XZ| . YZ).

(4) Jestlize uvazujeme Sestithelnik Z,Z{YZ,Z,X resp. Z,Z1XZ,Z,Y vepsany
kruznici k., pak body R, N,, G, resp. R, N,., G, leZi na pfislusné Pascalové pfimce.
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Véta 2. Necht je dana reguldrni kfivka & konstantni krivosti a H-pFimka p, jejiz pél
je P. Oznacme k* kuZelosecku, kterd odpovida krivce ® v polarité indukované abso-
lutni kruznici k. MnoZinou bodit G, G,, pro které plati [PG*G,G,), kde G* e k™,
jsou dvé kuzelosecky ky , k, , perspektivné kolinedrni s kfivkou & o ose s kolineace.

Ne \ o W,
AN

\

Obr. 3

Diiikaz: Zvolme obecny bod N* € k*, sestrojme body N, N, pro které [PN* N, N}
a uvaZujme perspektivni kolineace x,(P, s, N* = N,), 3,(P, s, N* = N,) (obr. 3).
Zvolme dalsi bod G* ek* a sestrojme body G,., G, viastnosti [PG*G,G,]. Pt
vhodném oznadeni se podle (2), (4) ptimky N,G,, N"'G™ resp. N,G,, N*G* proti-
naji v bod& R na pfimee 5. Pak G, = %,(G"), G, = #,(G*). MnoZina bodit G,
resp. G, je kuzelosetka k, = »,(k™) resp. k, = u,(k*). KuZelosetka k* odpovida
kiivee @ v kolineaci y(S, s, N = N*) a proto k; = »,9(®) = p,(®), ky = 2,9(®) =
= p,(®). ProtoZe jsou kolineace y, »,, %, perspektivni o ose s, jsou také kolineace
1ty 11 perspektivni o ose s. Tim je ditkaz ukoncen.

(5) Piedpokladejme, Ze ptimka PS je H-pfimka a ozname N jeden z prisecika
této piimky s kiivkou @. Pak N* e PS a protoze plati [PN * N N,]. je jeden z bodit
N,. N, H-bod a druhy idealni H-bod.
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ProtoZe kolineace pt; resp. p, je sloZenim kolineaci y, x, resp. 7, %, o stfedech S, P,
lezi sttedy O, O, téchto kolineaci na ptimce PS. Piedpokladejme, Ze te¢na ty
kiivky @ v jistém bod¢ N prochazi absolutnim H-bodem X pfimky p (obr. 4). Pak
V' e PX a jestlize sestrojime body N,. N, takové, ze [PN* N N,], je jeden z nich,
ticba N, totozny s bodem X. Plati p;(N) = X. Jestlize oznacCime 7, te¢nu kuZelo-
secky ky v bod& X, pak 1y = #,, pfimka #y je v kolineaci yr, samodruzna a prochazi
jejim stfedem O, . Stejnou uvahu muzeme provést pro druhou te¢nu vedenou bo-
dem X ke kfivee @. Stiedy O,. O, kolineaci y,. ji, jsou priseciky ptimky PS s te¢-
nami 7, . 1,. vedenymi z bodu X ke kfivce ®. Jestlize oznacime Ty, T, body dotyku
teCen 1,. 1. pak p(O,.s, Ty = X), p1,(0,,5, 7, = X). KuZeloseCky k,, k, tedy
prochdzeji absolutnimi H-body ~primky p. Soucasné viak prochazeji absolutnimi
H-body 7. 7" pfimky s.

Obr. 4

(6) Body X. Y, T, T’ a jen tyto body jsou priseciky kuzeloseéek k , k, s absolutni
kruznici k.

Oznatme ,, W, perspektivni kolincace o stfedu S a ose s, ve kterych absolutni
kruznici k odpovida kiivka @. Pak k; = ur (k) = 8,(k), k; = ppp,(k) = 8,(k),
ky = 1o (k) = 65(k), ky = poy,(k) = d,4(k). Stiedy S, S;, S5, S, kolineaci d,, §,,
33, 8, leZi opét na piimce PS. Na obr. 4 jsou sestrojeny body 7y, Ty, T, T5. pro
které plati X = 8,(TY), X = 6,(T{), X = 05(T,), X = 04T3). Pak S, = XT,.
PS.S, = XT{.PS,S,= XT,.PS.S, = XT} . PS.
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(7) Te¢ny vedené z bodir S, , S, resp. S;, S, k absolutni kruZnici k a jen tyto pfimky,
isou spoleéné tecny kuzeloseCek k, k, resp. k, k,.

Predpokladejme, ze pfimka p neni te¢nou kiivky @.

a) Necht p #+ 5. Oznaeni miZeme volit tak, ze X + 7, 7". Pak jsou body
O, X. T resp. Oy, X, T, navzijem rizné a body X, T, T, nelezi na ose s. Kolineace
1,(0,, 5, Ty > X), 11,(0,. 5. T, = X) jsou regularni a kuZeloseCky k,, k, jsou také
regularni.

Obr. 5

b) Necht p = 5. Pak S = P, O, O,. Sestrojme obecny bod N, resp. N, kuzelo-
secky k, resp. k, (obr. 5). Pak Ny, N, ¢ s, Ny, N, £ S a kolineace (S, s, N = N,),
15(S. s, = N,) jsou regularni a kuzeloseky k,, k, jsou také regularni.

Predpokladejme, ze pfimka p je te¢nou kiivky &, &ili napf. 1, = p. Vedme bo-
dem X druhou te¢nu 7, ke kiivce @. Pak kolineace p,(O,, s, Ty = X) je reguldrni
(obr. 6). Kolineace y,(0,, s, T, - X) je singularni, nebot 7, = O,. Zvolme libovolny
bod N # T, kfivky @ a sestrojme k nému piisluiné body N, N, kuzelosecek k, , k,,
t. zn. body, pro které plati [PN* N, N,]. Pak podle (3) plati Ze N, € s. Pfimka s naleZi
kuZelosedee k,. Jestlize zvolime T, = G, pak P = G* a podle umluvy 1 z lit. [3]
nalezi pfimka p kuZelose&ce k,. KuZelosetka k, je sloZena z piimek p, s.

Viimnéme si nyni podrobngji kuZelosedek ky, k, v zavislosti na druhu kfivky @
a vzdjemné poloze kiivky @ a pfimky p. Budeme zkoumat pfedevsim ty vlastnosti
kuZelosegek k,, k,. které budeme potiebovat v ¢asti III.
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1. Piedpokladejme. Ze kiivka @ je H-kruznice a nechf pfimka p neni jeji teGnou.
Pak je kazda z kuZeloseCek k,, k, regularni a protina podle (6) absolutni kruZnici &
v bodech X, Y a jen v téchto bodech. Z konstrukce stteda S, S5, S, Sy kolineaci
Sy, 8,, 83, 0, plyne, Ze kiivky k, k, resp. k. k, se v bodech X, Y nedotykaji. Existuji
proto pravé dvé riizné spole¢né tedny kuZelosecek k, ky resp. k, k, . Jestlize je pfimka p
te¢nou kiivky @, pak ma kuZelosetka k, popsané vlastnosti a kuZelosecka k, je
slozena z primek p, s.

Obr. 6

2. Piedpokladejme, ze kiivka @ je H-ekvidistanta o H-stfedu S. Kazda z kuzelo-
secek k,, k, protina absolutni kruZnici k v bodech X, Y, 7, 7", které oviem nemusi
byt vzdy navzajem razné. Zvolme absolutni H-bod X # 7, 7’ a vedme jim tecny ¢, , #,
ke kiivce 9@, jejich body dotyku oznaéme 7, T, (obr. 4). Priseciky pfimky S7;
resp. ST, s absolutni kruZnici k oznadme Ty, Ty resp. T,, 75 . Kazda pfimka rizna
od SX obsahujici bod S a prochazejici vnittkem ahlu < 7, ST, protina piimky X77,
XT7{ v H-bodech a piimky X7,, XT; v idealnich H-bodech nebo obracené. Kazda
primka prochazejici bodem S a neobsahujici bod Ghlu & 7,S7,, protind pfimky
XT{, XT{, XT,, XT; v idealnich H-bodech.

a) Necht pfimka p nema s kiivkou @ Zadny bod spole¢ny. Pak jeji H-body jsou
rizné od bodi 7, 7'. Jeden z nich ozna¢ime X. Pfimka PS prochézi vnitikem uhlu
4 T,S8T,. Podle (7) jsou jeji priseciky s piimkami X7y, XTy, XT,, XT; stiedy S;,
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S, 83, 84 kolineaci 8, , 8,, 93, 0. Oznaceni miiZzeme volit tak, ze S, S, jsou H-body
a S, S, jsou idealni H-body. Neexistuji Zadné spolené teny kuZelosetek k, k,
a existuji Ctyfi spolecné te¢ny kuzelosedek k, k.

b) Necht je pfimka p se¢na kiivky @, neprochazejici absolutnim H-bodem kfivky @.
Pak pfimka PS protina piimky X7y, XTy, XT;, XT3 v idedlnich H-bodech. Existuji
Styfi rizné teSny kuZeloselek k., k, resp. k, k.

Obr. 7

¢) Necht( pfimka p prochazi prave jednim absolutnim H-bodem kiivky &, napi.
bodem 7. Pak SP = ST = 1. KuZeloseCky k, k, resp. k, k, se vbodé 7 = Y dotykaji.
Podle predchoziho jsou stfedy kolineaci 8,, J,, 3, &, idealni H-body. Existuji pravé
tii spoleéné tecny kuZeloselek k, k, resp. k, k,, nebof $,7 = S,T = t resp. S,T =
= S,T = t. KuZelosetka k, resp. k, je urCena te¢nou 7 s bodem dotyku 7, te¢nou
t, = XTy s bodem dotyku X a bodem 7" resp. tenou ¢ s bodem dotyku 7, teCnou
1, = XT, s bodem dotyku X a bodem 7’ (obr. 7). Pfitom pfimka 7X prochazi
vnittkem vihlu « 7, X7,. Pak na oblouku T'TX jedné z kuZelosedek, napf. k,, nelezi
idealni H-body a na oblouku T?X druhé kuzelosecky k, nelezi absolutni H-body.
Proto kazda pfimka prochazejici bodem 7 vnitikem Ghlu « 7'TX protina kuZelo-
se€ku k, resp. k, v idealnim H-bodé resp. v H-bod¢. Oznaéme M = T'X . t. Polaram
bodu M k absolutni kruznici k je soucasn¢ polarou kuzeloseéek k,, k,. Ptimka m
prochazi vnitikem Ghlu € 7'TX. Protiné tedy kuZelose¢ku k, kromé bodu S v ideal-
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nim H-bodé N, a kuZelose¢ku k, v H-bod& N,. TeCna u; = N, M resp. u, = N,M
v bod& N, resp. N, kuZelosecky k; resp. k, nemd s absolutni kruznici k spole¢ny
bod resp. je se¢nou absolutni kruznice k.

d) Necht je p = 5. Pak X = T, Y = 7" a kuZelosecky k,, k, se dotykaji absolutni
kruznice k v bodech T, 7". KuZelosetka k, je H-ekvidistanta, kuZelosecka k, ne-
obsahuje H-body a zadna jeji te¢na neni H-pfimka (obr. 5).

e) Nechf je piimka p teéna kfivky @. Pak existuji ¢tyfi riizné spolecné tecny kuzelo-
seCek k, k. Kuzelosecka k, je slozena z pfimek p, s.

3. Predpokladejme. ze kfivka @ je H-horocykl. Kazda z kuzelosetek k;, k,
protina absolutni kruznici k v bodech X, Y a dotyka se ji v bod¢ S. Zvolme absolutni
H-bod X # S, vedme jim tedny 7, {, ke kfivece @ a jejich body dotyku oznaéme 77,
T, (obr. 8). Praseciky pfimek S7,, ST, s absolutni kruZnici k oznaéme Ty, Ty =

Obr. 8§

=81,,T, =S Pak S, = S, = SaS, = XT,. SP, Sy = XT,.SP. Kazda piimka
rizna od SX, prochazejici bodem S vnittkem thlu <« 757, protina jednu z ptimek
XTy. XT; v H-bodg a druhou v idedlnim H-bodg€. Pfimky, prochézejici bodem S vné
uhlu « 7,ST,, protinaji pfimky X7, X7, ve dvou idcalnich H-bodech.

a) Necht ptimka p nema s kfivkou @ spole¢ny bod. Pak piimka PS prochazi
vnitikem Ghlu &« 7,S7), a jeden z bod S, S;, na pf. S;, je H-bodem a druhy je
idealnim H-bodem (obr. 8). Existuje jedina spole¢na teCna s kiivek k, k, a tfi spo-
le¢né teény kiivek &, k,. Oznaéme N # S prisecik pfimky PS s kfivkou &. Pak
bod N* = y(N) lezi na p¥imce PS a podle (5) je jeden z bod@t Ny = »,(N¥), N, =
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= %,(N") H-bodem a druhy je idealnim H-bodem. Protoze je bod S, vnitinim
bodem usecky X7y, odd&luji se dvojice bodd X, 77 a S,, M, kde M = XT,.s. Z ko-
lineace 8, plyne, Ze se oddgluji také dvojice N, N a S,. S, kde N' # S je prisecik
pfimky PS s absolutni kruznici k. Teéna u;.= RN, resp. u, = RN, kuzclosecky k,
resp. k, v bodé N, resp. N, je polara bodu N, resp. Ny, kde R = p . s.

b) Necht je pfimka p se€na kfivky @, neprochazejici bodem S. Pak ptimka PS
lezi vn& Ghlu &« T (ST, a protina pfimky X7y, XT, v idedlnich H-bodech. Existuji tfi
spolecné te¢ny kuZelosecek &, k resp. k, k5. Podle (5) je jeden z prasecika Ny, N, + §
ptimky PS's kuzeloseckami &, k, H-bodem a druhy je idedlnim H-bodem. Bod N,
resp. N, je polem teCny u, = RN, resp. u; = RN, kuZelosecky k, resp. k, v bodé N,
resp. N, kde R=p.s.

¢) Necht piimka p prochazi bodem S, ¢ili S = Y. Pak PS = 5. Body S,. S, jsou
idealni H-body a Sy, S; € s. Existuji dvé spolecné te¢ny kuzelosecek k, &y resp. k, k.
Bod S je trojndsobnym priselikem téchto kuZeloseek. &tvrtym prisecikem je
bod X.

d) Necht je pfimka p te€na kiivky @ v bodé N. Pak je S, idealni H-bod a existuji
tii spolecné teény kuZeloseCek k, k. Piimka PS protina podic amluvy 1 v lit. [3]
kuzelose¢ku k; kromé& bodu S jesté v bodé P, ktery je idealni H-bod. Bod N je pélem
te¢ny u, kuzelosedky k, v bodé P. KuZelosecka £k, je slozena z pFimek p. s.

L

V lit. [3] je uvedeno Zest druhtt H-kuZelose¢ek. Tento vycet nyni doplnime (viz
lit. [2]).

7. H-kuzelosecka k; se nazyva vyduta hyperbola, jestliZe obsahuje Ctyfi abso-
lutni H-body a jestliZe existuji ¢tyti spole¢né te¢ny kuZeloselek k, k, (obr. 9a).

8. H-kuZelosecka k; se nazyva hyperbolicka parabola, jestlize se dotyka absolutni
kruzZnice k v bod¢ S, obsahuje dal3i dva riizné absolutni H-body a existuji tfi spole&né
te¢ny s, ¢, 1, kuZeloseCek k, k,. Necht s je te¢na absolutni kruZnice k£ v bod& S.
Pfimka RS, kde R = 1, . t,, protind kuZelosecku k; kromé bodu S jesté v idealnim
H-bodé. (obr. 9b) :

9. H-kuZelosecka k, se nazyva vyduta hyperbolicka parabola, jestlize ma vlastnosti
popsané v 8, aviak prusecik piimky RS s kuzeloseckou ky, rizny od S, je H-bod
(obr. 9c¢).

10. H-kuZelosecka k; se nazyva oskulaéni parabola, jestlize se dotyka absolutnf
kruznice k v bod¢ S a obsahuje kromé toho jediny absolutni H-bod riizny od S
(obr. 9d).

Uvedenych deset druhti H-kuZeloseéek piedstavuje spolu s H-ekvidistantou wiplny
vyCet regularnich H-kuZelosecek.

Sestrojme nyni kuZelosecky &', k"', odpovidajici v polarité indukované absolutnf
kruZnici k kuZeloseCkam k,, k,, popsanym v paragrafu II. Zvolme si libovolny
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bod N e ¢ a sestrojme body N, = p,(N), N, = p,(N). Polary n', n" bodii N,, N,
jsou tetny kuzelosetek k', k'. Oznaéme A4 =ty . p. Pak n'= AN,, n" = AN,
(obr. 3). JestliZze dile oznacime B = 1 . 5, pak pfimky u, = BN, u, = BN, jsou tecny
kuZeloseCek &, k, v bodech N,, N,. Body N'= q.n', N" = g .n", kde ¢ = SN,

R,
*
/ 3
t, L
k
[N A — 5
Obr. 9a Obr. %9b
1 t
|
p &
N
k
\\.
K,

Obr. 9¢
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jsou pak body kuZelosetek k', k"". Body kuZzelosetek k', k"' leZi jen na téch pfimkach
svazku o stfedu S, které protinaji kfivku @. JestliZe je kuZelosecka &, sloZend z pii-
mek p, s, pak je kuZelosetka k" dvojnasobnou ptimkou PS.

(8) Piimky n', n' jsou diagonaly Gplného &tyirohu XYZ,Z,. Jestlize oznadime
X, ¥, z;, z, te€ny absolutni kruznice k v bodech X, Y, Z,, Z, aI=x .z, Il =
=y.z [l =x.2,,1V=y.z,,pakn' = I II,n" = /] IV (bod IV neni na obr. 3
zakreslen).

(9) Jestlize oznacime t. t' teCny k absolutni kruznici & v absolutnich H-bodech
kiivky @ a C, = x.t,C, = x.t',Cy = y.1,C, = y. 1, pak body C,, C, resp.
C,, C, rozdéluji pfimku ¢ resp. " na dvé &asti. Vicchny body jedné z téchto Easti
maji tu vlastnost, ze jejich polary protinaji pfimku p v idealnich H-bodech. Tuto
cast oznacime CTC—3 resp. C,C,.

Véta 3. MnoZinou H-stiedii kfivek konstantni krivosti, které se dotpkaji dané
kiivky ® a H-pFimky p, jsou kuzelosecky k', k™ a ¢dstiC,C,C,C, spolecnych tecen t, t’
absolutni kruznice k a kfivky &.

Diikaz: 1. Pfedpokladejme, Ze pfimka p neni te€nou kfivky &.

a) Vedme bodem S se¢nu g ktivky @, jeden jeji prisecik s touto kfivkou oznadme N.
Sestrojme podle predchoziho na ptimce g body N', N kuZelosecek k', k' a te¢ny n',
a""v téchto bodech (obr. 3). Na p¥imkéch n', n" uvazujme podle (8) &asti I 11, IIT TV
ve smyslu (1). Polara u, resp. u, bodu N' resp. N protind pfimku 7y v idedlnim
H-bod¢ B, proto bod N' resp. N patii &asti I 11 resp. 111 V. Kiivky &(N', N),
@(N", N) se podle véty 1 lit. [3] dotykaji kiivky @ a podle véty 1 se také dotykaji
piimky p. Body N', N jsou H-stfedy k¥ivek ¢*. Podobnou tivahu miiZeme provést
pro druhy priisetik Q pfimky ¢ s k¥ivkou @. Pak piislusné body Q', Q™ kuZelosedek
k', k™ na p¥imce ¢ jsou opét H-stfedy kfivek &*. Pfedpoklddejme obraceng, 7e je
dana kiivka @* o H-stfedu W na piimce g. Pak se tato k¥ivka podle véty 1 lit. [3]
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dotyka k¥ivky @ bud v bod¢ N nebo v bodé¢ Q. To znamena, zc se dotyka soucasné
primek p, ty nebo p. ty. Podle véty 1 je bod W priise¢ikem pfimky ¢ s nékterou z pfi-
mek #', n', q'. ¢", kde ¢', ¢" jsou teény kuZelosecek k', k" v bodech Q', Q". To zna-
mena, Ze na piimce g neexistuje kromé bodit N, N', O, 0" dalsi H-stied k¥ivky @*.

b) Predpokladejme, Ze existuje spolecna tecna ¢ kiivky @ a absolutni kruznice k.
Uvazujme podle (9) &ast C,C; p¥imky 7 a zvolme bod W e C,C,. Existuje jedind
kiivka @ konstantni kfivosti o H-stiedu W, dotykajici se pfimky p. Protoze kazda
kiivka konstantni kfivosti o H-stiedu W sc podle poznamky 1 lit. [3] dotyka kiivky &.
je kFivka @ kiivkou &*, Jestlize bod W p¥imky ¢ neleZi v &sti C, C;. pak jeho polara
protina ptimku p v H-bodé a neexistuje kiivka konstantni k¥ivosti, dotykajici se
ptimky p. -

¢) Predpokladejme, Ze pfimka ¢ prochéazejici bodem S nema s kiivkou @ Zadny
bod spole¢ny. Pak také neprotina kuZelosetky k', k. Podle véty 1 lit. [3] neleZi na
pfimce ¢ zadny H-stied kiivky @*.

2. Piedpokladejme, Ze pfimka p je te¢na kiivky @ v bodé M. Vedme bodem §
libovolnou pfimku 4.

a) V pripadé, Ze ¢ + PS. provedeme diikaz stejné jako v &asti 1, pfi¢emz v &asti la
je N'=0"=s.

b) Predpokladejme, ze g = PS a zvolme libovolny bod W € ¢q. Pak je kiivka
&(W, M) kiivkou @*.

Provedme nyni diskusi o druhu H-kuZelosecky k' resp. k"' v zavislosti na druhu
kiivky @ a vzajemné poloze pfimky p a kfivky @. Pouzijeme k tomu vysledkd para-
grafu 11. KuZelose¢ka k' resp. k"' odpovidéa kuZelose&ce k, resp. k, v polarité induko-
vané absolutni kruznici k. Proto praseciku kuZelose¢ky k resp. k, s absolutni kruz-
nici k odpovida spolecna te¢na kuZelosetky k' resp. k"' a absolutni kruznice k. Spo-
lecné te¢né kuZzeloseCky &, resp. k, a absolutni kruZnice k odpovida prisecik kuZelo-
secky k' resp. k'''s absolutni kruznici k. Jestlize se kuzelosedky k, k, resp. k, k,
dotykaji v jistém bodg, pak se také kuzelosecky k, k' resp. k, k" dotykaji v tomto
bodé.

1. Jestlize je kivka ¢ H-kruZnice a pfimka p se ji nedotyké, pak jsou H-kfivky &', k™
polohyperboly. Jestlize je ptimka p tenou kiivky @, pak je kuzelosetka k' polo-
hyperbola a k" je dvojnasobné piimka PS.

2. Pfedpokladejme, Ze je kiivka @ H-ekvidistanta. Pak obecn& existuji ¢tyfi spo-
le¢né teény absolutni kruznice k a kuZelosecky k' resp. k'

a) Nechf ptimka p nema s kiivkou @ spoleény bod. Pak H-kuzelosetka k' je
idealni a H-kuZelosecka k" je vyduté hyperbola.

b) Necht je pfimka p se¢na k¥ivky @, neprochazejici absolutnim H-bodem kiivky @.
H-kuZelose¢ky k', k" jsou vyduté hyperboly.

c) Necht pfimka p prochazi pravé jednim absolutnim H-bodem kfivky @&, napf.
bodem T. Kuzelosetka k' resp. k"' protina absolutni kruZnici k ve dvou riznych
bodech a v bodé 7 se ji dotyka. Kromé toho se kuzelosetka k' resp. k' dotyka te-
&en x, 1" absolutni kruZnice k sestrojenych v bodech X, 7”. Prise¢ik R primek x, ¢’ lezi
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na primee m (obr. 7). P8l N' p¥imky u, je H-bodem a pdl N pfimky u, je idedlnim
H-bodem (bod N'" neni na obr. 7 zobrazen). Body N', N'! jsou priisegiky primky m
s kuzelose¢kami k', k', Proto je H-kuZzelosecka k' vydutd hyperbolicka parabola
a kuzelosetka k' hyperbolick4 parabola.

d) Necht plati p = 5. Kuzelosecky k', k"' se dotykaji absolutni kruznice k v bo-
dech T, 7". H-kuZelosetka k' je idedlni a H-kuzeloseeka k™ je ekvidistanta.

e) Nechf je pfimka p te¢nou kfivky @. H-kuZelosetka k' je vydutd hyperbola,
H-kuZelosedka k' je dvojnasobna piimka PS.

3. Predpokladejme, Ze k¥ivka @ je H-horocykl. KuZelosetky k', k"' se dotykaji
absolutni kruznice k v bodé€ S. Kromé toho existuji obecné dalsi dvé spoleéné te¢ny x,
y kuzelose&ek k, k' resp. k, k",

a) Necht pfimka p nema s kfivkou @ spoleény bod. Body N' = N,, N'" = N, jsou
prisediky piimky PS s kuZelosetkami k', k' (obr. 8). Kuzelosetky k, k' nemaji
kromé bodu S Z4adny dalsi bod spole¢ny. ProtoZe kuzelose¢ka k' prochézi idealnim
H-bodem N', je idedlni. Kuzelosetka k'! protina absolutni kruznici k¥ kromé bodu §
jesté ve dvou riiznych bodech. Protoze je N H-bod, je H-kuZelosecka k' vyduta
hyperbolicka parabola.

b) Nechf je pfimka p se¢na kiivky @, neprochazejici bodem S. Praseciky piimky PS
s kuzeloseCkami k', k" jsou body N' = N,, N'' = N,. Proto je jedna z kuZelosetek
k', k' hyperbolick4 parabola a druhé je vydutd hyperbolicka parabola.

¢) Nechf ptimka p prochazi bodem S. Pak se kuZelosetky k, k' resp. k, k" dotykaji
v bod¢ S a kromé toho maji jediny dalsi bod spole¢ny. KuZelose¢ky k', k" jsou
oskulaéni paraboly.

d) Necht je pfimka p te¢na kfivky @ v bod& N. Pak existuji tfi rizné spoletné
teény kuZelosedek k, k' a tfi riizné prisediky téchto kuZelosetek. Piimka PS protina
kuZelosetku k' v bodé N' = N a je proto vyduta hyperbolickd parabola. KuZelo-
se¢ka k' je dvojnasobna piimka PS.
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Zusammenfassung

UBER DIE MENGE DER MITTELPUNKTE VON KURVEN
KONSTANTER KRUMMUNG DERHYPERBOLISCHEN EBENE,
DIE EINE GEGEBENE KURVE KONSTANTER KRUMMUNG
UND EINE GEGEBENE GERADE BERUHREN

FRANTISEK MACHALA

In der vorliegenden Arbeit wird die Menge der Mittelpunkte von Kurven kon-
stanter Kriimmung der hyperbolischen Ebene gefunden, die eine gegebene Kurve @
konstanter Kriimmung und eine gegebene Gerade p beriithren. Weiter wird die volle
Diskussion des gegebenen Problems fiir alle Arten der Kurven und fiir verschiedene
gegenseitige Lagen der Gerade p und der Kurve @ durchgefiihrt. Alle Betrachtungen
werden synthetisch am Beltrami-Klein-Modell angegeben.
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