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O POLYNOMICKYCH RESENICH
HOMOGENNI{ LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE
DRUHEHO RADU

JIRf KOBZA
(Predlozeno 31. brezna 1970)

KAPITOLA PRVNI

Pro diferencialni rovnici
P + g’ + [r(x) + ATu =0, (4]

kde koeficienty p(x), g(x), r(x) jsou spojitymi funkcemi v intervalu j a 2’ je realny
parametr, byl v pracich [1], [3] FeSen problém, ktery budeme oznadovat problém (P):
Nalézt viechny takové trojice funkei p(x), g(x), r(x), spojitych v intervalu j, pro které
existuje posloupnost realnych &isel {2,};% ¢ a posloupnost polynomt realné promé&nné
{Py(x)}i=¢ tak, Ze pro A = 4, je P,(x) partikularnim fe$enim dif. rovnice (1) v inter-
valu j [P,(x) je polynom stupn& n].

Pozndmka: Dvé posloupnosti {P,(x)}, {Q,(x)}, které odpovidaji téZe posloup-
nosti {4,}, budeme povaZovat za totéZ feSeni problému (P), jestlie pro viechna
v=0,1,2, ... je Q(x) = k,P(x), kde k, jsou nenulové konstanty. O FfeSitelnosti
problému (P) pro dif. rovnici (1) plati nasledujici véty (viz [3]).

Véta 1: Jestlize problém (P) ma pro dif. rovnici (1) FeSeni, pak v intervalu j plati
r(x) = r = konst., g(x) = & + ex, p(x) = 2 + fx + yx2, kde 8, ¢, a, f3, y jsou redlné
konstanty.

Oznaéme r + A’ = 4; podle véty | miiZe mit problém (P) feSeni jen pro dif. rovnici

@+ Bx + pxHu’" + @ +ex)u’ + du=0. (u)

Véta 2: Problém (P) pro dif. rovnici (u) pFi y = 0, ¢ = 0 nemd Feseni.

Linearni transfor maci nezavisle prom&nné Ize kaZdou dif. rovnici () pfevést na
jeden z t. zv. normé Inich typi této rovnice. Staci pak studovat Feitelnost problému (P)

jen pro tyto normalni typy. V dalsim uvedeme uplny vy&et normalnich typt dif.
rovnice () a prislusna feSeni problému (P).
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I.Proa = f =7y =0,¢ % 0 je norméalnim typem rovnice (u) dif. rovnice

xu' + du=0. ) D
Ta mé pro A = 2, = —n partikularni feSeni u = P,(x) =
2.Proa + 0,8 =79 =0,e+ 0je normalnim typem rovnice () rovnice
' — 2xu’ + Au=0,jelice <0, (I,)
rovnice
'+ 2xu’ + iu =0, je-li ae > 0. (I1,)

Rovnice (II;) ma pro A = J,, = 2n za partikularni feSeni Hermitetiv polynom
( =y v oyny ITY R P
u(x) = H,(x) =v;)(—l) 2" (2v = HN )%
Rovnice (I1,) ma pro A = A, = —2n partikularni FeSeni
{n/23
u(x) = H,(x) = Z 2" (2v = I)“( )
3.Proy =0, #+ 0, ¢ % 0 je normalnim typem rovnice (u) dif. rovnice

xu' + (k+ 1 —x)u + Ju=0. (II)

Véta 3: Problém (P) pro dif. rovnici (III) md pri libovolném k jediné reseni. Je-li
k#+ —1,—2...., je pro A = 1, = n partikuldrnim Fesenim rovnice (IIl) Laguerriw
polynom n-tého stupné

y (=1 m+ kY
— L =N ( o
u(x) = L) = ¥ 00 ( N ,,)*

v=0
Je-lik = —N,N = 1.2,....je pro A = 2, = n partikuldrnim Fesenim rovnice (III)
= = " <N -
u(x) = P,(x) r;)a‘,x R ( ) N 1) NCET) pron <N — 1,
= P (x ,_"'N N+v 1y n—N 1
u(x) = Py(x) = v;)auwx s anae=(- v ) INF DN

pron>N— 1
4. Pro y#0, A=p2—4day =0, o + fx + yx* = y(x — a)* je normalnim
typem rovnice (1) rovnice
X2 + (k + Dxu' + du=0,jelié + ac = 0, (IVy)
rovnice
X + [k + I)x — o' + A =0,je-li 6 + ae + 0. (1Vy)
Véta 4: Problém (P) pro dif. rovnici (1V,)
1° ma jediné feseni, je-li k + —N, N=1,2,.... Pro 1 =1, = —n(n + k) je
partikuldrnim FeSenim rovnice (IV,) u(x) = x":
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2° ma nekonecné mnoho Feseni, je-li k = —N. Pro 2 = }, = —n(n 4 k) je parti-

P . N .
kuldrnim Fesenim rovnice (IV)) u(x) = x" a pro 5 <n < N 162 u(x) < X"+ kpx™,

kde k,, je lib. konstanta, m = N — n.

Problém (P) pro dif. rovnici (1V,)

1° ma jediné FeSeni, je-li k + N, N = 1.2,...; pro A =}, — n(n + k) je partiku-
larnim FeSenim rovnice (1V,)

u(x) = PO = Y \,!(’1)( " ").ﬁ.

2° nemd Feseni, je-li k = —N, N = 1,2, ..., nebot hodnotam ). = }n < _pn + k)
N . .
pro 5 <n=N odpovidaji polynomy stupné nizsiho ne# n.

5. Pro y 0, A = — 42y + 0 je normalnim typem rovnice (i) pHi A >0
rovnice

x(I = x)u” + [k —(s+ Dxju + Au=0, vy)
pfi A < 0 rovnice
(x> + Du’ + (d+ ex)u' + iu=0. (V,)
Véta 5: Problém (P) pro dif. rovnici (V)
1° md jediné veSeni pfi k # —N, s = =M. N =0.1,2...., M= 2 . pro
4= 2, = nln + 5) je partikuldrnim FeSenim rovnice (V) Jacobiho polynom n-tého
Stupné

u(x) = Py(k.s;x) = 1 + n}:(_l)"(':) (_"T*,_S)mxv,

(v
kde zy=z(z+ 1) ... z+v—1).
2° md jediné FeSeni prok = —N.s += —M; pro i = A, = n(n + 5) je partikuldrnim
Fesenim rovnice (V)

u(x) = Py(x) = i(”) [(N)]‘ (" tedve ')x‘: jedlin < N,
=ANY v v
u(x) = P,(x) :"“i‘l (N == D (N4 nts+ Do MUY gedlin> N

V=0 VI(N + 2),,,

M
3° nema reSeni pro k + —N, s= —M; pro [—7—] <n <M odpvidi hodnoté

A = A, polynom stupné nizsiho nez n.

4° ma pro k = —N,s = —M FeSeni pravé tehdy, je-li M rovno jednomu z Cisel
2N, 2N + 1, 2N + 2. V téchto pFipadech ma problém (P) pro dif. rovnici (V) neko-
necné mnoho FeSeni. Pro A = 2, = n(n + s) pocitdme koeficienty partikuldrniho

FeSeni rovnice (V,) u(x) = Y. a,x" z rekurentniho vztahu (v +1) (v = N)a,,, . =
v=0

=(v—=n)(n+v— M)a,,, ve kterém miZeme libovolné zvolit koeficienty @,,, ay,  ,-
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Véta 6: Problém (P) pro dif. rovnici (V)
1° md jediné Feseni, je-lie  —M, M = 1,2,3,...;pro A=) = —n(n + e — I)

je partikuldrnim fesenim rovnice (V;) u(x) =) a,x", kde a,, se prov=n-—1,
v=0
n — 2..... 1 poditaji z rekurentnich vztahi
nd v+ 1
n—ton = 77 dm- avn:m[(v+2)av*2,n+dar+l.n]:
2° md jediné feseni, je-li e = —M, M je sudé cislo, d = 0; pro A = 4, =
n
= —n(n + e — 1) je partikuldrnint Fesenim rovnice (V;) u(x) = Y a,x", kde a,, se
v=0

pocitaji z rekurentniho vztahu (A, — A,)a,, = (v + 2) (v + 1) a
n — 4,... (vyskytuji se jen mocniny stejné parity jakou md n);

a2 V=02,

3° nema Fesent, je-li e = —M. M je liché Cislo, d =0, nebo e = ~M,d + 0;
M+ 1 [y co .
v téchto pfipadech pro —5 e <n < M + 1 odpovidaji hodnotim i = 4, polynomy
stupné nizsiho neZ n.

KAPITOLA DRUHA

Uvazujme diferencialni rovnici
PY" + g(x)y" + [r(x) + 41 = 0, )

kde koeficienty p(x)., g(x) e CV(j), p(x) + 0 pro xej, r(x) e C(j).*) M&me pro-
blém (fP):

Nalézt viechny trojice funkei p(x). g(x), r(x), pro které existuje

— posloupnost realnych &isel {4,}/2,
— posloupnost polynomii {P,(x)},~[P,(x) je polynom stupné n)
— funkee f(x) & konst.

tak, Ze pro A = 4, je y(x) = y,(x) = f(x) . P,(x) partikularnim feSenim rovnice (¥).

Véta 7: Necht f(x) e CP(j), f(x) # 0 pro x €j. Problém (fP) pro rovnici (y) md
v intervalu j pravé tehdy FeSeni {A,}, {fP,} kdyZ plati

1° f(x) je na intervalu j FeSenim dif. rovnice

PO + q@)f + [r(x) + 4] f = 0. ®

*) Symbolem C®(j) oznadujeme tfidu viech funkci, které maji v intervalu j spojité
k-té derivace, k = 0,1, 2,....
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2° pro p=p, = A, — 4o, n = 0,1,2.... je P(x) partikuldrnim Fesenim rovnice

plx)u’” + [Zp(x) j;.((:)) + z/(x)] ' + pu = 0. (1)

Ditkaz: M4-li rovnice (y) partikularni feSeni v = fu, pak u je partikularnim feSenim
rovnice
pfu’" + Qpf" + qf)w' + [pf" +qf + (r + 2) flu=0. (2)

Z piedpokladu o fesitelnosti problému (fP) pro rovnici () plyne pro A = g,y = fP,
platnost vztahu [pf” + ¢f" + (r + 2o) f] P, = 0 a tedy platnost podminky 1°.
Rovnici (2) miizeme pak psat takto

pfu’ + Qpf' + g’ + (A = Lo) fu + [pf”" + qf + (r + ) flu = 0.

Uzijeme-li dokazaného tvrzeni 1° a pfedpokladu f = 0, plyne odtud dikaz tvrzeni 2°.

Plati-li naopak 1°, 2°, pak pro y = fP,, A = A, plati py” + qy" + (r + 4,)y =
= p(f'P, + 2f'Py + [P}) + a(f'P, + fP) + (r + A) P, = p[Py + (2p" + q)) P, +
+ (A = 2 fP, + [pf" + af" + (r + A) f1P, = 0, t. j. problém (fP) pro rovnici (y)
ma feleni {4,}, {fP,}.

Poznamka: Podle véty 1 z kapitoly prvé je pro splnéni podminky 2° véty 7 nutné,
aby platilo

P = a + fx + yx, (k)
2p(x) EAC) +q(x) =0 + ex (1n)
f(®)

pro jista realna Cisla o, f8, y; 6, &.

Véta 8: Nechf p(x) = « + Bx + yx2, p(x) = 0 pro xej. q(x)e CV (). Problém
([P) pro rovnici (y) ma prdvé tehdy Feseni, kdy? plati

1° f(x) = exp ]—2 J.% (0 + ex — g)dx, (1)

2° problém (P) pro rovnici (u;) md pro zvolend 4, ¢ ieSent,
. , 1 ,
3 H(x) + 2o = (8 +ex — q)(2p" — g — 0 — ex)jdp — 5-(e — ¢'). (1)
2
Ditkaz: Ma-li problém (fP) pro rovnici (y) feSeni, pak z véty 7 vyplyva platnost

podminky 2°; dale plati (1»), odkud Gpravou a integraci dostaneme podminku 1°,
Upravou a derivaci vztahu (In) dostaneme

[ = f(6 + ex — q)]2p.
I =fle —q)p = p'G + ex — @)2p* + O + ex — ¢)*[4p%.

Dosazenim do (f) dostaneme pro funkci r(x) podminku 3°.
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Naopak, plati-li podminky 1°, 2°, 3°, pak pro funkci f(x) plati
" . : 1 . .
PP afl +(r+ i) f = 7(9 = q')f = pf@+ex—q)2p+ f(5 +ex —q)4p +

+qf(0+ex—q)2p+ f(6+ex—q)(2p" —¢q —6—&\:)/4[)-%](5— q) =

= f6 + ex — )*/4p + gf(0 + ex — q)fdp — f(6 + &x ~ q) (3 + ex)/dp = 0,

tedy funkce f(x) vyhovuje rovnici (f). Podminka [° je ekvivalentni vztahu (1n),
podminka 2° zabezpetuje spIn&ni podminky 2° véty 7. Podle véty 7 tedy problém (fP)
pro rovnici (y) ma feSeni.

V tabulce I uvadime zavislost normaélniho typu dif. rovnice (u,) a funkce f(x) na
koeficientech a, f3, y; 8, & a funkci g(x). Funkce r(x) ve vSech pfipadech musi vyho-
vovat vztahu (r).

Poznimka k tabulce I: u norm. typit I, I1, III nema problém (P) pro dif. rovnici ()
feseni, je-li ¢ = 0. V ostatnich pfipadech tuto skute¢nost vyznalujeme v tabulce
vodorovnou ¢arou.

Priklady:

1. Dif. rovnice (x + 1)y" + [In(x + 1) + 2]y = 0 ma v intervalu j = (—1, + )
pro 2 = 1 — n partikularni feSeni

y(x) = (l + x)n‘%ln(l-#x)—l
2. Dif. rovnice
, 3 .
Vo4 2xy + (% + ?.\‘Z + A)y =0

ma v intervalu j = (— o0, +00) pro 4 = n partikularni feSeni

) = _3 e X
¥y x)—exp( Tx)H,,( V/5)

(H, ... viz kap. prvni).

w

. Dif. rovnice

. 2
(1 +2x)y"+x(1-x)y’+[4((ll—_'_)—;2;)‘(.ifx+x2)+I—~x+/1]y=0

1 . —
ma v intervalu j = (—7 R +00) pro A = n partikularni feSeni

- 1
y(x) = (1 + 2x)°/*¢ _exp (%xz - %x) L, "‘”(T + %x)
(L, ... Laguerriv polynom, viz kapitolu prvni)
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4. Dif. rovnice
X274 x@2x 4+ Dy A+ [xx + 1)+ 2] =0,
ma v intervalaj = (— oo, + o) pro A = —n? partikularni feSeni y(x) = x"e™*.

. Dif. rovnice

w

(1= x2) "+ X%+

{ .
+ %[6.\-2 +2+ T:;-(.\-Z —x +2)(x* = 6x% — x —2) + 41] y=90

ma v intervaluj = (=1, +1)'pro 2 = n? partikularni feSeni
(x) = exp (]T.\'z)(l — X)L 4 X)) T,,(x ;L ! )

(T,, ... Cebysevitv polynom pryniho druhu; je to specialni p¥ipad Jacobiho poly-

1
nomu pro k = 58 = 0).

Véta 9: Necht f(x) e CP(j), f(x) + 0 pro x €, p(x) = o + fx + yx? a plati

1 G(x) =6 +ex —2p fT @1n)
2 r(x) + 2o = "}(l*f "+af), @)

3° problém (P) pro rovnici (uy) md pro zvolend o, ¢ Feseni {j,}, {P(x)}.
Pak problém (fP) pro rovnici (y) md fefeni {A,} = {1y + 1.}, {fP(x)}.

Diikaz: Za uvedenych predpoklada plati vztahy (k), (In), (f) a jsou spinény pod-
minky 19, 2° véty 7.

Priklad: f(x) = (1 — X, p(x) = 1 — x%
Revnice (1 —x?)y” —xy'+ (1 +A)y=0 ma pro 2= n(n + 2) partikularni

. +1 . . M ‘
feseni y(x) = (1 —x%). U, (%) , kde U,(x) je n-ty Cebyseviv polynom druhého
. 3
druhu (speciélni piipad Jacobiho polynomii pro k = 58 = 2).

Véta 10: Necht r(x) e C(j). p(x) = % + Bx + yx* % 0 pro x €j. Jestlize ddle plati

1” f(x) je v intervalu j, < i partikuldrnim resenim rovnice

f/z
B

r ®

pf"+ (0 +ex)f +(r+ ) f =2p
27 funkce q(x) vyhovuje podmince (q,,),
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3% problém (P) pro dif. rovnici (ug) ma reseni {p,}, { P(x)}.
pak problém (fP) pro rovnici (y) ma Feseni {A,} = {Ay + p,}, {fP(x)} v intervalu j, .
Ditkaz: Podminky 1°, 2° této véty jsou ekvivalentni podminkam 1°, 2° véty 9, tieti
podminka je stejna v obou vétach. ProtoZe rovnice (3) je nelinearni, jeji partikularni
fedeni existuje jen v jistém intervalu j, < j.

Véta 11: Necht r(x) € C(j), p(x) = o + Bx + yx* % 0 pro x €. Jestlize ddle plati

17 q(x) je v intervalu j, < j partikuldrnim FeSenim rovnice
1 2 , L R o
(q/pY + 5-(alp)* = clp — p'(6 + &x)[p* + (3 + x)’12p” + 2r + A0)/p, (4

2° f(x) vyhovuje vztahu (f,,),
3° problém (P) pro rovnici (u;) md pro zvolend &, & reseni {1}, {P(x)},

palc problém (fP) pro rovnici (p) ma Feseni {A,} = {3y + 1}, {fPJ(x)} v inter-

valu j, .

Diikaz: Podminka 1° vznikla upravou vztahu (f) a pouzitim (In), podminka 2° je
ekvivalentni podmince (In). Jsou tedy splnény podminky véty 7. V dasledku neli-
nearity rovnice (4) je existence jejiho partikularniho feseni zajisténa jen v jistém
intervalu j, < j.

KAPITOLA TRETI

Neékteré zvlastni pripady diferencialni rovnice (y).
Véta 12: Necht p(x) = o + Bx + yx* % 0 pro xej.
Problém (fP) pro rovnici

. ! 2 .
px)y" + (417(3‘) (ax® + bx +¢) + /.) yr=0 (y0)

ma pravé tehdy Feseni {1}, {fPv} v intervalu j, jestliZe plati

1° 0. & jsou redlnym resenim soustavy
a =2y — &),
b =262y — e, (5
¢ = —2uc + 286 — 6%,

I

I

2° rovnice (¢ + Bx + yx*)u” + (5 + ex)u' + pu =0, p= 21— A,
md prop = p,,n=0,1,2,... rFeSeni u = P,x),

J + ex

3¢ f(x) = exp ijdx.

Diikaz: Necht problém (fP) pro rovnici (1) ma feeni {A,}, {/P,}: pak podle véty 8
(pro piipad ¢ = 0) plati 3°, 2°. Ze vztahu (r) dostaneme nyni vztah
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F(x) + Ao = [— 20 + 286 — 62 + 26(2y — &) x + &(2y — &) x2]/4p

kde r(x) = —‘—:;(a)r2 + bx + ¢). Porovnanim koeficientd na obou stranich dosta-
neme pravé soustavu (5).
Necht nyni naopak plati 1°, 2°, 3°; pak jsou splnény podminky véty 8 a tedy
problém (fP) pro rovnici (y,) ma feSeni {4}, {fP,}.
Pozndmka. Soustava (5) ma realn YeSeni v téchto piipadech:
1. a=b:O,va('~4<xy__<_Obs=2'y,5=[ii\/’(/f2 — ¢ — 4ay),
2.a=0,b%0,y+0,¢c=528— bldy)=¢c=0,6 =bjdy,
a+0.b=0,0%0,a=—c2y + c/20))2a =>¢ = —c/2¢,6 = 0,

4. a+0,b£0,y2=a=0=beg2a c=7y+ \f!)rz — a,
jestlize soucasné plati ¢ = —2ue + 25 — 6%

1 1
Priklad: Rovnice y" + | n + 5 — Y x2>y = 0 ma partikularni feseni y(x) =

= Dy(x) = exp(— —\4«) .H, (——/\7) . Funkce D,(x) maji v literatuie nazev .,funkce
v

parabolického vdlce”, H,(x) jsou Hermiteovy polynomy.
Véta 13: Problém (fP) pro diferencidlni rovnici
(@ + fx + pxH) v + Ay =0, (y2)

md Feseni prdvé tehdy, jestlize pro éisla o, « plati
1° pro rovnici (a 4+ fx + yx®)u” + (3 + ex)u’ + pu = O md Feseni problém (P):;
2° mezi Cisly o, .y a b, ¢, X plati vztahy

gy — 229y = ;782,

20y — 2A0B = &, (6)

R 1
Bo — oe — 204 = 5 0.

Diikaz: Necht problém (fP) ma pro rovnici (,) feSeni. Dosadme g(x) = r(x) = 0
do vztahu (f,,) a odtud do (f). Dostaneme

1
(0 + ex) p'(x) — (¢ + 22) p(x) = -2—(6 + ex)%
Dosazenim za p(x) a porovninim koeficientdi na obou stranich dostaneme pravé
soustavu (6).
Plati-li naopak 1°, 2°, pak jsou splnény podminky véty 7 a problém (fP) pro

rovnici (y,) ma tedy feSeni.
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Soustava (6) je soustavou linearnich rovnic pro koeficienty «, f8, y pfi danych
8, &, Ao Jeji feSeni a jemu odpovidajici normalni typ rovnice (u,) a funkci f(x) udava
tabulka IL
Pii danych koeficientech «, 8, y je soustava (6) soustavou nelinearnich rovnic pro
koeficienty 0, ¢, 4,. Jeji feseni a jemu odpovidajici normalni typ rovnice (u,) a funkci
f(x) udéva tabulka III.
" Priklad: Diferencidlni rovnice (x> + 3x + 2)y" 4+ Ay =0 ma pro 1 = -2 —
— n(n + 3) partikularni feSeni

(x) = (x? + 3x + 2) P(2,3:x + 2),

(P, je n-ty Jacobiho polynom s 5aramctry k=2 5=23).
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Shrauti

O POLYNOMICKYCH RESENICH HOMOGENNI
LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE DRUHEHO RADU

JIRT KOBZA

V &lanku je studovana existence partikularnich feseni diferencialni rovnice (1)
tvaru y = P(x) nebo y = f(x). P,(x) (kde P, je polynom stupné n) pro jistou po-
sloupnost hodnot parametru A.

V kapitole prvé je dan piehled vysledkd pro polynomicka feSeni t. zv. normalnich
typa dif. rovnice ().

V kapitole druhé jsou odvozeny vysledky pro feSeni tvaru y = f(x) P,(x).

V kapitole tfeti jsou dokazany podrobné vysledky pro n&které specialni piipady
rovnice ().
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Pesiome

O MNOJIMHOMMAJIBHBIX PEIMEHUAX OAHOPOAHOTIO
JTUHEWHOTO NIUOGOGEPEHLUAJIBHOIO YPABHEHUA
BTOPOIoO NMOPSAAKA

VNPXKU KOB3A

B paGoTe u3yuae1cs CyuecTBOBaHHE YaCTHBIX pelieHtii mid. ypasueins (1) Buaa
v = P (x)nnu ¥ = f(x) . P(x) (P,(x) eCcTb MOTHOM CTENCHI 12) [Tt KAKOH-TO nocie-
J10BATEILHOCTH 3HaYeHuil napaMerpa .

B raaBe nepBoii Jaercs nepeucHb pe3yabTaros iUls NOAUHOMMHANLHBIX PeLieHnH
I. {l. HOpMAlbHBIX THITOB AiG. ypasHenus (u).

B rnaBe BTOPOIi BLIBEAGHBI Pe3y/bTaThl IS pellennii suga y = f(x). P(x).

B rnase Tperbeii MOKa3aHbi MOAPOOHBIE PE3YNLTATHI AN HEKOTOPHIX YACTHBIX
BHJIOB ypaBHenns ().
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