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UBER ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN VON
INTEGRALEN DER STURM—LIOUVILLESCHEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG MIT SOG. UBERGANGSPUNKT

JIRI ZEMAN
(Eingelangt am 31. Mirz 1970)

EINLEITUNG

In [2], Absatz 4.5 behandelt A. Erdélyi das Verhalten von Integralen der Sturm—
Liouvilleschen Differentialgleichung 2. Ordnung

VoA Wp@) + r(t, )]y = 0, )

fiir A — +o0, t € {a, by, wo p(t) im Punkte c € (a, b) einen einfachen Nullpunkt be-
sitzt.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir das Verhalten von Integralen der
DG1 (y), wobei p(t) im Punkte c € (a, b) einen 2k — 1 fachen Nullpunkt besitzt
und A - +oo.

Im Kapitel I. wird ein gewiBBes Paar von linear unabhingigen Integralen der DGI

2+ ATz =0 2

konstruiert und einige ihre Eigenschaften abgeleitet. Im Punkte ¢ = 0 4ndert das
beliebige Integral der DG1 (z) wesentlich seine Eigenschaften (von Nicht-Oszillation
zu Oszillation). Hiervon stammt auch die Benennung ,,Ubergangspunkt der DGI.
Zur Erfassung dieser Eigenschaften wenden wir die transzendenten (Besselschen)
Funktionen an.
Im Kapitel II. wurde die Transformation von Integralen der DG1 (z) nach [1] auf
die Integrale der DG1
Y+ [Pe* () 0% + {@, )] Y =0, Y)

benutzt. Die Formeln (20), (24) und (24’) erkliren die Integralen der DGI (y) mit
Hilfe von Integralen der DG1 (Y) fiir 7 € {a, b), 1 > +o0.

Abschliessend wird noch eine Spezialisierung fiir K = 1 durchgefiihrt. Dieser Fall
wird in [2] betrachtet.
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DIE EIGENSCHAFTEN VON INTEGRALEN DER DGL
2+ A= 0
1. Die Konstruktion cines Fundamentalsystems von Losungen
der DGy + x* 'y = 0.

Satz I.1. Sei k eine natiirliche Zahl. Die Funktionen wu,(x), u#,(x) definiert mittels

“1(x) - Z “"X(Zh—l-l)u-é—l,
n=0

der Formeln

(-1 o "

wo a, =

n i
2k + 1) 2k . 1
2k + 1) ZH‘F('HLI)‘[(”+I+2A‘+1

"2(:)() - Zobﬂx(2k+‘)"’
n=

n
WO b, = S . 7_1)_ TN (1)
2n= -
e T R o T e _
2k + 1) l(z1+])1(n+l 2k+l>
bilden im Intervall (— w0, + ) cin Fundamentalsystem von Losungen der DGl
u' Xy =0, (u)
und
W(u, ., uy) = —(2k + )n~ ' sin w2k + 1)7"

Satz 1.2: Die Funktionen u,(x), u,(x) seien durch die Formeln (1), (1) definiert.
Dann bilden die Funktionen

Uix) = 2/\1-;T [uyx) + uax)] @
U = [~ w9 @)
2sin ST

ein Fundamentalsystem von Losungen der DGI (1) im Intervall (—oo: +00) und es
gilt
WU, Uy = -~ ".

Von der Richtigkeit der vorangehenden Sitze kann man sich durch Einsetzen
iiberzeugen.
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In den Satzen 1.3 — 1.5 als auch in der Bemerkung 1. ist x > 0: in den Sitzen 1.6

2k+1
und 1.7 ist x = 0. Der Kiirze halber setzen wir T X 2 = ¢ kst eine natiir-
liche Zahl.
Satz 1.3: Es gelten die Formeln
1 1
() =x2J , (&) nx=x2 (@) o)
2k+1 2kt 1
:l 1
u—x)=—x21 | (¢). uy(—x)=x21 | (&), 3"
2k+1 2k+ 1

wo J oy (J ' ) bzw. I (1 i ) die Besselschen Funktionen bzw. die mo-
Je+1 N T 2k 2kF1 N T 2k

o . . ) . L 1 1 .
difizierten Bessclsfunktionen I-ter Art mit dem Index F i»<—~-—2~l\; +~-|~> sind.
Beweis: Die Giiltigkeit der Formeln (3), (3') beweisen wir mit Hilfe von Formeln (1),
(1) durch Heranziehung von Reihenentwicklungen der FunktionenJ 7
2+t Eaka
(siehe etwa [4]).
Bemerkung 1. Nach den Sitzen 1.1 — L.3 lassen sich die Funktionen U,, U, in

der Form
1

Uy(x) = ?,:TZ]‘ [J> 71_7(5) + J?l &1,

kT
o ] )
) = ——[_, @)=Y 5 (@)
2 sin AT k41 2k+1

darstellen. Es gelten ebenfals die Formeln
1

V(=9 = 5 T @1, @]

2k+1
: ,
X , @)
Uy(—x) = S L @41, ©]
2sin 5 AT
2k + 1

2. Asymptotische Eigenschaften der Integralen U,(x), U,(x) fiir x —» oo und ihre
weiteren Eigenschaften

Durch Anwendung von asymptotischen, ein Glied enthaltenden Formeln fir die
Funktionen J,(x), I(x) (siehe etwa [4]), lassen sich leicht zwei folgende Sitze be-
weisen. Das Symbol ,,0*" wird im Sinne von [2] verwendet.



Satz 1.4. Es gelten die Formeln

n
Uy(x) = ,12 ,cos EQ,I(‘+ZB‘ [cos (5 - %) +0(5_])] fiir x > +o00,
n2(2k + 1)2x 4 )
1
Uy(x) = —, wvA‘{%‘E%QZ—V—ZE:I——[—sin (f - %) +O(C")] fiir x > +o0.
22 [cos 2_(2T+_l)—l‘ 4
Sarz 1.5. Es gelten die Formeln -
sin =
U(-x)= ZIff 1 s e f[T+oEh]  fiirx - +oo,
n2(2k + 1)2 .x 4 5"
1
Uy(=x) = ———22 . o +0(E™ ] fir x > +o0.
2nz(sin T X 4

Bemerkung 2. Offensichtlich sind die Funktionen U,. U, im Intervall (—o0, 0)
positiv. Aus den Formeln (5') sehen wir, daB lim U,(x) =0, lim U,(x) = + . Aus

der DGl (u) folgt, daB das Integral U,(Uz)‘ im intervall (—o0, 0) eine wachsende
(abnehmende) Funktion ist.
Durch Anwendung von Formeln (5) und (5) beweisen wir zwei folgende Sitze.

Satz 1.6. Es bestehen positive Konstanten C,, C, derart, daf

; C
| U((-\’” £ -— 12)‘:1 .
I +x & (6)
C
[Uy(x)| £ "21;,1” B
I +x 4

gilt.

Satz 1.7. Es bestehen positive Konstanten Cy, Cy, Cy, Cy4 derart, daf

- -$
G S U0 S 6 Sy
L+x 4 1+x 4 W)
, ¢ 5
Co————F 7 SU(—0) 2 Co — 57
1+ x 4 1+x 4

gilt.
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3. Transformation der unabhdngigen Verdnderlichen

Satz 1.8. Sei A > 0. Die Funktionen

zy(1) = Ul(Alklﬂ‘l't), z,(t) = Uz()ﬁk2+I t) (8)
bilden ein Fundamentalsystem von Losungen der DGI
2" 4 ATz =0 ) 2
im Intervall (—co, +00) und es gilt
W(zy,z,) = v){“z"‘ .
Beweis: Die Behauptung des Satzes erhalten wir, indem wir x = = 4 2"2" 1't setzen.

2
Bemerkung 3. Sei t 2 0, 2 > 0. Bezeichnen wir zur Abkiirzung vﬁ:-l—li’”r =
= 9(= 0). Wahlen wir in den Formeln (6) und (7):
2

x = A2k*+1 ¢ so erhalten wir

[zy(1)]

IA

©)

iz S et

4
e*#A’
| + A20k%D) 4 (10)

1 4+ 220k+Dt 4

Die Konstanten C;, C;in (9) und (10) sind die aus den Sitzen 1.6. und 1.7.

1L

DIE STURM—LIOUVILLESCHE DGL 2. ORDNUNG
MIT SOG. UBERGANGSPUNKT

1. Transformation von Integralen der DGI (z)

Satz I1.1. Die Funktionen z (1), z,(t) seien linear unabhdngige Integrale der DGl (z) im
Intervall (—00; +00), durch die Formeln (8) definiert, und W(z,, z,) ihre Wronskische
Determinante. ¢(t) sei eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
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1@ eC’. ¢'(t) >0 fir te(By,p,)
2° —0 £ lim (1) < lim ¢(1) £ +o0. v,
py = p-
Wir definieren im Intervall (B . f,) die Funktion Q(t) vermoge der Gleichung
0 = 2™ X1 0™(t) + (.1},
wo
Lo"(1) 3 @"(1)

{p. 1} = — .
R NP 0)

Dann bilden die Funktionen

Y,(0) = E;I;(l’(l)] Y,(1) = ZZ,[(’,),(D,], an
= . A1) =
o(1) (1)
im Intervall (B, . f3,) ein Fundamentalsystem von Lisungen der DG
Y'+ Q)Y =0, Y)

und es gil
2
W(Y,. Y,) = W(z;,zy) = =22k+ig" "

Der Beweis wird durch Einsetzen von Integralen (11) in die DGI (Y) gefithrt.

Bemerkung 4. Wihlen wir die Zahlen a. b so, dal fi; < a < b < f3, gilt, und
betrachten wir die DGI (Y) fir 7€ <{a, b), so 1aBt sich durch geeignete Wahl der
Funktion ¢(1) erzielen, daf} ein einziger Punkt ¢ € (@, b) derart besteht, dali ¢(c) = 0
pilt.

2. Ubergangspunkte

Die Sturm- Liouvillesche DGl 2. Ordnung hat die Form

¥ [Py + (. )]y =0, )

wo p(1}, r(1. 7) stetige Funktionen der Verinderlichen ¢ im Intervall {a. by sind;
A 2z 24 > 0 ist ein Parameter.

Ist sgn p(z) = konst. fir e {a, b), sind die asymptotischen Eigenschaften von
Integralen der DGI (y) fiir 2 > 400 bekannt (siehe etwa [2]). Wir wollen nun den
Fall betrachten, wo diese Forderung nicht erfiillt ist.

Definition IL1. Sei k eine natiirliche Zahl und p(t) € C** fiir t € {a, b). Den Punkt
ty € {a, b). in welchem

plg) = p'ltg) = ... = pPP10) = 0;  pPF (1) + 0,
gilt, wollen wir als Ubergangspunkt der DGI (y) von 2k — 1. Ordnung bezeichnen.

Nehmen wir an, daf} die Funktionen p(¢), r(t, 2) in der DGI (y) folgende Eigen-
schaften besitzen:
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p(t):  1° p(t) e C* fiir t € {a, b).
2° Der Punkt ¢ e (a, b) ist ein Ubergangspunkt der DG (y) von 2k — I.
Ordnung.
3° p(t) & O fiir 1 % ¢, te{a, b).
4° p@k=D(c) > 0, so daB p(t) < O fiir 1 e {a, ¢) und p(t) > 0 fir e (c, b).
5° Setzen wir

‘ 1
jlp(.c) |2ds = P(t) fiic fe{a, by, (V)

ist die Funktion

(1) = In P (?k € C?
| () 550
fiir 1 € {a, b).

r(t, 2): 1° r(t, %) ist definiert auf der Menge .# = {{a, b) x {1y, +0)}.

2° r(t. ) ist beschrankt auf .#, d. h. | r(t, )| < M. (V)
3° Fiir ein beliebiges A € (4, +00) ist r(t, ) eine stetige Funktion von te
€ {a, b).

Bemerkung 5. Die Eigenschaften (V,) besitzt z. B. die Funktion p(f) = (¢t — ¢)**~!
in beliebigem im Innern den Punkt ¢ enthaltenden Intervall, oder die Funktion p(t) =

. - . . T
= sin? "1 (f — ¢) — sin®**! (¢ — ¢) im Intervall <{a, b>, wo — yte<a <tgb<

<Tz+€
5 .

3. Differentialgleichung o**~' . ¢’ = p(t)

Satz 11.2. Die Funktion p(t) mége im Intervall {a,b) die Eigenschaften (V,) besitzen.
Dann gibt es eine einzige Losung der nichtlinearen DGI 1. Ordnung

e = p(n), (@)

die der Anfangsbedingung ¢(c) = 0 geniigt und im Intervall {(a, b> die Eigenschaften
(V,) besitzt.

Beweis:
a) Es ist leicht ersichtlich, daB3 die Funktion ¢(¢) definiert durch die Beziehungen

c 2
P
—{&;L JA[mp(s)] z ds} e fiir 1€ {a, ¢y,
o(1) = B 2 (12)
. .
{EIX;L p2(s) ds} o fiir te (e, b),

c



die einzige, die gegebene Anfangsbedingung erfiillende Losung der DGl (¢) ist,
welche fiir 7 # ¢ eine stetige, positive Ableitung ¢’(¢) besitzt. Nun ist es leicht einzu-
schen, daf3 die Funktion ¢'(f) auch im Punkte ¢ = c stetig ist und

1
o'(c) = [%J;;;)T()fﬂ et (> 0).
b) Durch Ableitung von (¢) nach 7 erhalten wir
2k = D@72 + 20 90" = 1
Durch Umformung ergibt sich

, o' |y ¢
=2 1P -1t 13
¢ 3 [p ( ) w] (13)

Setzen wir in die eckige Klammer in (13) ¢ und ¢’ aus (12) ein und machen wir von
der in 5° eingefiihrten Bezeichnung der Eigenschaft (V,) Gebrauch, so folgt fiir
reda,by:

1
o0 = o] 240 2L < L2(2) Il{ =¢'(1). (1) (14)
[1p(s) 12 ds

2p(1) 2k + 1

und mithin ist die Funktion ¢"(¢) im Intervall {a, b) stetig.
¢) Fiir 1€ {a, b) gilt
Q"(t) = @"(t). Y'(1) + @'(t) . ¥"(1), 15)

so daB ¢”(z) auch in diesem Intervall stetig ist.

4. Eigenschaften von Integralen der DGI (y) fiir 2 — + o0
Betrachten wir die DGI
Vo p(t) + r(t. )]y =0 )
im Intervall {a, by, wobei die Funktionen p(t) bzw. r(, 2) die Eigenschaften von (V,)
bzw. (V) besitzen.
Betrachten wir ferner die DGl
Y+ [22** 0. @2 (1) + {@,t}]] Y =0, )
im Intervall <{a, b), wo die Funktion ¢(7) durch die Formeln (12) gegeben ist. In
beiden Gleichungen sei 4 = 2, > 0.
Durch direkte Rechnung kann man leicht den folgenden Satz beweisen.
Satz 11.3. Y(1) sei ein beliebiges Integral der DGI(Y) im Intervall {a, b und t€{a, b).

K(t, 7) sei ein im Intervall {a, b) die Anfangshedingungen K(z,7) =0, »;t—

erfiillendes Integral der DGI (Y). Es sei weiter ty € {a, b). Sodann geniigt die Lisung
der Integralgleichung (1Gl)

K(t,7) =1
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t
(1) = Y(O) + [ K@, ) [{o, 1} = r(z. D] y(x) dr, v, Y)
fo
der DGI (y) im Intervall {a, b).
Bemerkung 6.

a) Die Losung K(1, 1), welche die geforderten Eigenschaften besitzt, hat die Form

. Yl("‘) Y,(1) - Yz(f) Y, (1) . _
() = OO SO iy DV 0 = B V(). 06

wo Y., Y, die linear unabhingige Integrale der DGI (Y) sind. b) Fiir ein beliebiges
festes A ergibt sich die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von IGI (y, Y) aus
der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen vom Volterraschen Typ.

Im folgenden bedeuten Y,, Y, die durch die Formeln (11) definierte Funktionen.
Aus Satz 11.3. folgt, daf’ die Losungen von IGln

1
»(0) = Yi() + [ K@, o) [{o, 1} = r(z, D] py(x) de, (1. Yy)
Ya(t) = Yo(t) + [ K(t, 1) [{, 7} = r(t, D] y2(x) de. (y2, Y2)

die Integralen der DGI (y) im Intervall {a, b) sind.
Lemma Il.1. Es sei te{a,c). Ista £ 1 £t < ¢, so gilt

Yy(z) | C

a0 K(t. 1) [{g, 1} — r(z, /1)]1 < - N T R e L(17)
‘ ! /12k+llp(7;) ]+Az(zk+n|(p1)| 4 ]
Ista <t <t < ¢, s0gilt
| | =
} Y(% Kt Dot} —r(m )] = — — 7C2k w17
2k+1q,(1-) [[ +/212k+l)|‘p(1—)] 4 J

wobei C, C Konstanten bedeuten.
Beweis: Es ist Y, (1), Yz(l) #+ 0, so ergibt sich aus (10)

! Y(o) | [‘/L(L)] '“1[(7,,(11] < [(p(t)]z I+ Alf:k;l’lq’(m k;],
O L@ 20l T Lol |
.C,Zkil .[wun z ‘—anzk;']' (18)
Vi) | [EQJ zo(0)] _ [(p’(t)]z 1 +u1zsu+'n|w(t)l M .
R0 Le@] =0 T e lew] L e
R T (18)

171



Es gilt ferner

2
K(t.t) S 7k 20 [ YD) V)i + | L0 V()] £

2
MG

[ ks zkul
o) 2 —lom) 2

(19

IIA

2 N T T D I
A2+ [(/)'(1).(/)'(1’)]1 [] + A20kF D ‘/’(')I 4 ] [+ 220851 q,(f)| 4"]
Aus den Eigenschaften (V,) der Funktion ¢ und aus den Eigenschaften der Funktion r
erhalten wir

[ {o. 1} = r(t, )] £ Cs, (19)
wobei Cs cine Konstante ist.
a)Seia £ 1 =t £ ¢; folglichist | @(t) | = | ()| und mithin ergibt sich aus (18), (19)

~2
und (19') die Relation (17), wenn C = -211[1'-3(;4-9—5 gewiihlt wird.
3
b) Sei ¢ £ 1 < v = ¢: folglich ist | (7) | £ | @(r) | und mithin ergibt sich aus (18'),
B} 2
(19) und (19") die Relation (17), wenn C = fECJCC,—“‘—C-S gewihlt wird.
4
Satz 11.5. Es sei 1€ <a, ¢y, i = 1,2. Es gilt
2
»ilt) = Y0 [l +ols zm)] fiir 2 > +c0. (20)

Beweis: Es ist Y,(1), Y,(t) > 0. Setzen wir in den Gleichungen (yy, Y;) bzw.
(y2, ¥3) iy, (1) = Y (1) . w, (1) bzw. p,(1) = Y,(1) . w,(¢). Hiernach erhalten wir fol-
gende Integralgleichungen fiir w,, w,:

.
(o Ve () =1+ f:'%; K(1, 9 [, 7} — r(z, )] w (1) d,
1
'

. Y,(1)
wo, o). owa() =1+ | <&
(w2, 13) V(1) J.Yz(f)
Fiir ein beliebiges festes 2 sind die Funktionen w, , w, im Intervall {a, c) beschrankt.
Sei W) = Max | wi(t) | firi = 1,2. Nach (17) und (17) haben wir

K( 1) L. 7} — r(z. 2)] wa(d) d.

RO IR Rl I PR ICITE
=1+ J {{:% K(t, t) [{o. t} — r(r, )] w‘(r)idt <
b i'z’kﬂq,'(r)[] + 1'2(2k’+'1)|,p(t)| 4"]
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Aus den Eigenschaften (V,) der Funktion ¢ folgt, dal

1
O<imE-——=<m,

o)
gilt und mithin
Q
Iwi()] £ 1+~ fiw,(t)ldr‘ (21
J 2k Y

wobei @, = m . C eine Konstante ist.
Ahnlich erhalten wir fiir w,(¢) die Abschitzung von

c

Q
N Iwy() =1+ -——i—fm(r)ldr, 1)

2
A2k+1
wobei 2, = m . C eine Konstante ist.
Folglich bekommen wir fiir W;(4) die Ungleichheiten

, Q,
W) S 1+ —F—(c — a) W(A). (22)
226+ T
Es sei 7 > 0. Aus den Ungleichheiten von (22)_ergibl sich, dal fiir geniigend groBe
A WyA) £ 1 + n ist. Folglich ist es fir 4 =2 4

t

| Yi(7) ‘
J ! 0] K(t, 7) [{@, t} — r(r, )] w(2) dr’ <
= ”B'z““ J- (1 +n)dr= f?.!(l,f"lgv(}‘\—ia) ]

A 2k+1

A2+ Y

oder

1

[, -

|38 k(e tto s - e Mm@ =0 [ ] s v
1

Ahnlich bekommen wir

t

f ;Zg; K(t. ) [{@, 7} — r(z, )] wy(z)dr =0 [/1‘ z'm'] fur A — +o0. (23

Durch Einsetzen aus (23) und (23') in die Gleichungen (w,, ¥,) und (w,, ¥,) er-
halten wir fiir die Funktionen w(r) die Beziehungen

[ 2
wir) =1 + 0();7 2“‘) fiir 1 — -+ oo,
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woraus sich bereits, indem wir zu den Funktionen i(?) zuriickkommen, die Behaup-

tung des Satzes ergibt.
Satz I1.6. Es sei t € {c, b). Es gelten die Formeln:
- 2 - 2 \
() = Y, (). ,I + 0(_/1 2"“)] + Yz(t).O‘Z 2"“) fiir A —» +00, (24)
;2 2
(1) = Yz(t).[] + 0(). '2""*1')] + Yl(t).O(). Z"“) fir A - +o0. (24)
Beweis:

a) Aus den Gleichungen (y,, ¥;) und (16) folgt

w0 =1(0. {1 + -5 jyz(r)[{w- = (e l)]y.(f)df} -

A2k+0 Y

LI f A .7} — (6 D] r(0) de +
AZI(*’I

+ J-K(t. ) [{o, 1} — r(z, A)] y4(x) dr. (25)

Nach dem Muster von (20) gilt fiir gentigend grofBe A:
I ) [{o. 1} = r(@ D3 | =

=M@ N lie. o) - e 140l wh)] <

Q
= T Zk3| TR T (26)
@ (‘r)[] + 2@+ Dg(7) 4 u]
LY (@) [{o, 1} = r(t, D]y, (1) | = (26)
;‘ =20
VO te. 1) - e [1+0(i )] <
Q4

T2k—1 2%
o1 + 13000 N

(Wir setzen Qy = C;C,C5(1 + 1), Q4 = C{C5(1 + n); y > 0.) Fiir den Kern des
letzten Integrals in (25) gilt

IK(t ) [{e, 1} — r(z, D)1 = B T S TR R A )
A2+ T g (‘r)[] + MBI (1) F
(@5 = 2C,C,Csmi?),
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Bezeichnen wir Y,(1) = Max | y,(f) |. Durch Einsetzen aus (26), (26") und (27) in (25)
tede, by
gewinnen wir fiir y,(7) die Abschiatzung:

|y1(1)|§6.[| + - i—r—oa(c—a)m]+ e —aym +
J2k+1 A2k+1
'
m
+ Qs — 3 J‘|)'1(7)|d‘f-
A2kHT Y

und es gilt mithin

Y() < mCl[l + g -a) m] +

A 2k+1
+ = T [RC,Cye — a) + Q4(b — ) Yy()). (28)
A2k+1
Aus (28) folgt fiir geniigend grosse 4
Y,(A) £ mCy +n. (29)

Aus der Gleichung (25) ergibt sich durch Anwendung von (26), (26), (27) und (29)
die Formel

B _7274 _ 2 _ 772
»i(0) = Y1(t)ll + 0(1 2"“)J + Yz(r)O(). Z‘f“) + 0(/1 2"“) fiir A - + o0,
die in der Gestalt von (24) geschrieben werden kann.

b) Aus der Gleichung (y,, ¥;) und (16) haben wir
t

va() = Yzm[l o j YO {9, 7} — (e, )] va(e)di +
A2kH+T Y

+ =10 | L@ e 1) - r(z D] ya(0) de. (30)

A2k+1

c

Sei 7 > 0. Durch analoge Uberlegung wie im Fall a) kann man feststellen, daB fiir
geniigend grofie A

[y2() | £ mCy + 1. (29")
gilt. Da firi =1, 2

1 Y@ [{o, o} = r(r, D] pa() dr | £ C,Csm(mCy + 1) . (b = ©),
gilt, ist es
J Y@ o, 7} = r(r, D] y,(x) de = O(D). 3D

Durch Einsetzen aus (31) in (30) bekommen wir die Formel (24").
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Satz I1.7. Die Integrale y (1), y,(t) der DGI (y) sind im Intervall {a,b) linear unab-
héngig.

Beweis: Withlen wir 1 = ¢, so beweisen wir leicht mit Hilfe von (y;, Y;), (y,, ¥3)
und (16) die Beziehung

Wi, 32) = WL Y)) = [ V2@ Lo T} = 1@, D] py(@) de. G2
Das Integral in (32) existiert fiir jedes 4; bezeichnen wir es mit 7(4). Aus (20) folgt:
c| [ 2
112) 1 = j: Yi() Y1) . ll + 0(/1 1"“)] ot} — r(z DY dr =

< [mC[CIC1 + ) de £ mC{CiCs(1 + 1) . (c — a) = @,

Semn

2
und folglich fiir geniigend groBe 4 ist W(y,,y,) < 0,denn W(Y,, Y,) = —A2k+ig~ 1
5 Fall k =1
Die Funktionen (2) bzw. (2') sind Airysche Funktionen Ai(x) bzw. Bi(x). Fiir
k = 1 kann man schiirfere Abschiatzungen fiir die Integrale y,(i = 1, 2) der DGI (y),

als die in den Formeln (20), (24) und (24’) angegebenen erhalten. Aus den Formeln (17)
und (17') ergibt sich namlich:

Y(r) . c c ,
KOO~ e )5 =S =S am)
' (D) 2 Alp()]7
Die Abschitzungen von (22) haben dann die Form
Wiy < 1+ 2w j‘di-z , @2)
- JIe@r

Man kann leicht beweisen, dal wenn die Funktion p(r) im Intervall <a, c) die Eigen-
schaften (V,) besitzt. so konvergiert das Integral

c

dr B . G3)
Ip()1* .
fiir k = 1 und divergiert fir k > 2.
Fiir k = 1 ergeben sich dann anstelle von (20), (24) und (24') die Formeln
yi) = YOl + 02~} firi— +oo, (20)
fir 1€ <a, ¢) und ferner

) = YOl + 007 Y] + Yy(). 047 fiird— +oo, @4
7)) = YOIl + O™ H] + Y1) . 0A™Y  fiir A > +oo. (24"

fiir 1 € {c, b ([2]).
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Bemerkung 7. Aus den Abschitzungen (22) und den Eigenschaften des Integrals (33)
folgt, daB fiir £ > 1 mittels der angewandten Methode keine schirferen Formeln
fiir y,, y,, als die von (20), (24) und (24') bekommen werden konnen.
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Shrnuti

O ASYMPTOTICKYCH VLASTNOSTECH INTEGRALU
STURM—LIOUVILLEOVY DIFERENCIALNI ROVNICE
ST.ZV. PRECHODOVYM BODEM

V praci jsou studovany asymptotické vlastnosti integralis d. rovnice (y) pro
A— +oo v piipadg, Ze funkce p(r) resp. r(f, ) maji pro 7€ {a, b) vlastnosti (V,)
resp. (V).

V 1. kapitole je konstruovana jistd dvojice linedrné nezavislych integralt d. rov-
nice (z) a jsou odvozeny n&které jejich viastnosti.

Ve II. kapitole je pouZito transformace integrali d. rovnice (z) podle [1] na inte-
graly d. rovnice (Y). Metodou uvedenou v [2] jsou odvozeny vzorce (20), (24) a (24'),
vyjadfujici integraly d. rovnice (y) pomoci integraléi d. rovnice (Y) pro t e <{a, b,
A— +o0.
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