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Í971 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALШM — TOM 33 

Katedra matematické analýzy přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Prof. RNDr. Miroslav Laitoch, CSc. 

TRANSFORMACE NĚKTERÝCH N E L I N E Á R N Í C H 
D I F E R E N Č N Í C H ROVNIC NA N E H O M O G E N N Í 

LINEÁRNÍ D I F E R E N Č N Í ROVNICI 1. ŘÁDU 

VLADIMÍR VLČEK 
(Předloženo 27. března 1970) 

Dokazuje se věta o existenci a tvaru obecného řešení nelineární diferenční rovnice } J X(x + j) = 
j = o 

— P(x), P(x) > 0 , » G N (pomocí její transformace na lineární nehomogenní diferenční rovnici 
n-tého řádu). Jsou uvedeny věty o transformaci a existenci obecného řešení jistých typů nelineárních 
diferenčních rovnic na lineární nehomogenní rovnici 1. řádu, kdy substituční funkcí příslušné 

transformace je převážně složená funkce výrazu f | X(x + j) resp. jeho diference. 
j = o 

Poznámka o užité symbolice: N značí množinu všech přirozených čísel, N* = 
= N u (0); prvky množiny N* ozn. x. R resp. K označuje obor všech reálných resp. 
komplexních čísel, P je prostor všech reálných funkcí definovaných na N* (stacio­
nární funkci zapisujeme místo C(x) jen C, kde C e R, speciálně triviální funkci 0(x) 
též jen O). Jednoparametrický prostor všech funkcí F(x) primitivních k P(x) vyzna­
čujeme ]P(x) = F(x) + C, C e R, kde pro F(x) platí: \F(x) = F(x + 1) - F(x) = 
= P(x). VĚTY jsou většinou formulovány pomocí znaků obvykle užívaných v logice: 
symbol A resp. v znamená konjunkci resp. disjunkci výroků, => resp. o implikaci 
resp. ekvivalenci mezi výroky. 3 resp. V je existenční resp. obecný kvantifikátor; 
znakem -> rozumíme rčení „tak (-ový, -ová, -ové), že", dvojtečka ve výrokové funkci 
značí „platí". 

Pomocná věta: 

BuđPÇx) є P, x є N *, taková, že pro V (x є N*): [P(x) > 0]. 
Pak obecným řešením nelineární diferenční rovnice 

f\X(x+j) = P(x), n-єN 
j = 0 

je n-parametrický prostor X(x, Cx,..., Cn) c= P, Cř є R, / = 1, 
kladných funkcí tvaru 

.. . , n, všech 

X(x,C,, ...,Cn) = exptЧx)үÂx)> 
j = i 
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kde Yj(x), j — l,...,//, tvoří bázi prostoru všech řešení lineární homogenní 

diferenční rovnice t [ + JAn~%(x) = OakdeZ/x) = Z/x, C l 9 . . . , C„) c 

~ P, Cj e R, i = l, ...,n, vyhovují lineární nehomogenní diferenční rovnici 
n-tého řádu 

Dwte; Označíme-li Y(x) =. ln X(x), pak \ f[ X(x + /) = P(x) 1 o \ £ Y(x + í) -

= lnp (x)}o | f (" "í" j A ^ H x ) = lnP(x)}, neboťjí £ Y(x + i) = Y(x + rc) + 

+ Y(x + w - 1) + .. . + Y(x)J A ÍAnY(x) = Y(x + rí) - í " j Y(x + /i - 1) + 

+ ( " j Y(x + n - 2) - ... + (-1)" Y(x)) A Un~lY(x) = Y(x + n - 1) -

- ( " " 1)Y(x + « - 2 ) + r 2 1 jT(x + / i ^ 3 ) ^ . . . + (™l)n"1Y(x)jAU""-2Y(x) = 

= Y(x + n - 2) - P ~ 2J Y(x + // - 3) + í" ~ 2J Y(x + n - 4) - ... + 

+ (~ I)""2 Y(X) J A ... A V1Y(X) - Y(X + 1) - Y(x) j i -> i £ Y(X + /) = A"Y(X) + 

+ ( " j Y(x + n I) - í 2 ) Y(x + « - 2) + ... - ( - ! )" Y(x) + An'lY(x) + 

(n " lJ Y(x + n - 2) - r " M Y(x + n - 3) + ... - (-l)""1 Y(x) + 

A""2Y(x) + V " 2J Y(x + ir - 3) - r ~ 2") Y(x + n - 4) + ... -

(-1)"-2 Y(x) + ... + AY(x) + Y(x) + Y(x) -. A"Y(x) + [ + 1jAtt~lY(x) + 

. . . + ( " + l ) F(x) = | o ( - | J ) A«-F(x)} a platí: 

t (H + ) A- '"(x) = OJ 3 ( t zJ' - 0 A z e K A Z + 0 A Z + i ) ~* 

- V Í Z G K A £ zJ' = 0 :[z"+1 - 1 = 0 A | Z | = 1], neboť pro V(//GN): Z R + 1 - 1 = 

= (2 - O Z zJ U V(k = 0, !,...,« - 1 A « > 1 A « S N ) : z t = cos--^~---27i + 

fc+ l . , x 1 
— 27i kromě z = 1 ; pro n — 1 je z -. 
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a) Je4i n = 2m л m є N, pak pro < V(i = 1, ..., и): ~) zf = 0 л _f є K л zx 

— at + ibx л z2 = ax — ibx лг 3 = a2 + ib2 кzA = a2 — ib2 л ... л z^,,,-! = яm 

+ //Зm л _2m = am — ibm л ( a 1 л . . . л ö f f l л 

= N, pak jзŕY/x] 

fcҷ л ... л bm є R) л 3 í Yx(x) = cos — x / 

x л Y4(. 

^ — 2 я x ì - > V(j = l,...,2w)лV(x є N*) : 

л Y2(x) = sin 4 ~ x л Y3(x) = cos -£- x л Y4(x) = sin —- x л ... л У2m_1(x) 

COS 2TÜX л Y2m(x) = sin 

b) Je-li и = 2m + 1 л m є I 

cos — x л Y2(x) = sin — X л ... л Y2m-X(x) = COS 
n 

и - 1 

) є P л j - 1,..., 2m + 1 л Yx(x) = 

n - 1 
- 2яx л Y2m(x) = 

= sin " ~ x 2ҡx л Y2m+1 = (-1)*) -> V(x є N*) л V(j = 1, ..., 2m + 1): 

{iҺУ"-ҷ-'ì 
| v ( и є N л и > l)л V(Y/x)є P л j = 1, . . . ,и)л V ( x є N * ) : [W[Yx(x + 1), ..., 

ì [ / 
У„(x+ 1)] Ф 0 ] U V ( C , є R л j = l , . . . , « ) 3 У(x)єPл У(x)= £ Z/x) Y/x) л ï | \ 
лZ(xì - Z(x C) - Л^ГJ^P(x)WjlYx(x+\),.^Yn(x + l)-] 
Л ZДXj - ZДX, Ц-j - j W[Yx(x + 1), ..., У„(x + 1)] 

+ Cjh Wj[Yx(x + 1),..., У„(x + 1)] = 

Yi(X+l) ... Y,_1(x+ 1) Yi+1(x+î) . . .Y„(x+1) J\ 

\Yx(x + 1) ... ДY,_1(x + 1) AY i+1(x + 1) ... AYп(x + 1 ) 

|A"- 2 Y г (x+ l)...A"- 2Y J.^ 1(x+ l ) A я " 2 Y i + 1 ( x + l ) . . .A n " 2 Y й (x+ 1)| / 

- V(x є N*) : Г | (П | M A"-fY(x) = ln P(x)1 л 3 (x(x) є P л X(x) -

= X(x,C l s . . . ; C я ) = exp £ Z/x)Y /x)) -» V(Ç,єRл j = 1,..., и)л V(и є N) л 
j - i / 

A V(x є N * ) : Г Ц Д x + j) - P ( x ) j | 
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Speciálně pro 

1. « = 1: 

jз(P(jc) є P) -> V(x є N *) : [P(JC) > 0] л 3 ґj ^ ^ є P ) J => { V(C є R) 3 (x(x) є 

є P л X(x) = X(x, C) = exp Í Г i - Г ^ i + C ] ( - ! ) X J ) - V ( * e N *> : 

:[ДJГ(X + /)SP(X)JJ 

2. n = 2: 

Í3(P(JC) e P) -+ V(x e N*) : [P(x) > 0] A 3 /jMn P(x) . sin ( x + ^ ) 2 7 r j e p A 

A j í l n P ^ . c o s - ^ y ^ - j e P J l ^ í v í C i G R A Í = 1 , 2 ) 3 / X ( X ) e P A X(X) = 

= X(x, C,, C2) = exp | - - _ jAn P(x) . s i n - ^ — p ^ H + C, | cos ~ | - + 

+ ["-?_- J (ln P(x) . cos i ^ t i i 2 ^ ) + C21 sin - ^ -> V(Cř e R A I = 1,2) A 

A V(x e N*) : \f\ X(x + i) = P(x) i 

3. я = 3: 

3(P(x)e P) -» V(XGN*) : [P(x) > 0]A 3 /j n P ^ e P A J ílnP(x). s i n ^ - ^ - n) e 

e P A j í ínP(x) . cos - - Í Í^ -7 r j e p U ^ j v ^ G R A / = 1, 2, 3) 3 (x(x) e P A 

AX(X) = X(x, CX,C2,C,) - explí-ij ~ j ^ + d l í - i r + T- ^ j(lnP(x) . 

. 2* + 3 \ ^ ,1 ^ í \ /2 .A n / , 2x + 3 \ ^"1 . 7ix)\ 
. srn ^ TI 1 + C2 c o s y - + —- Jí lnP(x).cos—j—TU 1 + C3 s i n ^ - > | -» 

-> V ( X G N * ) A V(C j eRA./= 1,2,3): £ X(x + i) s P(JC) i 

atd. 

Poznámka: 

\\ Tíx(x + n - 0 = P(x) U(nAkeN)Ak^nlo\\ ]J Y(x + i) = P(X)]A [7(X) = 

„-*)]} = _Ҷx + 
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Věta L. 

3(P(x) A Q(x) e P) -> V)x eN*) : [P(x) + 1 A Q(X) + 0] A 3Í J ln | i ~ P(x) i e 

JA3ÍU(x) = U(x,C) = {sgn[l -є P л j ÔMЛXPÍZ.J I n І L z Ç « 1) є 

[1 - P(x)] {sgn [1 - P(x)t 

- P ( x ) l Г e x p l l n | l - P ( * ) | Г j ^ 
Q(x)exp(-Jìnll-P(x)|) 

[ l - P ( x ) ] { s g n [ l - P ( x ) ] Г 

C є R) -> V(x є N*) : [U(x) > 0]\ => I V(C,- є R л y = 1, 

є N) 3(T(x) є P л X(x) = X(x, C,CX,..., C„)) -> V(xєN*): 

Q(*) 

П.ү(x + 0 
+ (P(x) - 1) X(x) = _ ß W 

X(x + и + l) + 

Důkaz: 

{3(P(x) A 0(x) A X(x) e P) -»• V(x e N * ) : [P(x) + I A g(x) + 0 A X(x) +- 0]} => 

=>|/X(x + n + 1) + [P(x)- l]X(x) - ^ W ( X ( x + w + l)X(x + n). 

il mx+v 
.X(x + n - t)...X(x + l)- X(x + n)X(x + n- l)...X(x+ l)X(x)[l - P(x)] = 

= Q(x)) o (A fl X(x + í) + P(x) fl Z(x + /) = Q(x)) o (ALl(x) + P(x) £/(x) = 
i = O i = O 

= Q(X)A c/(x) = flX(x + o)l ; 

V(C є R) 3 í U(x) є P л U(x) = U(x, C) = {sgn [1 - P(x)]}x exp J ln | 1 - P(x) | . 

П Щ^ЫM Ь Ä + C Ћ _» v(xєN*) : [AU(x) + P(x) U(x) = Q(x)); 
L [1 - P(x)] {sgn [1 - P(xW V 

{Э(C є R) -> V(x є N*) : [U(x, C) > 0 л П Д x + Í) = U(x, C)]} => 1 Э(Y.(x) є P л 

лj = 1 . . . , и л и є N ) -> V(xєN*)л V(./= l , . . . , и ) : £ V ^ j Дn-£Y/x) = 

Oл ЩYt(x + D,.. ., Y„(x + l)l + 0 л V(CjЄ Rл / = l,.... и) 3(Z/x) = Z}(x, 
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C., ...,CB) є P) - V(xєN*) :Гд iï-^^) A И "\ І ZiW ВД)1 s l n ̂ . C ) ] л 

л 3(Z(JC) є PЛ JГ(JC) = ДJC, C, C_, . . . , C„) « exp £ Z/JC) Y/jc)) -> V(JC є N * ) : 

X(jc + и + 1) + [P(JC) - 1] Z(JC) a --Öâ-

Ţ[X(x + 0 

Poznámky: 
1. {3(P(JC) A _>(JC) 6 P) -> V(JC e N*) : [P(JC) = O A Q(X) + 0] A 3(J£(JC) e P) A 

A 3(f/(jc) e P A C/(JC) = C/(JC, C) = JC2(JC) + C A CeR) -> V ( j ceN* ) : [U(x,C) > 0]} => 

= > J v ( C ; e R A j = ! , . . . , « A / i e N) 3(J_TJC) e P A X(x) = X(x, C, C_, . . . , CH)) -> 

-> V ( J C Є N * ) : X(x + и + 1) - JSГ(JC) s - Ö_W_ 

ПХ(х + i) 
í = 0 

2. (3(P(JC) л _2(JC) e P) -* V(JC e N *) : [P(JC) = 1 л Q(x) > 0]} => S V(C, e R л j = 

= 1 f J A n e N ) 3(X(x) e P A_X(JC + 1 ) = X(jc + 1, C_,.... C„)) -> V ( J C G N * ) : 

ew ДГ(JC + n + 1) s -

\\X(x + 0 

Fáta 2.; 

3(P(JC) A _2(JC) e P) -> V(JC e N*) : [P(JC) # 1 A Q(x) # 0] A 3 M ln | 1 - P(JC) | e 

Є P л )[Г-P(x) ì{sgn[l-PM]f Є 

-WexPj.П|i-p(x) lГj.^-7шЬГp?m> + c l л C є R ) - > 

L [1 - P(x)] (sgn [ 1 - P(JC)]}* J j 

-> V(JC Є N*) : [U(x) = Í/(JC, C) > O l i => jз(Y/jc) є P л j = 1, . . . , n - 1 л 

лнєNлн> l)-> V(j= 1, ...,и - 1)ЛV(JCЄN*): _>_ ( " jA"" 1 " 1 ^) = 

s 0л W[Yt(x + l), ..., Y_._(jc + 1)1 + 0 A V ( C J Є R лj = 1, ..., n -

- 1) Э(Z/x) - Z/x, C_, ..., C___) є P) - V(x є N*) : p £ Í A Г Ь І 

í :t 



( £ Zj(x) Yj(x)) = ln -щ] л 3(Z(JC) є P л X(x) = X(x, C, Cx, ..., Cn.x) = 

= exp X Zj(x) Yj(x)) -> У(x є N * ) : [ В Д + [P(x) - ll XLr + n) = 

ô(x) П X(x + í)] 
i = 0 

{3(P(jc) A Q(X) A Z ( X ) e P) V(x e N*) : [P(JC) + 1 A Q(X) + 0 A X(;c) + 0]} => 

(X(x) + [p(jc) - 1] X(x + «) = C2W I I *(JC + 0 ) o (X(x) - X(jc + n) + 

І 
+ P(JC) X(x + «) = 0(JC) n X(x + /)) <=>/—— + n_T-

1 + P(JC) . 

n*(* + o n*(* + o 
i=\ i = 0 

: Q(x)\ol\ nzr—
 p(*) „-T™ = Q(x)\oUu(x) + 

Y[x(x + ï) / \ П*(* + 0 П*(* + 0 
i = 0 / \ i = 0 i = 0 

+ P(x) U(x) = Q(x) л U(x) = - з ү — 

ПX(x + i) 
i = 0 

V(C є R) 3 ( U(x) є P л U(x) = U(x, C) = {sgn [1 - P(x)]}x exp J In | 1 - P(x) | . 

• fj n^t^lҐІlS. + C D - V(*Є N *> : [AU(X) + P(X) U(X) я Q(X)]; 
L [ 1 - P(x)]{sgn[l-P(x)]} r J j 

JЗ(C є R) - V(JC є N*) : [U(x, C) > 0] л Д X(x + i) = - д J ^ y j * j-(*/•*) є 

є P л j = 1, ..., n - 1 л n є N л n > 1) -> V(JC є N*) л V(j = 1, ...,« - 1): 

: Ş ( ^ " - ' " ' В Д - O A W-[Y!(jc+ 1),..., _"„_,(* + l)] Ф 0 л V(C,-єRлj = 

= 1, ..., n- l)Э(Z/;c) = Z / J C , C І 5 .... C и _ 1 ) є P ) - V ( * є N * ) : ľ j ; ï j г 1 " ' 

( V Z/JC) ад) _. ìn - щ ^ q - 1 A Цx(x) є P л ад = x(x, c, cx, ..., c„_,) = 

n - l п 

= exp £ Z / J C ) Y/x)) - Щx є N * ) : [ В Д + [/>(*) - 1] X(x + n) = ß (x) Д * ( * + 01 
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Poznámky: 

1. {3(P(A) A Q(X) E P) -> V(A e N*) : [P(jc) = O A £(A) * 0] A 3(J£(A) e P) A 
A 3(L'(-v) e P A U(x) = Ll(x, C) = ]Q(x) + C A Ce R) -> V(xeN*): [Ll(A, C) > 0]} => 
=> {V(Cj e R Aj = 1,..., n - 1 A n e N A // > 1) 3(X(x) e P A X(x) = X(A, C, C,, ..., 

C..,)) -> V(A _ N *) : [X(.v) - X(x + R) = £(*) f l *(* + i)]} 
i = 0 

2. {3(P(A') A Q(x) E P) -> V(AG N*) : [/>(*) = 1 A Q(X) > 0]} -> {V(C,- G R A 
Aj= l,...,//A//eN)3(X(x)ePAX(jc + 1) = X(x + 1, Cx,..., Cn)) ~* V(x G N * ) A 

A V(Cy 6 R Aj = 1, ...,«) : [X(A) = 0(A) f [ X(A + /)]} 

Veto i.; 

{3(E(A) A <2(A) G P) -> V(A e N *) : [P(x) + 1 A £(A) + 0] A 3 í J In | 1 - P(JC) | e 

e P A J GWexpX-jln I 1 - P m \ Ju{x)cfkm = v(XtC) = 
J[l-P(.v)]{sgn[l-P(x)]r / V 

- [sgnl. - W e*pJ .n | 1 -PW |[j S É Ž S Í ^ I J - ™ + c]. 
L [I - P(A-)] {sgn [1 - P ( A ) ] } J 

л C є R 1 -> V(л є N*) : [U(x) = U(x, C) Ф 0] л 3(J ln |íj(л) | є P) л 3(V(л) є 

є PЛ V(x) = V(x, C) = C {sgn U(x)Y exp J In | Ll(л) | л C є R л C ф O ) - + 

-> V(лєN*): [V(x) = V(x,C,C) > 0]1=> {V(C,- є R л j = I , . . . , « - 1 л n є 

є N л /. > 1) 3(X(л) є P л X(л) = X(л, C, C, C , .... C„_,)) -> V(л є N*) : 
: [X(л + и + l)X(л) + [P(л) - 1] X(л + //)X(л + 1) = Q(x)X(x)X(x + 1)]} 

Důkaz: 

(1(P(X) A Q(X) A X(A) E P) -> V(A E N*) : [P(x) + 1 A G?(A) + O A X(jc) + 0]} => 

=> I V(« G N A n > 1) : (X(jc + n + 1) X(x) + [PC*) - 1] X(x + n) X(x + 1) = 

CW*)4v + i)).»(-3j£i+!_ + [PW - , ] i - í ^ l _ 6 W ) o 

A — | (1^- + mi -^(+j" ) ' = ew) <*• (AUW+PM t/(*) _ ew A u(x) = 
X(x + n)Y|| 

*w /Jí 
V(CeR) эí{j(л) є P л Cl(л, C) = {sgn [I - P(x)]}x exp J ln | 1 - P(л) | . 
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• V f^rHr^+ cl) -VOceNÍ); [mx)+p(x) u{x) s ew]; 

L [1 - P(x)] {sgn [1 - P(x)]V J/ 
I Zíí_+J!l = -y(x + n)X(x + řt-l)...X(x + l) t U ^ + ř ) 

W ~ X(x) X(x + ň - 1) ... X(x + 1) X(x) ~ = --17 7 = 

= i-fe-±--Í A V(x) = n X(x + i)l => {(V(x + 1) = íj(x) F(x)) o (AK(x) + 
V\X) í = 0 

+ [1 - ( j(x)]F(x) = 0)}; 

{3(C e R) -> V(x e N *) : [íj(x, C) + 0]} => {V(C e R) 3(K(x) e P A V(x) = F(x, C) = 
- C {sgn (7(x)}xexp J ln | U(x) | ) -> V ( x e N * ) : [AF(x) + [1 - (j(x)] K(x) = 0]}; 

{3(C e R A C + 0) -> V ( x e N * ) : W(x) = V(x, C) >._]} => {V(C ;-eR A j = 1, . . . . 
n - 1 A « e N A 72 > 1) 3(X(x) e P A X(x) = X(x, C, C, C l 5 . . . , C - . ) ) -+ V ( X G N * ) : 
: [X(x + « + 1) X(x) + [P(x) - I] X(x + n) X(x + 1) = Q(x) X(x) X(x + 1)]} 

Poznámky : 

1. {3(P(x) A Q(x)e P) -> V(x e N * ) : [P(x) + 1 A £ ( X ) = 0] A 3(J ln | 1 - P(x) | e 

e P) A 3((j(x) e P A (j(x) = (j(x, C) = C {sgn [1 - P(x)]}x exp J ln VI - P(x) | A 

A C G R) -> V(x G N*) : [íj(x) = U(x, C) +- 0] A 3(J ln | (j(x) | e P) A 3(F(x) G P A 

A V(x) = F(x, C) = Č {sgn U(x)}x exp J ln | (j(x)| A C G R) -> V(x G N * ) : V(x) -
= F(x, C, Č) > 0]} > {W(Cj G R A j - l, . . . , n - 1 A n G N A « > 1) 3(X(x) E P A 
A X ( X ) _= X(x, C, C, d , . . . , C,,^)) -> V ( X G N * ) : [Z(x + n + 1) X(x) + [P(x) -
- 1] X(x + n) = 0]} 

2. {3(P(x) A Q(x) G P) -> V(x G N * ) : [P(x) = 0 A Q(X) + 0] A 1{]Q(X) e P ) - > 
-> V(x G N * ) : [(j(x) = (j(x, C) = \Q(x) + C + - 0 A C G R ] A 3(J ln | íj(x) | G P) A 
A 3(K(x) G P A V(X) = F(x, C)= C {sgn U(x)}x exp J ln | U(x) | A C G R) -* V(x G N *) : 
:[V(x) = V(x,C,C)> 0]}+> { V ( C j e R A j = 1 Í Í - I A B Ě N A O 1) 3(X(x) G 
G P A X(X) = X(x, C, Č, C l 5 . . . , C„_ t )) -> V(x e N * ) : [X(x + « + 1) X(x) -
- X(x + //) X(x + 1) = Q(x) X(x) X(x + 1)]} 

3. {3(P(x) A Q(x) G P) -> V(x G N *) : [P(x) - 0 A G3(X) = 0] A 3(C G R A C =j= 0) -> 
-> V(x G N * ) : [C {sgn C}x Cx > 0 A C G R]} => {V(C,- G R Aj = V . . . , n - 1 A n e 
G N A > l )3(X (x)GPAX (x) = X ( x , C , C , C 1 , . . . , C „ _ 1 ) ) - - > V ( x G N * ) : [ X ( A ' + /?+ 1). 
. X(x) - X(x + n) X(x + 1) = 0]} 

Pomocně tvrzení: 

V(P(x) A Q(x) G P) A V(C. G R A i = 1, . . . , n A // G N) 3(X(x) G P A X(x) = 

= X(x, Cx,...,Cn) - £ C..*"- ')-* V ( X G N * ) : [ A B X ( X ) + [P(x) - l ] . A " X ( x + 1) = 

== £>(*) \nX(x) \nX(x + I)] 
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Poznámka (definice): 

V(« E N) : [J"P(x) = J t J - ^ x ) ] A J°P(x) = P(x)] 

Věta 4.: 

jЭ(P(x) л Q(x) є P) -> V(x є N*) : [P(x) Ф 1 л Q(x) ф OJ л 3(X(x) є P) -+ 

-+ V(Cř є R л i = 1,..., n л n є N) : [Җx) Ф £ C^x""'] л 3 M ln | l - P(x) | є 

Ô(x)exp(-J ln | l -P (x ) | ) 1 
Є P Л І [ l ^ P ^ Җ s g n T l ^ ^ Є P л ľ W = { S g П [ 1 -

- W exp J m I 1 - PW i Гl гf ̂ ^ ^ ^ ^ + Cl Ф 0 л 
L [1 - P(x)] {sgn [1 - P(x)]} J 

л Сє R j l => | V(СЃ є R л / = 1,...,«) Э (X(x) є P л X(x) = X(x, Cí9..., Ся) = 

= J""J-v + І С , * - -> V(x є N*) : [Д"X(x) + [P(x) - 1J \nX(x + 1) = 
' W ř=o / 

= Q(x) \"X(x) . \nX(x + 1)] 

Důkaz: 

(3P((x) A g(x) e P) - V(x e N *) : [P(x) + 1 A Q(X) + 0] A 3(X(x) e P) -+ V(Cř e R A 

A / = 1 BA/ieN): [X(x) + t CiX"-']} => | (A"X(x) + [P(x) - 1] A"X(x + 1) = 

= Q(x) \nX(x) \"X(x + \)]o( --—^- — - + ^ 7 / = G ( * ) W A Tí^r-r + 
\A"X(x + l) A"A:(X) / \ A"X(x) 

+ P(x) - - i — = Q(x))o(\Y(x) + P(x) Y(x) = Q(x) A Y(x) = - i - ) } . 
\"X(x) ) \ A"X(x)/J 

. V(C 6 R) 3 ( Y(x) e P A Y(x) = Y(x, C) = {sgn [1 - P(x)J}* exp J ln | 1 - P(x) | . 

• P r f ^ 7 j i n r ^ + c H - v<* ĚN*> : *™+™ w -
L [1 - P(x)] {sgn [1 - P(x)]}x J / 

^ V(CЃ є Rл / = 1 Й A Й Є N ) з(X(x) = X(x, C, C,, 

= Ô(*)]; 

_!_ 
Y(x) 

Q = Г-vГT + X c.*"-'' ) - V(x є N*) : [A"X(x) + [P(x) - 1J A"X(x + 1) 
м x J ř=o , 

= Q(x) A"X(x) A"X(x + 1)] 
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Poznámky: 

1. \ 3(p(x) A Q(x) e P) -> V(x G N*) : [P(x) = O A Q(x) + 0] A 3(X(x) e P) -> 

• V(C,eR A i = 1 Í I A / I G N ) : [X(x) + __ C ^ l A 3(J(2(x) e P A Jg(x) + 

+ C + O A C G R ) A ^[yijQr^T^rce p ) f =HV(C£ eR A i = 1,..., «)3ÍX(x)G 

є P л X(x) = X(x, C, d , ..., C„) = Jя 1 

JßM + 
: [AnX(x) - AnX(x + I) = ß(x) A"X(x) A"X(x + 1)] 

č + J ^ - ' ) -> V(x є N*) : 

2. {Э(P(дc) л ß(x) є P) -> V(x є N*) : [P(x) = i л ß(x) Ф 0] л Э( J " - ^ - є P 

ли є N => V(CІ є R л i = 1, ...tn)ЦX(x)є Pл X(x) = X(x,Cu ..., C„) 

= £ Cř.x»-ř v X(x + i) = X(x + 1, C l f ..., C„) = \*-Q@) + 

-> V(x e N*) : [A"X(x) s Q(x) A"X(x) á"X(x + 1)] 

Kt?/a 5.: 

I.И 

l-И 
J3(P(x)A0(x)eP)-> V ( X G N * ) : [ P ( X ) + 1 A Q(x) + 0] A 3 (J In | 1 - P(x) | e 

G P A I 6 W e x p ( - J l n | l - f ( x ) | ) 
[1-P(x)]{sgn[1-P(x)]} 

= {sgn [1 - P(x)l}-̂  exp J in | 1 - P(x) 1 í j -j& 
L [1 - P(x)] {sgn [1 - P(xJ]} 

A C G R ) A 3(JC/(x, C) e P) - V(x e N*) : [\U(x, C) + C > O A C e R]} 

U(x) є P л U(x) = U(x, C) = 

x ) e x p ( - j l n j l - P(x) |) + 1 

=> J V(Cf G R A j = 1, ..., n A n e N A /I > 1) 3(X(x) e P A X(X) = X(x, C, C, 

C,, ..., CJ) -> V(x G N*) : (X(x + n + 2) - X(x + I)) X(x + « + 1) + 

+ [P(x) - 1] (X(x + n + 1) - X(x)) X(x + 1) = n _ T - ^ 

[I X(x + 1 + i) 



Důkaz: 

{3(P(x) A Q(x) A X(x) e P j - 4 V(x e N*) : [P(x) + 1 A Q(X) + O A X(x) + 0]} => 

(X(x + n + 2) - X(x + 1)) X(x + n + 1) + [P(x) - 1]. ) V(/Í є N л // > 1) 

. (X(л + n + 1) - X(л)) X(л + 1) = ((X(л + « + 2) 

n ^ + l + o/ 

- X(x + l))X(x + n + l)X(x + «)X(x + « - 1)... X(x + 2) + [P(x) - 1] . 

.(X(x + /t + O-X(x))X(x +«)/.'.X(x + 2)X(x+ l) = Q(x))o(AUX(x+ 1 +/) + 
i = 0 

+ [P(x) - 1] A f[ X(x + i) - g(x)) o (A[A f[ ^(x + i) + P(x) A n X(x + o -
i = 0 i = 0 

= 6J(x)) <=> (\U(x) + P(x) tj(x) - 0(x) A Ll(x) = A f [ X(x + /)) 

•[& 

V(C є R) 3 Ll(x) є P л U(x) = Ll(x, C) - {sgn [1 - P(x)]}x exp J In | 1 - P(л) | . 

: ) e x p ( ~ J l n [ l - P ( x ) j ) 
+ C -» V(xєN*): [Л6l(л) + P(л) U(x) = ß(x)]; 

P(x)] {sgn [1 - P(xW 

{3(JLl(x, C) G P) A 3(C e R) -> V(x e N*) : [J6l(x, C) + C > 0 A f l X(x + /) = 
i = 0 

= JLl(x? C) + C > 0]} => J V(C, e R A j = 1, .... /i A « e N) 3(X(x) e P A X(x) -

: X(л,C, C,C1,...,C„))-~» V(лєN*): 

+ [P(л) - ll (X(л + « + ! ) - X(л)) X(л + 1) s — 

(X(x + n + 2) - X(x + l))X(x + n + 1) • 

Q(x) 

П * ( * + i + 0 

Poznámky: 

1. {3(P(x) A g(x) e P) -> V(x e N*) : [P(x) + 1 A Q(X) = 0] A 3(J ln f 1 — P(x) j e 
e P) A 3(U(x) e P A Ll(x) = Ll(x, C) = C {sgn [1 - P(x)]}x exp J ln | 1 - P(x) | A 
A Ce R) A 3(6l(x, C)e P) -> V ( X G N * ) : [JLl(x, C) + C > 0A C e R]} => {V(C,GRA 
A j= l , . . . , / /A//eN)3(X(x)ePAX(x) = X(x, C, C, C . , . . . , C„)) -> V(x e N*) : 
: [(X(x + n + 2) - X(x + 1)) X(x + // + 1) + [P(x) - 1] (X(x + n + 1) -
- X(x))X(x + 1) = 0]} 



2. {3(P(x) A Q(x) e P) -> V(JC e N*) : [P(jc) = O A Q(X) + Ol A 3(J£(x) e P A 

A]2Q(X)E P ) A 3 ( C A C G R ) - > V ( j c e N * ) : [ J 2 e ( x ) + Cx + Č > 0]} => j V(Cy e R A 

\] = 1,..., n A n 6 N A « > 1) 3(X(x) e P A X(x) = X(x, C, C, Q , . . . , Cn)) -> V(JC e 

e N*) : (X(x + n + 2) - X(x + 1)) X(x + n + 1) - (X(x + n + 1) - X(x)) . 

. XLx + 1) = n - 1
 QW i.e. A2 f l X(x + i) = Q(x) 

"flX(x + l + i) i = ° 

3. {3(P(x) A Q(X) e P) -> V(x e N*) : [P(x) = 0 A g(jc) = 0]A 3(C A C e R) -> 
-> V(x e N*) : [Cx + C > 0]} => {V(C,- e R Aj = 1 B A B S N ) 3(X"(x) e P A 
A X(x) = X(x, C, C, C x , . . . , CJ) -> V(xeN*) : [(X(x + n + 2) - X(x + \))X(x + 
+ n + 1) - (X(x + n + 1) - X(x)) X(x + 1) = 0]} 

4. {3(P(x) A Q(x) £ P) -> V(x e N * ) : [P(x) = 1 A Q(x) + 0] A %)Q(X) e P) A 

A 3 ( C G R ) -> V ( x e N * ) : [}Q(x) + C > 0]} => jV(C7-eR A j = I R A R E N A 

л n > 1) 3(Z(x) є PЛ X(x + 1) = X(x + 1, C, C,, ..., C„)) -> V(xєN*) : (X(x + 

+ n + 2) - Z(x + ì))X(x + « + !) = — -2 Í^ i.e. f[X(x + ì + i) = 

Пx(x + i + o i = 0 

= Jß(x) + C 

5. {3(P(x)лß(x)єP)-> V(xєN*):[P(x) = 1 л ß(x) = 0]} => {V(Cє Rл C > Oл 
ч C ; є R л j = V...,яЛлєN)Э(X(x)єPлВД = X(x, C, C,,. . . , C„)) ~> V(xєN*): 

: [(X(x + n + 2) - X(x + 1)) X(x + n + 1) = 0 i.e. f[X(x + ì + i) = Cl} 

Veta č.; 

ï(P(x)лЄ(jí)єP)->- (;tєN»):[P(jt) Ф 1 Лß(x) Ф 0]лЗÍ Jln | I - P ( x ) | є 

e P л J Є ( x ) e x p ( - J l п | l - P W | ) \ • / _ _ 
J [ l - P ( x ) ] { s g n [ l - P ( x ) ] Г / V 
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- { 5 S n [. - W exp, ,n i , - P(X)|[, .gWyHbili-g-a + 

L [1 - P(x)] {sgn [1 - P(x)]}* 

+ c ] + 0 л C є R ) л 3 ( J т ^ Є p ) ^ V ( . Ï Є N . ) : [ J т J - c T + C > 0 л 

л C e R => {V(Cj є R л j = 1, ..., w л n є N ) Э(X(x) є P л X(x) = X(x, C, 

C C , C„)) - V(x є N*) : [(X(x + n + 1) - ВД) Д x + 1) + [P(x) -
- 1] (X(x + n + 2) - X(x + 1)) Җx + n + 1) = ß(x)(X(x + n + 2) -

- X(x + \))(X(x + n + 1) - ВД) fl X{x + ì + /)]} 

Dwte; 

{Э(P(x) л ß(x) л X(x) є P) -> V(.v є N*) л V(и є N) : [P(x) * 1 л ß(x) + 0 л X(x + 

+ n + I) + ВД]} ~> \((X(x + n + 1) - ВД) X(x + 1) + [P(x) - 1] (ЛҶx + w + 

1 
+ 2) - X(x + 1)) X(x + n + X) = Q(x) (X(x + n + 2) - X(x + l))(X(x + n + 

+ i) - вд) Ц x(x + І + 0 ) ^ ( Ж ( , + / +

( x

2 )

+ Л ( , + i) + tВД - i] . 

Є(,) lî x(x + І + , ) U x(x + n + 1 ) - x(x) 

- — - - — + [P(x) - 1], 

v (x(x + n + 2) - X(x + 1)) X(x + ii+l)... X(x + 2) 

- = Q(x))o 
(X(x + n + 1) - N(x»x(.x + n) ... x(.x + 2) X(x + 1) / 

*>/ „ ' +\P(x)-\] - ! = = C > ( X ) W / A - -

u n i í . u í + i) An^u + o / \ A f i ^ + o 
\ i = O ř = 0 / \ i = o 

+ P(x) B — — = g(x)\ o /Af/(x) + P(x) í/(x) = 0(x) A U(x) = 
Aflx(x + /) 

i = 0 
1 

A O ^ Ú + 0 ; 

V(C 6 R) 3 ( U(x) e P A t/(x) = U(x, C) = {sgn [1 - P(x)]}x exp J ln | 1 - P(x) | . 

f. Q(x) exp ( - J ln I 1 - P(x) I) J \ 
" J n p/ m n PÍ VÍ * + ^ U 0 U V(x e N *) : [At/(x) + P(x) t/(x) = L [l - P(x)] {sgn [1 - P(x)]}x J / 
= £(*)]: 
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{ A r i o ^ + ^ 
13(C e R) -> V(x e N*) : J ^ c v + C > O [ => (V(C, e R A j = 1, ...., « A « e 

e N) 3(X(x) e P AX(X) = X(x, C , Č , C l t . . . , CJ) -> V(xeN*) : [(X(x + « + 1) -
- X(x)) Z(x + 1) + [P(x) - 1] (X(x + n + 2) - X(x + 1)) Z(x + n + 1) = 

= £(x) (X(x + « + 2) - X(x + 1)) (X(x + n + J) - X(x)) fl *"(* + i + 1)1} 
1 = 0 

Poz/faw&y; 

1. j 3(P(x) A 0(x) e P) ~» V(x£N*) :[P(x) + 1 A g(x) = 0] A 3(J In | 1 - P(x) | 6 

E P) A 3(í/(x) e P A tjíx) = U(x, C) = C {sgn [1 - P(x)]}* exp J ln | 1 - P(x) | A 

•vєN*) : Гj ^ r ҳ 

A C Є R U {V(Cj є R л j = 1, ..., n л n є N) 3(X(x) є P л X(x) = X(x, C, C, 

C,, ..., C„)) -> V(xєN*) : [(X(x + и + 1) - Z(x))X(x + l) + [P(x) - 1] (X(x + 
+ n + 2) - Д x + 1)) X(x + n + 1) з= 0]} 

2. |э(P(x) л ß(x) є P) - V(x є N*) : [P(x) = 0 л ß(x) + 0] л 3(Jß(x) є P) -

-> V(x є N*) : [Jß(x) + C Ф 0 A C Ê R ] A З Í J JQ(X) + C Є P ) "* V ( * Є N * } : 

: J \Q<X) + C + C > 0 л Г є ř [ ^ {V(C y єRл j = I, . . . ,ил/.єN)3(X(x)є 

єPлX(x) = ЛГ(x,C,C,C1?...,Cп))-> V(xєN*):[(X(x + « + 1) ~X(x))X(x + î) -
- (X(x + n + 2) - JГ(x + 1)) X(x + я + 1) = Q(x) (X(x + n + 2) - X(x + 1)) . 

. (X(x + n + 1) - X(x)). П Җx + i + Щ 
i = 0 

3. ì 3(P(x)лß(x)є P) -> V(xєN*) : [P(x) = Oл ß(x) - 0]л 3(Cл Cє RЛ C + 0) -> 

-> V(xєN*) : — . + C > 0 [=> {V(CУ є R л j = 1, . . . , я л и є N ) 3(X(x) є Pл 

л JГ(x) = JГ(x, C, Č, C,, . . . , C„)) -> V(xєN*) : [(X(x + n + I) - X(x))X(x + 1) -
- (X(x + n + 2) - X(x + 1)) X(x + n + 1) = 0]} 

4. | э ( P ( x ) л ß ( x ) є P ) -> V(xєN*) :[P(x) = I л ß(x) + 0] л эґ j - ~ є P Ì -> 

-> V(xє N*) J-õ7^г+ C> O л C є R [=> <V(Cj є R л j = 1,.... я A n є N ) . 

. 3(X(x)єPлJГ(x + D = X(x + 1, C, C í , . . . ,CJ)->V(xєN*):[(JГ(x + я + 1 ) -
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- Х(х)) Х(х + 1) = ^(x) (Х(х + п + 2) - Х(х + 1)) (Х(х + и + 1) -

- Х(х)) П Х(х + I + 1) 1.е. П Ах + / + 1) = ] - р ^ + С11 
» = о г = о \1\х) _|з 

5. {3(Р(х) л ^(x) е Р) -> У(хе М*) : [Р(х) = 1 л ^(x) = 0]} => Ь ( д х ) е Р л 

л I ( " + Ч А ^ Д х ) = С л С е Л л и е 1 М ) ~+ У(х еЫ*) АУ(П еЫ) : [(Х(х + п + 

+ 1) - Х(х))Х(х + 1) = 0]1 

Резюме 

П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е Н Е К О Т О Р Ы Х Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х 

У Р А В Н Е Н И Й В К О Н Е Ч Н Ы Х Р А З Н О С Т Ь Я Х 

В Н Е О Д Н О Р О Д Н О Е Л И Н Е Й Н О Е У Р А В Н Е Н И Е 

В К О Н Е Ч Н Ы Х Р А З Н О С Т Ь Я Х 1-ГО ПОРЯДКА 

ВЛАДИМИР ВЛЧЕК 

В работе прежде всего доказывается теорема об существовании и форме 
общего решения нелинейного уравнения в конечных разностьях типа 

[ [ Х(х + ]) ~ Р(х), Р(х) > 0, п е N (при помощи его трансформации в линейное 
; = о 
неоднородное разноростное уравнение и-того порядка). 

В дальнейшем предоставлены теоремы о преобразованиях и существовании 

общего решения некоторых типов нелинейных уравнений в конечных раз­

ностьях в линейное неоднородное разноростное уравнение 1-го порядка, когда 

подстановочной функцией присущей трансформации главным образом яв­

ляется сложная функция выражения [~[ Х(х + /) или его конечная разность. 
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