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1969 - ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAEOLOMUCENSIS - TOM 30 
FACULTAS RERUM NATURALIUM 

Katedra algebry a geometrie přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: doc. dr. Josef Šimek 

РШ8РЕУЕК К АРШМ ТЕОКИ КК1УЕК 

Е 1 В ^ Е МАКК.^А 

(РгеоНохепо йпе 14. сеюепсе 1968) 

К АФФИННОЙ ТЕОРИИ КРИВЫХ 

В статье вкратце излагается метод Картана построения канонических 
реперов плоской и пространственной кривых и показаны их геометри­
ческие значения. 

I. Кривая в аффинной плоскости. 

1. Построение канонического репера. 

Пусть в аффинной плоскости дана кривая при помощи векторной 
функции 

я? = т(1) 

о которой предполагается, что для / е / она непрерывна и что она имеет 
непрерывные производные заранее данного порядка. Для инфини-
тезимального смещения подвижного репера в Л2 имеют место соотно­
шения 

с1т == соге., йе. = со3.е., I, / == 1,2 (1) 

при этом справедливы уравнения структуры аффинной плоскости 

Всо1' = сокА а{, Всо[ = со{ А о/ , I, /, к = 1, 2 

Присоединим репер к кривой в точке М и пусть ег лежит на касательной 
к данной линии в этой точке. Тогда 

со2 = 0 . (2) 

Условие (2) задает п\ = 0, где л — значение со при постоянном лгавном 
параметре. Тогда имеет место соотношение 

<о\ = Ьсо1 (3) 

После внешнего дифференцироцания уравнения (3) при использовании 
леммы Картана для варияции относительно вторичных параметров 
получаем соотношение 

дЬ = Ь(2п1

1 — л2

2) (4) 
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и можно положить 6 = 1. Из (4) следует 2п\ —- п\ = 0, откуда со\ -
2 со\ = ссо1 и аналогично 

еЗс = ся! + Зя*! (5) 

и можно положить с = 0, откуда 

* ! - 0 (6) 
Из (6) вытекает 

(о1 = его1 и б е = е Яу (7) 

В этой стадии построения репер зависит от одного вторичного пара­
метра. Здесь положим е = в, где г = ± 1 . Так как Осо1 = 0, можно 
положить со1 = Й5 и записать формулы Френе-Картана в виде 

о! т 

7 = ке* +е* (8) 

(k9 
- 2 

5 = 8ЄЛ +2 k e9 

из 
Из (8) видно, что этот репер можно построить только в точке, для кото­
рой имеет место 

(т'т") ^(е1е2)ф{) (9) 

Этим условием мы исключили из нашего рассуждения прямую. 

2. Геометрическое значение канонического репера. 

Пусть имеем кривую т = т(з), для которой справедливо (9). Найти 
семейство конических сечений, которые в данной точке нашей кривой 
имеют точку прикосновения третьего порядка. При помощи (8) можно 
уравнения линии т = т(з) относительно ее канонического репера 
написать в виде 

х - 8 + — *2 + (к' + к2 + Б) ~ + (к" + ЗА" к' + /с3 + 4А_) -- + . . . (10) 

у « _ + _ _ + ( 4 * ' + 7 А » + . ) - + . . . 

Если искать уравнение пучка в виде 

аи х2 + 2а12 ху + а22 у2 + 2а01 х + 2а02 у + ат = 0, 

то из (10) получим, что пучок задан уравнением 

х2 +Ау2 — 2у = 0 (11) 

Из этого семейства можно выделить линию второго порядка, которая 
имеет с кривой соприкасание четвертого порядка. Она дана уравнением 

х2 — еу2 — 2 у = 0 (12) 
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Видим, что для е = +1 это гипербола. Тогда точка, в которой эта 
кривая второго порядка является гиперболой, называется г и п е р б о ­
л и ч е с к о й точной к р и в о й . 

Если а = —1 — то кривая является эллипсом и такая точка назы­
вается э л л и п т и ч е с к о й т о ч к о й к р и в о й . 

Вернемся к реперажу кривой. Для определенного вида точек может 
иметь место равенство е = 0, т. е. со\ = 0. Если со1 = 0, то точка М 
и координатные оси остаются неизменными, но координатные векторы 
е1? е2 образуют однопараметрическую систему. Тогда можно положить 
со] = А' со1, но в этой формуле, при условии е = 0, к — величина, которая 
отлична от величины к в предыдущих соотношениях и уравнения 
инфинитезимального смещения канонического репера в этом случае 
можно написать в виде 

йт = со1е1, йе1 = со\ех + соЧ29 с1е2 = 2 о.>1е2. 

Равно как и в (8), если формально подставить вместе в нуль. Для е = 0 
кривая второго порядка с соприкасанием четвертого порядка является 
параболой и рассматриваемая точка называется п а р а б о л и ч е с к о й 
т о ч к о й к р и в о й . 

У всех типов точек вектор ех направлен по касательной к данной 
кривой, вектор е2 определяет прямую, на которой лежат центры всех 
соприкасающихся линий второго порядка (11). Эту прямую будем 
называть а ф ф и н н о й н о р м а л ь ю плоской кривой в данной точке М. 

Норма вектора е2 в гиперболической и эллиптической точке выби­
рается так, чтобы центр гиперсоприкасающей линии второго порядка 

был 5 _ ( . . - . ! ) . 

Определим геометрическое значение нормировки вектора ех. 
В эллиптической точке касательные к гиперсоприкасающему эллипсу 

имеют уравнения 

х = ±1 

Эти касательные пересекают касательную кривой в точках 

/ = I?? Ь ^1 

Если точка М является точкой гиперболического типа, то асимптоты 
соприкасающейся гиперболы, заданые уравнениями 

х _ у _ 1 __-_ о 

х + у Н- 1 = 0 

пересекают касательную кривой в точках 

/ = т ± ег 

Нормировка е15 е2 в параболической точке не имеет геометрического 
значения, потому что все реперы, для которых ег направлено по каса­
тельной и е2 направлено по аффинной нормали, канонические. Можно 
только показать взаимное отношение нормировки следующим образом: 
пусть Ег = (1, 0), Е2 = (0, 1); прямая, проходящая через Ег параллелно 
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е2, пересекает соприкасающуюся параболу в точке X = (1, | ) . Точка 
у = (1, 1) симметрична с точкой Е1 относительно центра X. Прямая, 
проходящая через точку У параллелно ег, пересекает аффинную нор­
маль именно в точке Е2. 

Геометрическое значение о!$, к. 
Пусть М' точка, бесконечно близкая точке М. Тогда имеет место 

(М; Ех М) = &$ + о!*2 — + . . . 

где М[ проекция М по направлении е2 на касательную кривой. 

Эволютой линии т = т(з) называется кривая, касательная которой 
параллельна аффинной нормали данной линии в соответствующей 
точке. 
Она задается уравнением 

1 
р = т е2 

8 

В параболических точках зволюта неопределена. 
Пусть имеем кривую, каждая точка которой симметрична с точкой 

эволюты относительно соответствующей точки М данной кривой. 
Радиус-вектор ее произвольной точки можно написать в виде 

р = т Н е2 (13) 
8 

Точка пересечения касательных в соответствующих точках данной 

линии и линии (13) имеет координаты X = ( , О) . Получим гео-
\ 2к ) 

метрическое истолкование величины к, которую мы будем называть 
а ф ф и н н о й к р и в и з н о й . 

Для определения геометрического значения к в параболической 
точке достаточно взять кривую 

р = т + е2 

Тогда касательная в соответствующей точке (точке М), пересекает 

касательную кривой в точке X == | , 0 1 . 

Замечание. 

Аналогично, как в метрической геометрии, мы можем сформулиро­
вать теорему о существовании и однозначности. 

Если известно значение инварианта к в каждой точке кривой для 
данного 8 как функция натурального параметра 5, то кривая опреде­
лена вплоть до аффинных преобразований. 
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к = /с($) называется натуральным уравнением плоской кривой. Для 
вычисления к из (8) получим 

, (т'т") 

3(т'т") 

где штрихи обозначают производные относительно 8 и скобки — это 
символ для определителей, которые составлены из координат соответст­
вующих векторов в скобках. 

П. Кривая в аффинном пространстве, 

1. Канонический репер кривой в пространстве. 

Пусть в А3 задана пространственная кривая векторной функцией 

т = т (I) 

которая удовлетворяет тем же условиям как с первой части настоящей 
статьи. Для ее подвижного репера умеют место соотношения 

(1/71 = о) е., сЦ. = а/е.9 I, / = 1, 2, 3 

причем справедливы уравнения структуры аффинного пространства. 
Пусть вектор ег направлен по касательной кривой в точке М. Тогда 

о>2 = ш з ^ 0 

и внешним дифференцированием при использовании леммы Картана 
получаем 

о)1 = осо)1, о)\ = /Зш1 (1) 

и для вариаций а, /? относительно вторичных параметров мы получаем 

дос = а(2 я\ — ж\) — @ тъ% 

др = р(2 п\ — л1) — а п\ (2) 

Из (2) следует, что а = /3 = 0 — инвариантный выбор. Поэтому положим 

а = 1, /5 = 0, (3) 

что дает возможность писать 

0)\ — 2о)\ = уо)1, 0)1 = Хо)1 

и аналогично получаем (4) 
ду = у л\ X 71% + 3 ^ 2 (5) 

<5Я = А (л\ + 71% 71%) 

и можно выбрать 

X = 1, у = 0. (6) 

Тогда в соответствии с (4), (5), (6) формы оо% — Зсо\9 о)% — Зсо\ являются 
главными формами и их можно написать в виде 

—Зо>2 + ы% — У0*1' ^ з — За>1 = [лоо1 (7) 
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и для варияции V, // относительно вторичных параметров имеем 

ду = 2 Vл\ — /^1 + 4 л;3 (8) 

б/г = [лп\ + Зтгз + 7Гз 

Из (8) следует, что можно положить 

V = /г = 0 (9) 

и со| становится главной формой 

о)\ = /со1 и с!/ = /тг| (10) 

Аналогично, как у плоской кривой, мы можем выбрать / = е, где 
в = + 1 и формально и я = 0. В этом случае реперы образуют одно-
параметрическую систему. 

Из (1), (3), (4), (6), (7), (9,) (10) можно получить уравнения инфини-
тезималыюго смещения канонического репера 

(1т 

- - 1 = * А + е 2 (П) 

(15 

Т = еег +2А хе2 + е3 

(1е 
—— = к2ег + Зе е2 + ЗА^з 

(15 

Этот репер можно построить только при условии, что 

(т' т" т"') = (ег е2 е3) ^ 0 
и таким образом исключаем из нашего рассуждения плоские кривые, 
как частный случай пространственных кривых. 

2. Геометрическое значение канонического репера. 

Вектор ех направлен по касательной кривой. Для определения 
геометрического значения векторов е2, е3 проектируется кривая на ее 
соприкасающуюся плоскость (т. е. на плоскость Мехе2) параллельно 
вектору е3. 

Так как уравнения кривой относительно канонического, репера 
в точке М имеют вид 

х = з + ^ + (А{ + к\ + е) Ц + (3*. *{ + к\ + Аек, + к{ + к2)
 8~ + . . . 

о2 и ~з о4 (12) 

У = .у + -^~ + № + 7к$ + 4е) ^ + • • • 

г = * + *-*-. + . . . 
6 4 
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проекции кривой на соприкасающуюся плоскость задана уравнениями 

х = 8 + А " ' + (к{ + к\ + е)^ + (Зкг к[ + к* + 4екг + к°г + к2) ^ +. . . 
2 о 4! 

у = ~ + *^~ + ( 4 к ; + 7 ^ + 4 г ) - т + . . . 
2 2 4! 

Аналогично, как в первой части настоящей статьи устанавливается, 
что уравнение семейства соприкасающихся второго порядка, имеющих 
с кривой касание третего порядка, имеет вид 

х2 + А у2 — 2 у == О 

от суда можно установить, что вектор е2 задается направлением аффин­
ной нормали проекции кривой на соприкасающуюся плоскость в рас­
сматриваемой точке. 

Если выделить из этого семейства линию второго порядка, которая 
имеет касание четвертого порядка с кривой, то устанавливаем, что 
данная кривая — парабола 

х2 — 2у = О 

и можно сформулировать теорему. 
П р о е к ц и я к р и в о й на ее с о п р и к а с а ю щ у ю с я п л о с к о с т ь 

п а р а л л е л ь н о в е к т о р у е3 имеет в этой т о ч к е М всегда п а р а ­
б о л и ч е с к у ю точку. 

Тоже обратная теорема имеет место. 
В е к т о р е3 о п р е д е л я е т е д и н с т в е н н о е н а п р а в л е н и е п р о е к т и ­

р о в а н и я к р и в о й на ее с о п р и к а с а ю щ у ю с я п л о с к о с т ь в т о ч к е 
М, д л я к о т о р о г о т о ч к а М я в л я е т с я п а р а б о л и ч е с к о й т о ч к о й 
п р о е к ц и и . 

Доказательство. Обозначим через 

I = &! + це2 + е3 

направление проекции кривой т = т(з) на ее соприкасающуюся плос­
кость в точке М. Проекция запишется в виде 

г = 0 + XI 

й (11) и X ] 

2 ). Имеет в 

(г еге2) =- О 

где д определяем из уравнений (11) и X из условия, что г лежит в сопри­
касающейся плоскости (Мехе2). Имеет место условие 

Это дает X = — г 

Тогда 
г = (х — гё)ег + (у — гг))е2 - X ег + У е2, 

где 

X = 5 + А ^ +(#+А» + е — * ) 4 + (ЗА- *( +к1 + 4кге + *? + *, 
2 6 

_ в * 1 в ^ + . . . .,. 
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У = |- + (3/г, - Ч) |- + (4/с1 + 1к\ + 4е - 6 М ) - ^ + • • • 

Если искать соприкасающуюся линию второго порядка, то для ее 
коэффициентов имеют места равенства 

0, a01 = 0, a n = — ö02, a12 i «02 

и для линии второго порядка, имеющей касание четвертого порядка 
с кривой еще 

= 4 г ^ *' Ч Í - І ) 
Для того, чтобы вектор е2 был направлен по нормали проекции необхо­
димо и достаточно, чтобы а1 2 = 0, т. е. г\ = 0. Для того, чтобы гиперсо-
прикасающаяся кривая второго порядка была параболой необходимо 
и достаточно, чтобы а2 2 = 0, т. е. <? = 0, чем и теорема доказана. 

Геометрическое значение нормировки векторов репера. 
Пусть задано семейство нормальных плоскостей. Найти его огибаю­

щую. Характеристика плоскости этого семейства — прямая 

~e3 + Je2 — + eЛ (13) ш — _ е3 + 
^ 2 \ 1Х2 

Показывается, что для в = 1 эта характеристика проходит через точку 
г = т — е2 и для в = —1 через точку г = т + е2. Таким образом мы 
определили норму вектора е2 при в Ф 0. Вектор ех относительно е2 

имеет в данном случае одинаковую нормировку как у плоской кривой 
в параболической точке, что следует из проекции кривой на ее сопри­
касающуюся плоскость. 

Если искать огибающую семейства спрямляющих плоскостей, то ее 
характеристика имеет всегда направление —Зге! + е3, что определяет 
норму вектора е3 относительно вектора ег для в + 0. 

Геометрическое истолькование е. Норма при в = 0. 
Будем искать теперь соприкасающийся конус второго порядка, 

которий содержит прямую г = т + Кег и пять бесконечно близких 
прямых. Уравнение етого конуса имеет вид 

(Га) * г(2)) _ о 9 

где (*) обозначает квазискалярное произведения векторов г&\ г(2), для 
которого имеет место 

з 

(Га>*г<2>)= 2 ХТ ХТ («****)• 

где произведения базисных векторов даны в следующим виде 

(е.*ек) =а.к = ал 
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и х(1) и соответственно х\2\ являются координатами вектора г(1), соответ-
(2) 

ственно г . 
Согласно определению конуса должно быть 

(ег * ег) = (ег + йег * ех + с^) = = 1ег + йег + -- с12ех + 

+ — й8С! + — й4е- + ] йъег * ег + (1ег + - д*ег + * с13ег + 
(5 24 120 2 6 

+ — й% + - — <45еЛ = 0 
24 120 / 

Эти соотношения совпадают с теми, которые мы получим если формально 
дифференцировать отношение (е± * ег) = 0 и использовать уравнениями 
(11). 

Получаем 

(е-. * е-.) = 0, (е-. * е2) = 0, (е2 * е2) + (ег * е3) = 0, 

(е2 * е3) = 0, е(ег * е3) + Зг(е2 * е2) + (е3 * е3) = 0 

Уравнение искомого конуса имеет вид 

у2 — 2 хг — 2г2 = 0 . (14) 

Находим сечение конуса (14) плоскостью х = 2. Это линия второго 
порядка в виде 

у2 — 2г2 — 4г = 0 . 

Если г = 1, то линия является гиперболой, если е = — 1 — эллипсом 
и при 6 = 0 — параболой. 

Если в = 1, то точка кривой называется г и п е р б о л и ч е с к о й , если 
в = — 1 , то точка называется э л л и п т и ч е с к о й и для е = 0 точка 
является п а р а б о л и ч е с к о й точкой кривой. 

Центр найденного еллипса имеет координаты 5 = (0, 0, 1), гиперболы 
— ^ = (0,0,—1). Таким образом мы вторым способом определили 
взаимную нормировку е19 е3 для е + 0. Для е = 0 парабола имеет 
уравнение 

у2~4г = 0 (15) 

и нормировка производится аналогично как у плоской кривой. Если 
взаимное отношение длин векторов е19 е2 известно (при помощи проекции 
кривой на ее соприкасающуюся плоскость — как уже было сказано 
выше), то можно взаимное отношение нормировки всех трех векторов 
е1> в2> ез установить аналогично. Через точку Е2 = (2, 1,0) проводим 
прямую параллельно е3. Эта прямая пересекает параболу (15) в точке 
7. = (2, 1,1). Пусть Е 2 — точка, симметричная Е2 относительно точки 
7*. Через Е2 проводим прямую параллельно е2, которая пересекает 
главную нормаль в мочке Е 3 = (2, 1, | ) и таким образом отношение 
норм е19 в2, е3 определено. 
Геометрическое значение Й8, А*1? к2. 
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Элемент с!:$ равняется главной части отношения 

(М[ЕгМ) = (к + (2) , 

где через (2) обозначаются члены второго порядка и выше, через М{ — 
проекция точки М', близкой к точке М, параллельно плоскости (Ме2е3) 
на касательную кривой. 

Пусть дана кривая 

г = т — ее2 для е ф 0. 

Касательная этой кривой пересекает соответствующую бинормаль 

данной кривой в точке X = (0, 0, — ) . 

Если в = 0, то будем рассматривать кривую 

г = т + е2 

Ее касательная пересекает соответствующую спрямляющую плоскость 

данной кривой в точке X = | , 0 , 1 . 

I 2кг 2кг I 
Таким образом геометрическое истолкование инварианта к1 показано. 

Из уравнений (13) явствует, что бинормаль пересекает характеристи­

ку нормальных плоскостей в точке 7, = (0, 0, | . 

(Соприкасающийся линейный комплекс прямых. 
Будем искать линейный комплекс прямых, который содержит каса­

тельную \т * ег] (т. е. М ег) и четыре прямые, бесконечно близкие 
к заданой, типа \т +Ат*е1 + Аег]. Формально дифференцируя 
уравнение {Ъ [т * ег]} = 0 и используя (11), получаем 

{Ъ[т*ег]} = 0, {Ъ[т*е2]} = (\ 

{Ъ [ег * е2]} + {Ъ [т * е3]} = 0, {Ъ [ег * е3]} = 0, (16) 

{Ь[е2*е3\} + Зе{Ъ[е1*е2]} = 0. 

Уравнение искомого комплекса имеет вид 

Роз — Р12 + Зер2 3 = 0 

Аффинная ось этого комплекса есть вектор, которой соответствует 
несобственной точке в нулевой комплексовой корреляции. Это вектор 
вида 

3 ^ ~ ея 

и таким образом можно сформулировать теорему. 

А ф ф и н н а я ось с о п р и к а с а ю щ е г о с я л и н е й н о г о к о м п л е к с а 
п р я м ы х к о л л и и е а р н а х а р а к т е р и с т и к е с и р я м л я ю щ и х и л о с-
ко ст е й д а н н о й п р о с т р а н с т в е н н о й к р и в о й . 
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Рассматриваемая кривая называется к о м п л е к с о в а л , если все ее 
касательные принадлежат одному линейному комплексу. Для этого 
достаточно дифференцировать последнее отношение (16) и получаем 

5*. {Ь [е, * е3]} + Ш, {Ь [е, * ег]} + к2 {Ь [е2 * е.]} = О 

откуда 

6г/сх + /с2 = 0 . 

Аналогично с метрическим случаем можно сформулировать теорему 
о существовании и однозначности. 

Если известны значения кг и к2 в каждой точке кривой для данного 
е, кривая определеная вплоть до аффинных преобразований простран­
ства. 

кг = кг($), к2 =*к2($) называются натуральными уравнениями про­
странственной кривой. 

По формуле (11) получаем 

(т1 т11 т1У) 
Һ Цm1 m11 mlu) 

(m1 m11 mly) 

(m1 m11 m111) 
= Jrr^rn^rn ^ + ?Jfc, + ^ ___ ^ 
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ZUSAMMENFASSUNG 

BEITRAG ZU DER AFFINEN THEORIE ÐER KURVEN 

LIBUŠE MARKOVÁ 

In der Betrachtung wird die Cartan-Methode des kanonischen begleitenden 
n-Beins in der affinen Ebene und Raum beschrieben. Die regulären Punkte der 
ebenen Kurve werden je nachdem Typ des hyperosculierenden Kegelschnitts 
in diesem Punkt klassifiziert. 

Zu jedem Typ wird ein kanonisches begleitendes n-Bein konstruiert. Auf 
analogem Wege lassen sich die regulären Raumkurvenpunkte je nachdem Typ 
des durchschneidenden Kegelschnitts des Schmiegkegels zweiter Ordnung mit 
der Ebene., welche zu der Normalebene kollinear ist, verteilen; ebenso wird die 
Konstruktion der kanonischen begleitenden n-Beine in den einzelnen Typen 
von Punkten der betrachteten Kurve möglich sein. 

Im weiteren werden noch geometrische Charakteristiken der kanonischen 
begleitenden n-Beine und den zugehörigen Invarianten von Kurven durch 
Einführung verschiedener, an die Kurve festgebundener Objekte dargestellt. 

SUMMARY 

A CONTRIBUTION TO THE AFFINE THEORIE OF CURVES 

LIBU§E MARKOVA 

This article is a brief treatment of the Cartan's method for the moving frame of 
curves in an affine plane and space. The regular points of the plane curve are 
classified according to the type of the competent hyperosculating conic section 
at this point. 

Each type is accompanied with a construction of a canonical moving frame. 
Similarly the regular points of the space curve may be categorized according to 
the type of the intersecting conic section of the second order osculating cone with 
the plane being collinear to the normal plane; the construction of the canonical 
moving frames in the particular types of points to the curve considered, may be 
done as well. 

Some geometrical features of the canonical moving frames and the belonging 
invariants of curves are shown by presentation of various geometrical objects 
firmly connected to the curve. 
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