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BENUTZUNG DER STEINER-PELZ PARABEL
IN DER DARSTELLENDEN GEOMETRIE
DER QUADRATISCHEN FLACHEN

JOSEF SIMEK

L. EINLEITUNG

a) Es ist cin beliebiger, einfacher Kegelschnitt & gegeben. Die Polare eines
Punktes P in bezug auf den Kegelschnitt & wird mit p bezeichnet (Fig. 1).
Der Pol @ der Geraden ¢, die durch den Punkt P geht, liegt auf der Polare p.
Die durch den Punkt @ fithrende und zur Polare ¢ senkrechte Gerade ist die
senkrechte, zur Polare ¢ konjugierte Polare ¢ in bezug auf den Kegelschnitt k.

Wenn die Gerade ¢ sich um den Punkt P dreht, so bewegt sich ihr Pol @
auf der Geraden p und die zur Polare ¢ senkrechte, konjugierte Polare ¢’ er-
zeugt, wie bekannt, die sogenannte Steiner-Pelz Parabel des Punktes P
in bezug auf den Kegelschnitt k; wir bezeichnen sie kurz die St.-P. Parabel.

Einige besondere Lagen der drehenden Geraden ¢ fithren zu den hervortre-
tenden Tangenten der St.-P. Parabel; ist z. B. ¢ | o, so ist ¢’ = o, und umge-
kehrt, wenn ¢ | o’ ist, so ist ¢’ = o’. So ist also jede Achse des gegebenen
Kegelschnittes £ die Tangente der St.-P. Parabel. Oder, wenn q = r ist, so
ist ¢’ = % und umgekehrt (1, 2r sind die Winkelsymmetralen der durch den
Punkt P auf den Kegelschnitt & gelegten Tangtenten ', %); '» | % sind also
auch die Tangenten der St.-P. Parabel. Die Punkte § =o0.0  und P =% . %
liegen auf der Leitlinie der St.-P. Parabel, denn o | o’ und ' | ?r sind die
Paare der senkrechten Tangenten der St.-P. Parabel. Wenn wir im Punkte
M =p.SP die Gerade m | p konstruieren (p ist auch eine Tgngente der
St.-P. Parabel), so bekommen wir ein weiteres Paar senkrechter Tangenten p.
m der St.-P. Parabel.

Konstruktionshalber werden wir die St.-P. Parabel durch zwei Paare senk-
rechter Tangenten m | p und # | % bestimmen. Diese Tangenten p, m.
7, % bilden ein der St.-P. Parabel umgeschriebenes, vollstandiges Vierseit.
Wenn man . % = P und p . m = M bezeichnet, so wird die Diagonale PM
zur Leitlinie d und ihre Gegendiagonalecke zum Brennpunkt F der St.-P.
Parabel (F = 12.34,1 =p. 7,2 =m.% 3 =m.7und £ = p . %) (Fig. 2).
AuBerdem ist die Diagonale PM der Durchmesser des Kegelschnittes k.

b) Jetzt werden wir unsere Aufmerksamkeit solchen Konstruktionen der
Kegelschnitte widmen, bei welchen wir mit Hilfe der St.-P. Parabel die Achsen
und die Scheitel des Kegelschnittes konstruieren koénnen.



Beispiel la. Ein Kegelschnitt k ist durch zwet sich schneidende Tangenten 't,
¥ mit thren Berthrungspunkten 1T, *T wund durch den Mittelpunkt S gegeben;
der Miltelpunkt S liegt auf dem Durchmesser PM (P =1 . 2%, M ist der Mittel-
punkt der Sehne YTI'*T') und ist von P und M verschieden. Es sind mit Hilfe der
St.-P. Parabel die Achsen o und o' des Kegelschnittes k zu konstruieren (Fig. 3).
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Fig. 1.

Wir konstruieren die Leitlinie d und den Brennpunkt F der St.-P. Parabel des
Punktes P = 1 . % in bezug auf den Kegelschnitt k. Wir bestimmen dafiir vier
Tangenten: die Winkelsymmetralen Y | % der Tangenten Y, 2, die Polare p
des Punktes P =1t .% (p = 7?T) und die durch den Mittelpunkt M der
Sehne 1727 gehende Gerade m | p (PM = d ist die Leitlinie und 12 .34 = F
ist der Brennpunkt der St.-P. Parabel). Durch den Mittelpunkt S an die St.-P.
Parabel gelegte Tangenten o, o’ sind die Achsen des Kegelschnittes k (o hal-
biert den Winkel 4 PSF, o' | o).
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Fig.
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Bemerkung. 1. Wenn der Punkt § innerhalb der zar Halbgeraden M P
entgegengerichteten Halbgeraden liegt, so sind o, o’ die Achsen einer Ellipse;
wenn der Punkt S innerhalb der Halbgeraden M P sich befindet, aber § == P,
ist, so sind o, o’ die Achsen ciner Hyperbel.

2. Ist der Punkt § = P, dann ist der Kegelschnitt £ aus zwei Geraden

zusammengesetzt. In unseren Konstruktionen kommen nur einfache Kegel-
schnitte vor.
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Beispiel 1b. Eine Parabel k ist durch zwei sich schneidende Tangenten 't, %
mit ithren Berithrungspunkten VT, *T' gegeben. Es ist mit Hilfe der St.-P. Parabel
die Achse o der Parabel k zu konstruieren (Fig. 4).

Wir konstruieren wieder die Leitlinie d und den Brennpunkt # der St.-P.
Parabel des Purktes P = 1t . 2%; die St.-P. Parabel ist durch vier Tangenten
7 | % und m | p bestimmt, wic es im vorhergehenden Beispiel la der Tall
war. Die Scheiteltangente der St.-P. Parabel ist die Achse o der Parabel k
(PM =d, F =12 .34; FD | d, WF = WD, Weol|d).

Den Scheitel V, die Scheiteltangente », den Brennpunkt & und die Leitlinie
¢ der Parabel k konstruieren wir auf Grund der clementaren Fokaleigenschaften
einer Parabel (/ 11 ist die Subtangente, VI = V II, Vew | o usw.).
Beispiel 2. Bin Kegelschnitt k ist durch die Achsen o, o' und durch dic Tangente
t mit dem Bertuhrungspunkt T, der nichl auf den Achsen o, o' liegl, gegeben;

es sind mit Hilfe der St.-P. Parabel die Scheitel des Kegelschnittes I zu untersuchen
(Fig. 5).
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Da der Punkt 7' mit keiner von den Achsen o, o’ inzident ist, so schneidet
die Tangente { im Punkte 7' des Kegelschnittes & beide Achsen o, o’. Wir bezeich-
nen die Schnittpunkte der Tangente ¢ und die Achsen @ =o.tund U =o' . ¢.
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Wenn der Berithrungspunkt 7' innerhalb der Strecke QU liegt. so ist der Kegel-
schnitt k eine Ellipse (Fig. ba), wenn T ein dullerer Punkt der Strecke QU
ist, dann ist der Kegelschnitt £ eine Hyperbel (Fig. 5b).

Die St.-P. Parabel des Punktes P = {.a (a ist die Scheiteltangente durch
den Scheitel 4 der Achse o) hat in bezug auf den Kegelschnitt £ diese Tangen-
ten: die Achsen o, o', die Polare p = AT des Punktes P, die Gerade m | p.
die durch den Mittelpunkt der Sehne A7 geht, und die Normale » durch den
Punkt 7' des Kegelschnittes k. Die Tangenten o, m. n schneiden auf den Tangen-
ten p und o’ dhnliche Punktreihen aus; da die Tangente m die Strecke AT hal-
biert, so halbiert m auch die Strecke SN. Aber dic Tangente m ist die Symme-
trale der Strecke AT und deshalb ist 17" = IA (der Punkt 7 = m .o"). Die
Scheitel 4, B der Achse o liegen in den Schnittpunkten der Achse o und des
um 7 als Mittelpunkt mit /7' als Radius geschlagenen Kreises I (Fig. 5a.. b).

Durch ihnliche Betrachtung iiber die St.-P. Parabel des Punktes P =1(.¢
(c ist die Scheiteltangente des Kegelschnittes k im Scheitelpunkt C') konstruie-
ren wir die Scheitel O, D auf der Achse o’ (Fig. 5a). Wenn man um 2 (2 ist der
Mittelpunkt der Strecke SN'; N’ == n . 0) als Mittelpunkt mit 27 als Radius
den Kreis I schligt, so schneidet I’ die Achse o’ in den Scheiteln ¢, D.

Die imaginiiren Scheitel ¢, D der Nebenachse o’ der Hyperbel k konstruieren
wir auf folgende Weise: Wir zeichnen die Polare w des Poles U =t .0 (T € u.
u | 0); der Schnittpunkt U’ = u . o’ und der Punkt U sind konjugierte Pole

der Hyperbel k. Aus der Involutionsbeziehung auf der Achse o’ folgt: SU .
ST’ = 8K = 8C? = 8D,

II. BENUTZUNG DER ST.-P. PARABEL IN DER DARSTELLENDEN
GEOMETRIE DER QUADRATISCHEN FLACHEN

Vorige Konstruktionen der Achsen und der Scheitel eines Kegelschnittes
mit Hilfe der St.-P. Parabel konnen wir in manchen Aufgaben iiber quadra-
tische Flichen in darstellender Geometrie ausniitzen.

A. Ebene Schnitte quadratischer Flichen

1. In der Hintafelprojektion is ein schiefer, eliptischer Kegel mit der Basis k
(AB. CD) in der Projektionstafel und mit dem Scheilel V (V, z,) durch die
Ebenc o (pe, O ¢ OV) geschnitten. Ks ist den Rif3 dieses Schnitles zu konstruieren
(Fig. 6).

In diesem Falle handelt es sich deutlich um einen elliptischen Schnitt. Mit
Hilfe der Kollineation (¥ ist das Kollineationszentrum, p¢ ist die Kollineations-
achse, 0, O] sind die entsprechenden Punkte) suchen wir die Bertthrungspunk-
te M7, 2T des Risses k, der Schnittkurve & mit den Umriligeraden V,'T,
und V,2T',. Der Mittelpunkt S, der Ellipse k£, liegt im Schnittpunkte der
Geraden Vi1 (M ist der Mittelpunkt der Strecke 7'1*T') und der mit dem
Durchmesser ¢, der Basis kollinear verwandten Geraden ¢; (¢, ist zur Kollinea-
tionsachse pf konjugiert).

Die Ellipse k&, ist durch die Tangenten Y7, V,. TV, =nit den Berithrangs-
punkten Y7'0 und 27'7 und durch den Mittelpunkt S, . der auf der Geraden V7
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liegt, bestimmt. Mit Beniitzung der St.-P. Parabel des Punktes V, in bezug
auf die Ellipse k,, die durch vier Tangenten m | p und 7 | ?r bestimmt ist,
werden die Achsen und die Scheitel der Ellipse &, konstruiert, ebenso wie in
der Aufg. 1a. 2. Kap. I, Absatz b.

d Fig. 6.

2. Bs sind die zugeordneten Normalrisse eines Schnittes k der Ebene ¢ (pe. n?)
und des einschaligen Hyperboloides H zu konstruieren. Das Hyperboloid H ist
durch drei Achsen A'A ||z, B'B ) v, C'C' | nwund durch den in n liegenden
Hauptschnitt ¢ (A'A. B'B) gegeben (Fig. 7).

141



Fig. 7.

Die Ebene ¢ || o, die durch den Scheitel O des asymptotischen Kegels geht,
schneidet ersichtlich den asymptotischen Kegel nicht und infolgedessen ist
die Schnittkurve & eine Ellipse.

Liangs der Schnittkurve & berithrt das Hyperboloid H eine Kegelfliche K,
deren Scheitelpunkt P der Pol der Ebene p in bezug auf das Hyperboloid ist.
Wenn man die Umrigeraden der Kegelfliche K (k; P) in beiden Rissen (falls
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sie existieren) und die Risse des Mittelpunktes S der Ellipse k konstruiert, so
ist jeder Rif} der Ellipse £ durch zwei Tangenten mit ihren Berithrungspunkten
und durch den Mittelpunkt bestimmt; dann konstruiert man mit Beniitzung
der St.-P. Parabel leicht die Achsen und die Scheitel jedes Risses der Ellipse k.

Mit Hilfe der zweiten Hauptlinie 27 werden die Punkte 17',, 27", auf dem
Unmrisse b, im zweiten Risse konstruiert; die Tangenten ,, 2, in den Punkten
1T, und *7', der Hyperbel b, bilden den Umri8 des Berithrungskegels K (k; P)
im zweiten Risse, Y, .2%, = P, ist der Aufril} ihres Scheitelpunktes. Die
Tangenten f,, 2, mit den Berithrungspunkten 7', und 27, sind auch Tangenten
und Berithrungspunkte des Aufrisses k, der Ellipse k.

Tm Grundrisse hat der Berithrungskegel K (k; P) keinen UmriB3, weil die
Spurlinie p§ die Ellipse ¢, in 7 nicht schneidet; also liegt der Grundril P; des
Scheitels P des Beriithrungskegels K (k; P) innerhalb der Ellipse ¢,. Da die
Polarebene ¢ des Punktes £ = B'B . in bezug aunf das Hyperboloid H zur
Bildebene @ senkrecht ist, so ist ¢ die Polare des Punktes K, = B,'B, . p}
in bezug auf die Ellipse ¢,. Die Ebenen & und p sind aber konjugierte Polare-
benen und deshalb liegt der Punkt P in der Ebene ¢, d. h. P; auf ¢,. Da der
Beriithrungskegel K (k; P) keine Umrifigeraden im Grundrisse hat (P, liegt
innerhalb der Ellipse ¢,), so konstruieren wir die Grundrisse zweier anderer
Tangenten der Ellipse k, z. B. in den Punkten 7', 2T auf dem Hauptschnitte b
(\T,, *T, € b,). Bezeichnet man die Tangenten der Ellipse k in den Punkten
17" und 27 mit den Buchstaben ', 2%’ und ihren Schnittpunkt mit R, dann
ist Yy = 14, und %5 = %, und R, = P, = Y, . %,; da der Punkt R =% .2’ in
der Ebene g liegt, so wird sein Grundrif R, z. B. mit Hilfe der Geraden ¢ =@QN
der Ebene p konstruiert. Die Geraden R,'T; = %; und R2T, = %] sind be-
reits die Grundrisse der Tangenten %’ und 2’. Dadurch verschafft man auch
fiir den GrundriB %, der Ellipse k& zwei Tangenten [, %] mit den Berithrungs-
punkten 7', und 277,.

Der Mittelpunkt S der Ellipse k ist der Schnittpunkt der Geraden s = PO mit
der Ebene g (s, = ly; ;. 8, = S;; 8, €.8y).

Beide zugeordneten Normalrisse der Ellipse £ sind immer durch zwei Tan-
genten mit ihren Berithrungspunkten und durch den Mittelpunkt bestimmt.
In beiden Rissen werden die Achsen und die Scheitel mit Beniitzung der
St.-P. Parabel konstruiert wie in der Aufgabe la. 2, Kap. T, Abs. b.

B. Durchdringungen quadratischer Rotationsflichen

Die Steiner-Pelz Parabel kann auch vorteilhaft verwendet werden, wenn
man den Rif} der Durchdringungskurve zweier quadratischen Rotationsflichen
indie Ebene ihrer entweder parallelen oder sich schneidenden Achsen konstruie-
ren soll.

1. Fig. 8 zeigt den Aufriff der Durchdringungskurve eines einschali Dreh-
hyperboloids und eines verkiirzten Drehellipsoids, deren Achsen ‘o, 20 in der
Aufrifebene liegen und parallel sind.

Es ist bekannt, dall die Durchdringungskurve £ eine Raumkurve vierten
Grades ist, die sich in die Achsenebene, d. h. in die AufriBebene v als eine Pa-
rabel projiziert; die Achse dieser Parabel ist senkrecht zu %o || %0.

Fiir den AufriB k£, der Durchdringungskurve £ konstruieren wir zwei beliebige
Punkte der Kurve k, und die Tangenten in diesen Punkten; wir bezeichnen
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diese Punkte 17, 27" und die Tangenten in diesen Punkten %, %. Zum Beispiel
den Punkt '7' konstruieren wir folgendermaBen: Wir fithren zu den Achsen
10 || %0 eine beliebige, senkrechte Ebene . Die Ebene o schneidet das einschalige
Drehhyperboloid A in einem Kreise '. das verkiirzte Drehellipsoid Z in einem
Kreise . Beide Kreise 1, % schneiden sich in den zur AufriBebene » symmetrisch

y
[

Fig. 8.

liegenden Punkten '7. '7" (falls sie existieren); nach der Umlegung der Ebene o
in die Aufrilebene v ist (17), ('7") = (1) . (%); (\T) (1") | o; (1) (T") . s =
= 17, = 17, Auf dbnliche Weise konstruieren wir den Punkt 27, = 27.
Die zu ' im Beriihrungspunkte 17" senkrechte Ebene 2 enthilt alle Normalen
zu der Durchdringungskurve /i im Punkte '7'. also auch die Normale '» des
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Hyperboloides H und die Normale 2n des Ellipsoides & im Punkte '7". Wenn wir
die Spurlinie #* der Ebene 2 = n . 2n auf der Ebene der Achsen 10 || 20 unter-
suchen. dann ist Y%, | #»* im Punkte 'T,(n* = III; T =[W].%,. Il =

4
i/ Fig. u.

10 Shornik rU Olomouc 14



== {2n} . %0,; ['n] ist die Normale des Meridians 'm, im Punkte ['7'] und {n}
ist die Normale *m, in {1T'}).

Da die Achse der Parabel k, zu o, %o scnkrecht ist, geniigt es. durch den
Mittelpunkt 2/ der Sehne 7,27, einen zu 10 || 20 senkrechten Durchmesser d
zu konstruieren und den Schnittpunkt P mit der Tangente ', zu suchen;
dannist P*7, = 2, die Tangente der Parabel b, im Punkte 27',. Mit Verwendung
der St.-P. Parabel des Punktes P = 1, .2, konstruieren wir die Achse o,
den Scheitel V und den Brennpunkt @ der Parabel k, wie im Beispiel 1b, Kap. I.
Abs. b.

2. Es ist den Aufrify ky der Durchdringungskurve k des einschaligen Dreh-
hyperboloids H und des verlingerten Drehellipsoids E zu konstruieren, deren Achsen
Yo und %0 in der Aufriffebene v licgen und sich im Punkte R schneiden (Fig.9).

Die Durchdringungskurve % ist, wie bekannt, cine Raumkurve vierten Gra-
des, die sich in die Achsenebene, d. h. in die Aufriebene », als die Hyperbel k&,
projiziert.

Die Kugelfliiche % mit dem Mittelpunkt R = %0 . %0, die das Drehellipsoid £
lings des Kreises 2 berithrt (die Ebene des Kreises 2 ist senkrecht zu v; 21, = 1 2),
schneidet das Drehhyperboloid H in zwei Kreisen ! und ', deren Ebenen
auch zur AufriBebene » senkrecht sind; !, I’ schneiden 2/ in vier Punkten
(falls sie alle existieren), die sich je zwei in die Punkte 17", und '7'; projizieren.
Der Mittelpunkt S der Strecke 7,'7'; ist der Mittelpunkt der Hyperbel k,.
denn die Tangenten sind in den Endpunkten 7,, 1T, parallel.

Bezeichnen wir die Tangente im Punkte 7', mit %, und konstruieren wir
noch eine Tangente der Hyperbel k,, z. B. im Punkte 27", = 'm, . *m,, und
bezeichnen wir sie mit 2, (M S . 1%, = P, M ist der Mittelpunkt 7,27, ; P*T', =
= 2,). Mit Hilfe der St.-P. Parabel untersuchen wir die Achsen o, o', die Scheitel
A, B, €, D und die Asymptoten wie im Beispiel 1a, 2, Kap. I. Abs. b.

C. Konstruktion des Umrisses der Flichen zweiten Grades

a) Parallelprojektion

Es ist in der Parallelprojektion den Umrif3 eines dreiachsigen Ellipsoids,
das durch die konjugierten Durchmesser A'A, B'B und C'C gegeben ist, zu kon-
struieren (Kig. 10).

Es gibt eine das Ellipsoid lings des Hauptschnittes ¢ (414 ; B'B) berithrende
Zylinderfliche, deren Umrifigeraden % und ' mit dem Durchmesser CC'
parallel sind und gleichzeitig die Tangenten des Umrisses dieses Ellipsoids sind.
Zum Beispiel die Tangente % mit dem Beriithrungspunkt 7" wird folgender-
mafen konstruiert: Auf die durch O gehende und zu C'C senkrechte Gerade ¢
projizieren wir senkrecht dic Endpunkte 4, B und bekommen die Punkte 7
und 2; wenn wir auf der Geraden ¢ mit Hilfe der Beziehung 012 - 022 = 032
den Punkt 3 bestimmen, dann geht die Tangente % durch den Punkt 3 und
ist mit C*C parallel. Den Beriithrungspunkt 17" auf der Tangente ! bekommen
wir, wenn wir 1817 parallel mit 04 ziehen (4 = % . B4, wo B{ parallel mit
A4 ist).

Ahnlich gibt es eine das Ellipsoid  lings des Hauptschnittes b (414; C'C)
berithrende Zylinderfliche, deren UmriBgeraden %, %’ mit dem Durchmesser
BB parallel sind und auch die Tangenten des Umrisses sind. Die Tangente,
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z. B. 2 || BB, konstruieren wir auf ihnliche Weise wie die Tangente . Den
Berithrungspunkt 27" auf 2 konstruieren wir auf Grund der Beziehung M7 =
= M?T (M ="'T°T .OP und P =1 .2%).

Der Umrifikegelschnitt k ist durch die Tangenten %, 2 mit ihren Beriihrungs-
punkten 7, 27" und durch den Mittelpunkt O bestimmt. Mit Hilfe der St.-P.
Parabel des Punktes P = ' . 2% in bezug auf den Umrilkegelschnitt & unter-
suchen wir die Achsen und die Scheitel wie im Beispiel 1a, 2, Kap. 1, Abs. b.

't

Fig. 10.

b) Zentralprojektion

Konstruiert in der Zeniralprojektion den (/mnﬁ eines d7 emrlmgen Ellipsoids,
das durch die gegen die Projektionstafel all, konjugierten Durch-
messer a = A'A, b = BB und ¢ = C'C gegeben ist (Fig. 11).

In Fig. 11 sind aS = = AS14%, b = BS1BS und ¢’ = C5'CS die Zentralrissen
der konjugierten Durchmesser a=A'4, b= BB, ¢ =0'C und 45, B,
C3 sind die Fluchtpunkte der Durchmesser a, b, c; dabei gilt (AS‘ASOSAS)

= (BS'BSOSBS) = (CS1CS0SCS) = —1.
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Es gibt eine das Ellipsoid lings des Hauptschnittes (414 ; C'C) berithrende
Zylinderfliche, deren Umrilgeraden ' und % mit dem konjugierten Durch-
messer B'B parallel sind und auch die Tangenten des Umrillkegelschnittes &
sind. IThre Zentralrissen 'S und %5 werden folgendermaBien konstruicrt:

v
~ /
e /

Fig. 11.

Wir ziehen durch den Fluchtpunkt Bf die Tangenten an den Zentralrifl des
Hauptschnittes (4'4; C1C), der durch die konjugierten Sehnen 45145 und
CS10S gegeben ist. Im Schnittpunkte der Durchmesser w = C5M'(M’ ist der
Mittelpunkt der Sehue A5245) und v = AN (N ist der Mittelpunkt der Sehne
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C3108) liegt der Mittelpunkt S des Zentralrisses des Hauptschuittes (4'4;
C1C). Zum Beispiel die Geraden a's == A5C%, 1a'S = 145C% sind die Tangenten
des Zentralrisses des Hauptschnittes (414; C'C) in den Punkten A5, 145, Mit
Hilfe der St.-P. Parabel des Punktes C% bestimmen wir die Achsen und die
Scheitel 1, 11, 111, 1V des Zentralrisses des Hauptschnittes (4'4; C'C), wie
im B. 1a, 2, Kap. I. Abs. b). Durch den Punkt B an die Ellipse ( I1; 111 IV)
gelegte Tangenten % und %S und ihre Berithrungspunkte 7', 7S sind die
Zentralrisse der UmriBgeraden der das Ellipsoid lings der Ellipse (I I1;
111 IV) beriithrenden Zylinderfliche und auch die Tangenten des Umriikegel-
schnittes k.

Da der Umriikegelschnitt k und die Ellipse (I /1; 11 V) die gemeinsame
Sehne 175275 haben, so geht die Gerade BJ'S durch den Mittelpunkt S des
Umrifikegelschnittes k. Khnlich geht die Gerade A28 [28 ist der Mittelpunkt
des Zentralrisses des Hauptschnittes (B'B; C'C); 2§ wird dhnlich wie 18 kon-
struiert] auch durch den Mittelpunkt S des Umrilkegelschnittes k; es ist also
S = B3IS . A3S.

Da der Mlttelpunkt S ein Innenpunkt der zu der Halbgemden MB2 ent-
gegengesetzten Halbgeraden ist, so ist der Umrifikegelschnitt k eine Elhpse
Mit Beniitzung der St.-P. Parabel des Punktes Bj werden die Achsen und die
Scheitel der UmriBellipse & wie im Beispiel 1a, 2, Kap. I. Abs. b) konstruiert.

D. Beleuchtung der Flichen zweiten Grades

a) Parallele Beleuchtung

1. Bs ist in der Zentralprojektion (H. d) die Eigenschattengrenze der Kugel
(O € v; r) und deren Schlagschatten auf die horizontale Ebene n | v (H € u$ || n")
zu unlersuchen. Der Lichtstrahl s ist durch den Fluchtpunkt Lf gegeben (Fig. 12).

Eigenschattengrenze. Fir den Zentralril &% der Eigenschattengrenze k
bestimmen wir zwel Tangenten mit thren Berilrumngspumaien wod den Wk
punkt S (falls er existiert). Die Spurlinmie n der Ehene L Qer Thgensdnaien-
grenze ist senkrecht zu s, = HL; und geht durch den Punky O, = 0% Qe
Spurlinie #n* schneidet in den Punkten YI' und *T5 den Kreis 1, = 13. Die
Tangenten ', % in den Punkten 7', *I' der Eigenschattengrenze sind die
Fallinien der Ebene 4; es sind 45 = T'SM¥ und %5 = TS M5, wo M$ der
Fluchtpunkt der Fallinien der Ibene A ist. Der Mittelpunkt S des Risses k¥
der Eigenschattengrenze k liegt auf der Geraden M5P (£ ist der Mittelpunkt der
Strecke V1'S27S). Die Tangenten a%, b5 von L7 zum Kugelumrifl beriihren
diesen in den Punkten 4%, BS und sind eigentlich die Risse der Umrillgeraden
des Bertihrungslichtzylinders der Kugel x; a9 b% sind auch die Tangenten
des Risses &% des Eigenschattens. Infolgedessen liegt der Mittelpunkt S des
Risses &Y des Kigenschattens auch auf der Geraden L,,'N, wo N der Mittelpunkt
der Strecke ASBS ist (S = M3P . L5N). Der Ril &5 der Kigenschattengrenze
I ist jetzt durch zwei Tangenten mit ihren Berithrungspunkten, z. B. %% mit
7S und 25 mit 27'S, und durch den Mittelpunkt S bestimmt. Mit Hilfe der
St.-P. Parabel des Punktes M5 = 45 . %5 konstruieren wir die Achsen und die
Scheitel der Ellipse & wic im Beispiel 1a, 2, Kap. I, Abs. b).

PDen Schlagschatten &t der Kugel » auf dic Ebene 7 | » bestimmen wir
wieder durch zwei Tangenten mit ihren Beriihrungspunkten und durch den
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Mittelpunkt (falls er existiert). Der Ri k% des Schlagschattens und der Rifl
kS des Eigenschattens sind perspektiv-kollinear mit L5 als Kollineationszen-
zentrum und ¢ als Kollineationsachse (¢ ist die Schnittlinie der Ebenen 2
und x); 7' und 7' (1T ist der Schlagschatten des Punktes 7' auf die Ebene
v, Y% = V['LE, . YTSLE) sind zwei entsprechende Punkte dieser Kollineation.
Mit Hilfe dieser Kollincation konstruieren wir im Punkte 7% die Tangente

\r

— No

Fig. 12.

1%, die der Tangente 5 im Punkte 7' entspricht, und die Punkte A%, Bx
auf den Tangenten ax = a’, bx = b5, die den Punkten 45, BS entsprechen.
Dadurch bekommen wir fiir den Schlagschatten kx drei Tangenten ax, bx
und ¢ mit ihren Berithrungspunkten 4x, Bx und 7', Wir konstruieren
zuerst den Mittelpunkt R, falls er existiert, und mit Hilfe der St.-P. Parabel,
z. B. des Punktes L = a* . b%, konstruieren wir wieder die Achsen und die
Scheitel des Schlagschattens kx.

2. Fig. 13 zeigt in der Parallelprojektion die parallele Beleuchtung eines
dresachsigen Ellipsoids a = A'A, b = B'B und ¢ = C'C.

Die Eigenschattengrenze des Ellipsoides liegt in einer zum Lichtstrahl s
konjugierten Diametralebene in bezug auf das Ellipsoid; in unserem Falle
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ist es einc Ellipse, deren Mitelpunkt mit dem Mittelpunkt O des Ellipsoids
identisch ist. Fiir den Rif} £’ der Eigenschattengrenze k beschaffen wir wieder
zwei Tangenten ', 2’ mit ihren Beriihrungspunkten 177, 27",

Die Umriigeraden %’ || %7’ || s" der Beriithrungslichtzylinderfliche des Ellip-
soids sind auch die Tangenten des Risses k&’ des Eigenschattens & in den Punk-
ten 7" und '7"; wir wihlen die Tangente %’ mit dem Berithrungspunkt 7.

YRR

tat

Fig. 13.

In weiterem konstruieren wir den Punkt 27" des Eigenschattens auf dem Haupt-
schnitte (414 ; B'B); lings dieses Hauptschnittes wird das Ellipsoid von einer
Zylinderfliche beriithrt, deren Eigenschattengrenze den Hauptschnitt (414;
B1B) in den Punkten ®7' und *7" schneidet (dic Risse *7" und 27" sind die
Berithrungspunkte der Tangenten «', @' der Ellipse (A'A4; B'B), die zu s;
parallel sind. In Fig. 13 sind nur die Tangente %’ || s; und ihr Berithrungspunkt
27" konstruiert). Die Tangente %’ im Punkte 7" des Risses &’ der Eigenschatten-
grenze k des Ellipsoids ist die Gerade 27"P, wo P = 4 .0'M ist (M ist der
Mittelpunkt der Strecke 7"'27").

Der Rif &’ der Eigenschattengrenze k des Elipsoids ist durch zwei Tangenten
1, 2%’ mit ihren Berithrungspunkten 7", *7" und durch den Mittelpunkt O’
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bestimmt. Mit Hilfe der St.-P. Parabel des Punktes P = '’ . %' in bezug auf
k' untersuchen wir die Achsen und die Scheitel des Eigenschattens &'.

Der Schlagschatten auf die Ebene z, die durch den Endpunkt !C' der
Achse ('C' geht und zur Ebene des Hauptschnittes (4'4; B'B) parallel ist,

ist die Ellipse k; sie ist der Schoitt der Ebene 7 mit dem ellipsischen Bevith-
rungslichtzylinder des Ellipsoids. [ir die Elipse &% bestimmen wir den Schlag-
schatten der Tangenten . % und ihrer Beriihrnngspunkte 7', 27" und den
Schlagschatten des Mittelpunktes O des Ellipsoides. Der Schlagschatten 2

der I‘a,ngontc # geht durch den Schlagschatten 27 des Punktes 77 (7727 4
$ 01C") und ist zu s; parallel. Der Schlagschatten der Tangente ' ist 't< = 1';

den Schlagschatten 7= des Berithrungspunktes 17" der Tangente 't bestimmen
wir mit Hilfe der Bezichung 2T*M < = MV (M liegt auf der Verbindungs-
geraden Px0-, wo P+ = 17 2 igt),
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Der Schlagschatten kx auf der Ebene n ist wieder durch zwei Tangenten
1¢x, %< mit ihren Berithrungspunkten 7%, 27" und durch den auf der Verbin-
dungsgeraden PxMx liegenden Mittelpunkt O bestimmt. Mit Hilfe der St.-P.
Parabel des Punktes P bestimmen wir die Achsen und die Scheitel der Schlag-
schattenskurve &x.

3. Fig. 14 stellt in der Parallelprojektion die parallele Beleuchtung eines
hohlen Kegels (k; V) dar, dessen Grundfliche k == (A'4; B'B) parallel zu 7 ist
und dessen Spitze V in x liegt.

Wir untersuchen auf bekannte Weise die Eigenschattengrenze 1'7T" und
V2T auf dem hohlen Kegel. Wir wissen weiter, daB der Schlagschatten des
Bogens '"T'A*T ins Innere des Kegels ein Teil der Ellipse &’ ist. deren Achsen
und Scheitel wieder mit Hilfe der St.-P. Parabel leicht konstruiert werden
konnen. Die Tangenten ', 2% in den Punkten 7', *T der Ellipse &’ erhalten wir
auf Grund der bekannten Beziehung VV° = VW; dann sind T'W = % und
TW = 2. Weiter suchen wir z. B. den Berithrungspunkt 37" der Ellipse £’ und
der Umriigeraden VC (V°C . k= D; D37 || s). Wird der Schnittpunkt % . 3 =P
und ¥ . 3% = @ bezeichnet, dann liegt der Mittelpunkt S der Ellipse &’ im Schnitt-
punkt der Geraden PM und QN (M und N sind die Mittelpunkte der Strecken
2737 und Y737'). Der Schlagschatten ins Innere des hohlen Kegels, d. h. die
Ellipse &, ist z. B. durch zwei Tangenten %, 3 mit ihren Berithrungspunkten
T, 3T und durch den Mittelpunkt § gegeben. Mit Hilfe der St.-P. Parabel des
Punktes P = 2t . 3 untersuchen wir die Achsen und die Scheitel der Ellipse &’
wie im Beispiel 1a, 2, Kap. I, Abs. b).

4. In Fig. 15 wird in der Orthogonalaxonometrie die parallele Beleuchtung
des hohlen Unterteils eines Rotationsellipsoids mit der Achse o | = fir die
Lichtrichtung s (s,, 8) durchgefiihrt.

Die Eigenschattengrenze wird auf dieselbe Weise wie in Fig. 13 dieses
Absatzes a) konstruiert.

Der Schlagschatten des Kreisbogens 2TR?*T" ins Innere der Fliche ist
ein Teil der Ellipse k%, die den Mittelpunkt in O hat; fir diese Ellipse &
werden noch zwei Tangenten 3, 4x mit ihren Berithrungspunkten 37x und
4T ermittelt. Der grolte Parallelkreis & und sein Schlagschatten &< in das
Innere sind, wie bekannt, affin verwandt [die Affinitdtsachse ist 27?7, R, Rx
sind zwei entsprechende Punkte, wobei Rx der Schnittpunkt eines durch den
Punkt R gehenden Lichtstrahles mit der Flache, d. h. mit der Ellipse (R'R;
C'C) der Fliche, ist]. Den gewihlten Tangenten %. ¢ der Ellipse & in den
Punkten *T, T entsprechen in der angefithrten Affinitit die Tangenten 3x,
4 der Ellipse k* in den Punkten 37, *T<. Dadurch ist der Schlagschatten
k=< in das Innere der Fliche durch zwei Tangenten 3%, 4x mit ihren Berith-
rungspunkten *7'%, 4T und durch den Mittelpunkt O bestimmt. Mit Hilfe
der St.-P. Parabel des Punktes @x = 3¢<. %> werden die Achsen und die
Scheitel der Ellipse k* ermittelt.

b) Zentralbeleuchtung des Ellipsoides

Fig. 16 zeigt die Zentralbeleuchiung eines dreiachsigen Ellipsoides in der
Zuweitafelprojektion. Das Ellipsoid wird durch zugeordnete Normalrisse der
Achsen a = A4 ||z, b = BB | », ¢ = C'C | n und die Lichtquelle Z durch
zugeordnete Normalrisse Z, und Z, gegeeben.
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Die Eigenschattengrenze des dreiachsigen Kliipsoids in der Zentral-
beleuchtung ist die Ellipse k. die in der Polarebene der Lichtquelle Z liegt.

Jeder von den Normalrissen des Eigenschattens £ wird durch zwei Tantenten
mit ihren Berithrungspunkten und durch den Mittelpunkt bestimmt. Die

< r

Fig. 15.

Tangenten ;. %, durch den Grundrif Z, an die Ellipse », = (4,'4d; B,'B,)
berithren diese in den Punkten '7', und 27',. Diese Tangenten ', und 2, sind
nicht nur die UmriBlgeraden des Grundrisses des Lichtkegels. sondern auch
die Tangenten des Grundrisses &, der Eigenschattengrenze k& in den Punkten
7, und *7T',. Analogisch sind dic Tangenten 3, und %,. die durch den Aufrif}
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Zy an die Ellipse m, = (A4,'4,; C,'C,) gehen und diese in den Punkten 37,
und 7, berithren, die UmriBgeraden des Aufrisses des Lichtkegels wie auch
die Tangenten des Aufrisses k, der Eigenschattengrenze k in den Punkten
37, *T,. Wenn wir 72T = p und 37T = n bezeichnen, dann ist '7'*T; = p,.
pe = A A, und ' 2WT, = ny,, n, = A,'4,. Die Geraden p. n bestimmen die
Ebenc 4 des Eigenschattens. Der Mittelpunkt S der Eigenschattengrenze i

Fig. 16.

ist der Schnittpunkt der Geraden ZO mit der Ebene 1 = p.n (4,0, = 1;
lopy =2 bomy = 15 2, auf py, 1, auf ny; 1,2, =1, 1,. 0,7, = 8,. 8,
auf 0,Z,).

Der GrundriB &, ist durch zwei Tangenten %, %, mit ihren Berithrungspunk-
ten 7'y, *T, und durch den Mittelpunkt S; besimmt. Auch der Aufrifl k&,
des Eigenschattens & ist durch die Tangenten 3, %, mit 37"y, *T'; und durch den
Mittelpunkt S, bestimmt. Mit Hilfe der St.-P. Parabel werden in beiden
Normalrissen die Achsen und die Scheitel konstruiert (siche Aufg. la. 2.
Kap. I, Abs. b).

Der Schlagschatten des Ellipsoides auf die GrundriBebene z ist die
Hyperbel &’. denn die durch Lichtquelle Z zu 7 parallele Ebene o schneidet
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die Lichtkegelfliche in zwei Geraden a’, 'a’ (a; = 'a; = ay; a;. 'a; sind die
Tangenten durch den Punkt Z, an die Ellipse ¢; ~r,).

Der Schlagschatten der Tangenten %, 2% und der Punkte '7', 27" auf die
GrundriBebene x sind die Tangenten der Hyperbel k; in den Punkten 77,
2T, welche die Schlagschatten der Punkte 7" und 27" auf die Grundriiebene x
sind. Den Mittelpunkt R, der Hyperbel k; konstruieren wir folgendermafen:
Durch die Lichtquelle Z und durch die Achse C'C' legen wir die Ebene ¢ | =
(o4 == Z,0,). Die Ebene o schneidet das Ellipsoid in einer Ellipse I, welche
nebst der Lichtquelle Z in der Richtung L'4 || 7 in die Ebene des Hauptschnit-
tes m schief projiziert wird (1§ = m,; 2,27 || L*4,, ZY auf «,: die aus dem
Punkt Z3§ zu m, gelegten Tangenten schneiden die a-Achse in den Punktc:
I 1T: Ry ist der Mittelpunkt der Strecke 7 /1, RY liegt auf m,; R{R, || I* A,.
R, liegt auf o,; R, ist bereits der Mittelpunkt der Hyperbel k). Der
Schlagschatten auf die Grundrilebene 7, d. h. die Hyperbel k;, ist durch die
Tangenten %j -= %, % = %, mit ihren Berithrungspunkten 7';, 27'{ und
durch den Mittelpunkt R, bestimmt. Mit Hilfe der St.-P. Parabel des Punktes
Z, = 'y . %; werden die Achsen, die Asymptoten und die Scheitel der Hyperbel
ki konstruiert (sieche Aufg. 2, Kap. I, Abs. b).

DerSchlagschatten des Ellipsoides auf die Aufrillebene » ist die Parabel
k", denn die Ebene f || v durch die Lichtquelle Z ist die Berithrungsebene des
Lichtkegels. Der Schlagschatten der Tangenten 3, * und ihrer Beriihrungs-
punkte 37", *T" auf die Aufriiebene » sind die Tangenten der Parabel k; in den
Punkten 377, 4T, welche die Schlagschatten der Punkte 37" und 47" auf » sind.
Der Schlagschatten auf die Aufriebene », d. h. die Parabel k3, ist durch die
Tangenten 3; =: %,, %; = %, mit ihren Berithrungspunkten 377, 4T'; bestimmt.
Mit Hilfe der St.-P. Parabel des Punktes Z, = 3; . %; konstruieren wir die
Achse, den Scheitel und den Brennpunkt der Parabel £; wie in der Aufg. 1b,
Kap. I, Abs. b).

Zum Schlufl kann man sagen: Alle diese Konstruktionen sind sehr einfach
und dadurch elegant, erméglichen in allen angefithrten Fallen direkt die Kon-
struktion der Achsen und der Scheitel des zustandigen, gesuchten Kegelschnit-
tes. Dadurch wird der darstellenden Geometrie der quadratischen Flichen
ein einheitliches Element gegeben zur Liosung der Grundaufgaben in einer belie-
bigen, linearen Abbildungsmethode.
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Shronuti

UZITi STEINER-PELZOVY PARABOLY
V DESKRIPTIVNI GEOMETRII KVADRATICKYCH PLOCH

Josef Simek

Tato price ukazuje na daldi konstrukéni vyuZiti Steiner-Pelzovy paraboly v deskrip-
tivni geometrii ploch drubého stupnd. V tivodni &4sti préice se pripomingd vytvoteni Stei-
ner-Pelzovy paraboly daného bodu P vzhledem k dané jednoduché kuzelosetce k, kdyz
bod P lezi vng dané kuzelosetky k. Z konstrukénich divodi json zvoleny k urdeni St.-P.
paraboly jisté &tyti tetny a sice osy 'r | 2r vihli teden ', 2% vedenych z bodu P ke kuzelo-
sedee k, poldra p bodu P vzhledem ke kuZelosotee k a ptimka m | p, prochdzejicf piilicim
bodem tétivy 1727, kde 7T a 2T jsou body dotyku te¢en !t a % s danou kuzelosetkou k.
Takto uréené St.-P. paraboly se pak uZivd k sestrojeni os a vreholt dané kuzelosetky k,
je-li kuzelosedka & ddna dvéma tednami %, % s body dotyku 7, *T' a st¥edom S.

Posloednd uvedené konstrukee os a vrcholit kuzelosetky pomoci St.-P. paraboly lze
vyhodnd pouzit v deskriptivni geometrii kvadratickych ploch pii sestrojovéni rovinnych
fezi, proniki, obrysi, osvétleni ve vsech linedrnich zobrazovacich metodsich.

Tyto konstrukee jsou velmi jednoduché, umoziiuji ve viech uvedenych pFipadech se-
strojeni os a vrcholt piislugné hledané kuzelosetky, resp. jejich obrazi. Tim se dostdvi
deskriptivni geometrii kvadratickych ploch jednoticiho prvku pii fefeni zdkladnich
uloh v jakékoliv linedrni zobrazovaci metodsé.
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