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1968 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 27

Katedra algebry a geometrie prirodovédecké fakulty
Vedouci katedry: Doc. RNDr. Josef Simelk

O MNOZINE STREDU KRIVEK KONSTANTNI KRIVOSTI
HYPERBOLICKE ROVINY, KTERE SE DOTYKAJI
DANE PRIMKY A PROCHAZEJI DANYM BODEM

FRANTISEK MACHALA
(Doslo 22. 5. 1967 )

1

V redlné rozsitené eukleidovské roviné je dana kruznice £ a primka p, pro-
chézejici jejim stiedem O (obr. 1). Na kolmici ¢ k pfimce p, vedené bodem O,
zvolme vnitini bod M # O kruinice k a na piimce p libovolny bod Z. Prase-
¢iky T, T" resp. A, A’ ptimek p resp. MZ s kruznici k uréuji Gplny &tyrroh,
vepsany této kruznici. Jeho diagondly, prochézejici bodem Z, oznaéme u, v.

Véta 1. Jestlize bod Z probihd primkw p, pak primky u, v obaluji kuZelosedkw 1.

Dikaz: Teény v bodech 7, 7", A, A’ ke kruZnici k oznaéme postupné
t, t',a,a’. Dile oznatme X =a.l, Y=a'.t, X' =a.t', Y =a' .. 7Z vlastnosti
tplného ¢tyrrohu 77" AA’ vyplyvé, ze jeu = XY', v= X'Y. Svazek pfimek MZ
o stiedu M vytind na kruZnici £ dvé soumistné involutorni kvadratické sou-
stavy bodové k(4 A’, ...) A k(4’, A, ...). Soumistné svazky piimek 7'(T'4,
TA',..), T(TA', TA, ...) jsou také involutorni. Pély piimek téchto svazkii
vytvéteji dvé soumistné involutorni fady bodové (X, ¥, ...) A (Y, X, ...).
Tetny a, o' kruznice k vytinaji na tecndch ¢, ¢’ projektivni fady bodové #(X,
Y, )A¢(X, Y, ..). Porovninim piedchdzejicich vztaht obdriime
WY, X,..) A (X, Y, ...). PHimky u, v vytinaji na pifimkéch ¢, ¢’ projektivni
tady bodové a obaluji proto kuZelosecku /.

Umluva. Necht jsou dany dva rézné vnitini body U, V kruznice k. Jestlize
body X, Y oddéluji harmonicky jak body U. V, tak priseéiky piimky UV
s kruZnici &, budeme psit [X YU V].Y)

Véta 2. KuZelosedka l je elipsa o osich q = aff, m = yd, kde m je poldra bodu M
ke kruZnici k. Pro vrcholy a. f elipsy 1 plati [« MO], velikost druhé osy yd je
rovna praméru kruZnice k.

Dikaz: Primé fady bodové ¢(Y, X, ...) A (X', Y. ...) nejsou perspektivni
a proto je kuzelosecka ! jednoduchd. Z konstrukee teéen u, v této kuZelosedky
plyne, Ze pifmka ¢ je jeji osa. Zvolme na piimce p nevlastni bod Z, a vedme

1) Za danych podminek existujf vzdy pravé dva body X, Y této vlastnosti.
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jim podle véty 1 teény u, v kuZelosetky I (obr. 2). P¥imky %, v jsou kolmé
k ose q a proto ji protinaji ve vrcholech a, g. Protoze je 44" < TT", jsou
body «, p vlastni. Z vlastnosti tplného &tyrrohu 77°A4A’ plyne [«pOM].

i

Obr. 1.

Jestlize sestrojime k bodim «, 8. O, M na pfimce ¢ body poldrné sdruzené,
snadno zjistime vzhledem k [o¢fOM], 7e je bod w == ¢ . m sttedem tsecky af.
Piimka m je druhou osou kuzelosetky I. PFimky ¢, ¢ jsou teény kuzelosecky !
kolmé k ose m a protinaji ji tedy ve vrcholech y, 4. Pfitom je yé = T71".
Véta 3. Zvolme libovolny bod Z primky p a oznaime M, priseéik piimek MZ,
m. Poldra my bodu M, ke kruinici k je soutasné poldrow bodw Z k elipse 1.
Dukaz: Uvazujme involuci sdruzenych polar v bodé M vzhledem ke kruz-
nici £ a vzhledem k elipse I: Pifimka p je poldrou bodu M k elipse 7, nebot plati
[«pOM]. Zvolme nevlastni bod Z primek p, m (obr. 3). Plati Z == M .
Poléra m; bodu Z’ ke kruznici k jo soudasné polarou tohoto bodu k elipse [.
Primky m;, MM;, jsou polarné sdruzeny sou¢asné k obéma kuzelosetkdm k, I.
Zvolme déle bod Z” = T. Piimka m] = My je polira bodu Z” k elipse I.
Primka Z"M je vsak polira bodu y ke kruznici k. P¥imky mj, MZ" jsou proto
polérné sdruzeny k obéma kuZeloseckdm k, I. ProtoZe involuce sdruzenych po-
lar v bodé M je jednoznaéné uréena dvéma péry sdruzenych poldr, indukuji
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kuZelosedky k. [ v bodé M tutéz involuci sdruzenych poldr. Z toho jiz vyplyva

tvrzeni véty.
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Obr. 4.

“g=y,
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Pozndmka. Priseciky S, W piimky m, s pfimkami u, » jsou body dotyku
teten u, v k elipse 1.

Véta 4. Oznaéme U, V pdly pFimek w, v a Ry, R, prasetiky primek UM, VM
s pitmkow p. Piimky x = R,S, y = R,W jsou kolmé k piimce p.

Dikaz: Bod U resp. V je prisecik piimek AT, A" T" resp. AT", 4' T
(obr. 4). Polara bodu § resp. W je piimka s =: UM, resp w = VMl Plati
(AA'MM,) = —1. Protoze jsou ¢tvericc bodové T, T, R,, X =s.p a T',
T, Ry, Y = w.pse Gtverici 4, 4', M, M, perspektivni o stiedech U, V per-
spektivnosti, plati také (TT'R,X) = —1, (TT'R,Y) = —1. Bod X resp. ¥
lezi proto na polife bodu R, resp. R, a je proto pélem piimky R,S resp. R,W.
Protoze body X, Y leZi na pfimce p, jsou jejich poliry R,S, £, W kolmé k pifmce
p, c. b.d.

Druhy bod 8, elipsy I na p¥imee 2 sestrojime jako bod soumérné sdruzeny
k bodu S podle piimky m. Piimka u, soumérné sdruzend k piimce u podle
primky m je pak tec¢na elipsy I v bodé S, (obr. 5). Oznacéme G prise¢ik piimek
u,d = MR,. Body M, R,, (I, U json prisetiky ptimky d se stranami a diago-
ndlami uplného &yrrohu 77°AA’, prochdzejicimi bodem Z. Plati tedy

(GUMR,) = —1. Protoie ¢, U jsou sdruZené poly vzhledem ke kruznici k, plati
[GUMR,).

Polary ¢, w, m, r, boda ¢, U, M, R, prochézeji pélem D piimky d a plati
(gumr,) = —1. Kromé& toho jsou pumky ry, m kolmé. P¥mky r,, m jsou pak

osami soumérnosti piimek u, g. To ovSem znamend, Zec je u, = ¢.

Plati tedy: Jestlize zvolime na pumce P libovolny vnit¥ni bod R, kruinice k
a sestm]lme na kolmici # v bodé R, k piimee p body S, 8, elipsy I pak tecny
u, u; v téchto bodech k elipse I se protinaji v pslu D pi‘imky d= MR, a proti-
naji piimku d v bodech G, U, pro které je [(UM R,].

11

Necht je v roz$ifené eukleidovské roviné dén Beltrami—Kleiniv model
hyperbolické roviny o absolutni kruznici k.!)

Budte ddny dva rizné L-body 4, B. Oznatme D pdl piimky d = AB k ab-
solutni kruznici k a sestrojme body U, U,, pro které plati [UU,4B].

Véta 5. MnoZinow L-stfedi kiivek @ konstanini kfivosti, kieré prochdzejt
L-body A, B, jsow primky w = DU,, v, = DU.

Dukaz: a) Dokazeme nejdiive, Ze kaZzdy bod piimek u, u, je L-stfedem
kiivky @*.2) Piimo z definice kiivek @ vyplyvi, Ze body U, U, jsou L-st¥edy
kiivek @*, bod D je L-stiedem sloZené kiivky @*. Zvolme na piimce % bod
S # D, U,, jeho poldru oznaéme s. (obr. 6) Priseciky piimek S4, SB s pim-
kou s ozna¢me 1, 2 a s absolutni kruznici A’, A”; B’, B” tak, aby platilo: Dvo-
jice bod@ S, La A, A’; S, 2 a B, B’ se oddéluji stejnym zpisobem. UvaZujme
Gplny &tyrroh A’A"B'B" vepsany absolutni kruznici k. Bod S je jeho diago-
nélnim bodem a piimka s jeho diagonélou. Protoze je [UU,4B], jsou piimky

l) Zskladnf pojmy o Beltrami—Kleinové modelu véetné definice kiivky @ konstantni
kiivosti viz lit. [4].

2) Ki¥ivkou @* rozumime takovou kiivku @, kterd sphiujo pozadavky véty.
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SU, u dalsi diagonaly tohoto ¢tyrrohu a protinaji diagondlu s v diagondlnich
bodech U, R. Pak strany 4'B’, A”B” ¢tyrrohu prochézeji diagondlnim bodem U.

Uvazujme kiivku @(S, 4). kterda odpovidd absolutni kruznici & v perspek-
tivni kolineaci ¢(S, s, A’ -~ A). Z piedchoziho je ziejmé, Ze bodu B" odpovid4
v kolineaci y bod B. Krivka @(S. A) prochédzi bodem B a je proto kiivkou ®*,

Obr. 6.

Stejné ukédzeme, %e kazdy bod 8, + D. U primky u, je L-stiedem kiivky @*.

b) DokédzZeme, e v dané roviné neexistuje dalsi L-stied kiivky @*. Zvolme
bod X, ktery nelezi na zddné z primek w, u,, d (obr. 7). Priseciky piimek XA,
X B s absolutni kruinici k& oznadme A, A7; By, Bj a I, 11 ozna¢me prisediky
piimek A{By a A]B}; A1B] a A{B;. Piimka 2 = 11I je poldrou bodu X k ab-
solutni kruznici k. Predpoklidejme, ze kiivka @(X, A) je kiivkou @*. Uva-
Zujme proto kolineaci y(X,x, A] — A). Z této kolineace vyplyvd, Ze bud
piimky A;Bj, A{B;, AB, x nebo piimky 4[B], A1B;, AB, x prochizeji jednim
bodem. To znamend, Ze bud bod I nebo bod II lezi na piimee d. Predpokla-
dejme, %e na piimee d lezi bod I. To znamend, %e piimka X II, polara bodu 1,
prochdzi pélem D piimky d. Priseéik piimky X II s piimkou d oznatme £11.
7 vlastnosti iplného étyrrohu plyne, e je [AB111I]. Tuto vlastnost viak
maji na piimee d jen body U, U,. To znamend, %e je bud U == I nebo U, = I,
co% odporuje predpokladu, protoze pak by bod X lezel bud na piimee u nebo
na piimee u,. Bod I tedy nemiiZe lezet na pfimce d. Stejné dokdZeme, Ze ani
bod 11 nemuze leZet na pfimce d. Bod B nemiiZe proto odpovidat v kolineaci
p(X, 2, 4] — A) zZddnému z bodia Bj, B} a proto nelezi na krivee @(X. A4).
Krivka @(X. A) neni kiivkou @*. To, %e na primce d nelezi kromé¢ bodi
U7, U, dalsi L-stted kiivky @*, plyne z definice kfivky @. Tim je véta dokdzand.
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Nyni vyuZijeme vysledkit paragrafu I, pfi¢emz kruZnici k povazujeme za
absolutni kruznici Beltrami—Kleinova modelu. Oznadeni a zadani viech uvazo-
vanych Gitvarit ponechdme stejnd jako v paragrafu I. Pak plati:

Véta 6. MnoZina L-sttediv kiivek @ Fkonstanini kfivosti, kieré prochdzeji
L-bodem M a dotykaji se L-primky p. je elipsa 1.

Obr. 7.

Dukaz: a) Zvolme libovolny L-bod R, na piimce p. Z definice kfivky &
plyne, Ze ptimka p je te¢na kazdé kiivky &(X, R,), jejiz L-stfed X leZi na kol-
mici 2 v bodé R, k pFimee p. Kazdd ktivka @*, jejiz L-stied lezi na piimce «,
prochdzi tedy body M, R,. Prisediky S, S, piimky 2 s elipsou ! sestrojime podle
paragrafu I takto (obr.5): Na piimce d = MR, sestrojime body @, U/, pro
které plati [(UMR,]. Prusetiky piimek u = DG, u, = DU s primkou 2 jsou
hledané body. Podle véty 5 jsou pravé tyto body piimky x L-stiedy ktivek @,
které prochazeji body M, R, a tedy L-stiedy kiivek @* na piimce .

b) Vedme body 7', 7" piimky kolmé k pirimce p. Pak miZeme tétivy abso-
Iutni kruznice k, lezici na piimkach M7T. MT". povazovat za slozené kiivky @*
o L-stiedech y. & (obr. 8).

) Zvolme na pifmee p libovolny vnéjsi bod absolutni kruznice k a vedme
jim pifmkn ;. kolmou k této p¥imece (obr. 8). Na piimee «; zvolme libovolny
bod Y. Pak poldra y tohoto bodu protind pifmku p ve vnitinim bodé absolutni
kruznice k. Podle definice kiivky @, nemiize byt primka p teénou zédné kiivky
@ o L-stfedu Y. Na pfimce &, neexistuje zadny L-stfed kiivky @*.

Body elipsy ! a jen tyto body jsou L-stiedy kiivek @*, &imz je véta dokdzand.

Pozndmka. Jestlize jsou diny zékladni utvary, t.j. L-p¥imka p a L-bod 1.
v obecné poloze, pak je mizeme L-pohybem pievést do takové zvlastni polohy.
ve které byly zkoumdny v celé praci. Kazdym L-pohybem se zachovivi inci-
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dence utvara, druh L-kuzelosedky

" . . a tim i druh kiivky @. Elipsa 1

X ¥ | k protind absolutni kruinici k ve
/ dvou raznych bodech. Takovito

\7— / 0 I kuzclosecka se nazyva L-polohy-

perbola. Vétu 6 je tedy moZno
/ P zobecnit pro libovolnou L-ptimku

p a L-bod M, ktery na ni nelezi:
Mnozinou L-stieda kiivek @,

Y které prochdzeji L-bodem M a do-
tykaji se L-primky p, je L-polo-
} 5 7 = hyperbola.
I Obr. 8.
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Pesome

O MHOMECTBE HEHTPOB KPHBLIX HOCTOAUION KPUBbBLI3HbLI
PHIEPBOJUYECKON IMIOCKOCTH, KOTOPHIE KACAIOTCS
JAHHON 1PAMOA M NPOXOJAT UEPES JIAHHVIO TOUKY

Dpanmiwer. Mazaaa

B H(IITOIIH\DI[ PaGoTe OTEPHITO MIOMKECTBO MCHTPOB KPHBHIX NMOCTOSMINOE RPUBUSILE CHiep-
G0JIHUCCKOI IIOCKOCTH, KOTOPLIC KACAIOTCS JIAMIOi (IPAMO W TPOXOAAT Uepes JlaliIylo
TouKy. Dee paceymaerust nposojsites Ba Mojen Beanrpamu—IUieifBa npu oMol CHATC-
THYECKOTO MCTOJIA.

Zusammenfassung

UBER DIE MENGE DER MITTELPUNKTE VON KURVEN
KONSTANTER KRUMMUNG DER HYPERBOLISCHEN
EBENE DIE BINE GEGEBENE GERADE BERUHREN

UND EINEN GEGEBENEN PUNKT DURCHGEHEN

Frantisek Machala

In der vorlicgenden Arbeit wird die Mengo der Mittelpunkte von Kurven konstanter
Kri der hyperbolischen Ebene gefunden, die eine gegebene Gerade beriithron und
einen gegebenen Punkt durchgeh Alle Betrachtungen werden synthetisch am Bel-
trami-Klein-Modell durchgefiihrt.
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