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1968 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
PA(‘ULTA@ R}LRUM NATURALIUM TOM 27

Katedra matematick Lyzy prirodovédecké falulty
Vedouct katedry: M¥. prof. RN Dr. Miroslav Laitoch, kandiddt véd

POZNAMKA O JISTYCH NELINEARNICH
DIFERENCTALNICH ROVNICICH 3. A 4. RADU

JAN VORACEK
(Doslo 12. 6. 1967 )

Vénovano p. prof. dr. O. Bordwkovi k 70. narozenindm

V této poznimee je uvedeno nékolik vét o vlastnostech feseni diferencidlnich
rovnic

a4 @) + hie) = QQ). )

a" -f ax’ 4+ ba” + k(') + k(x) = Q(1). (2)

kdq a, b jsou kladné konstanty.

Uvahy se opiraji o obecnou vétu, uvedenou v odstavei 1., kterd je zobeenénim
znamé veéty (sr. napi. [1]) na pifpad, Ze funkee V zdvisi jen na nékterych sloz-
kdch Feseni uvazované soustavy.

1. Bud déna soustava diferencidlnich rovnic

af = fil@y, @y, l) (E=1,2,...,m), (3)

kde f; jsou funkce spojité v #, ;. Dile bud p, < p, < ... < p, k-tice (k < n)
piirozenych &isel z intervalu <1, n). Je-li V(xy,, a,,, ..., a,,) funkce & pro—
ménnych, pak dosazenim slozek ,, (¢), x,z(t) <oy X, (8) TeSeni zy(t), xa(t), ..., 2,(f)
soustavy (3) za proménné x, , z,,, ... do funkce V vznikne slozend, funkce

proménné ¢. Tuto sloZenou funkei oznaéime struéng V,(¢). Pro vyraz Z | @ |
budeme uzivat symbolu || 2 ||,. i=1

Véta 1: Necht existuji spojilé funkce V(x,,., Lpys ooy Bp)y Wy Tpys wony X,
k proménnyjch a kladnd konstanta P tak, e u(x, :x,,,g, ceny) > 0pro e, = P.
Necht ddle V(x,,, x,,, ..., 2p,) md v K, spojité parczalm derivace podle vdech
proménnijch a splivuje vztahy

||i‘||r:]»lm (@), Wy, s ovns @),) = + o0, (4)
(Y4
2 a‘)' Joo £ @y @, ) pii fall, = F (%)

Potom pro kazdé teseni soustavy (3), kieré existuje na intervalu neomezeném

zprava plati .
‘hm sup |la(t) ], < D. (6)
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kde konstanta 1) je spoleind pro vSechna wvafovand feSeni soustavy (3). Je-li
k = n, pak vdechna reSent existuji na intervalu neomezeném zprava (a plati (6)).
Diikaz: Zvolme &slo @ > P a oznaéme

MQ) = Max V(x,,x,,, ..., %) (7)
Hellhs@Q
Podle vlastnosti (4) funkce V existuje R(Q) > @ tak. Ze plati
Min  V(x, , @, ....2,) > J(Q). (8)

il 2 80Q) s
Uvazujme nyni feseni z,(t), ry(t). ..., x,(t) soustavy (3), existujici na inter-
valu (. + 0). pro které plati || x(4y) |l = @. Kdyby existovalo £, > 1, tak,
ze || x(ty) 11, = R(Q), existovalo by i t, > t,. t; < l, tak, Zc
at) =@ @ < |lx() i, < R(@) (9)
pro viechna t € (f,. ;) (predpokladiame. 7e f, > 1, je nejmenai z Cisel, pro kterd
plati || a(t,) {1, = R(@)). Pro v8echna ( 7 intervalu (4, t,> pak plati podle (5),

(3) a (9)

av.(
dt

S U,y ) < O
takie 17,(1) je v tomto intervalu klesajici. To je oviem ve speru s tim. Ze podle
(7). (8). (9) a definice ¢isla f, plati
Vo(ty) = M(@Q) < V().
Z toho tedy usuzujeme. ze pro viechna t z {, plati nerovnost
Ha) |l < R(@).

Predpokladejme nyni, Ze na intervalu .J == (. 4 ) existuje Feseni r(1).
ag(l). ..., (1) soustavy (3), pro které plati nerovnost

@l z P (10)

pro véechna t €./, Oznaéme
w = Minw(w,, @, ....x,) namnoziné B(|| «(ly) [|,) = ||« (l, 2 P. (11)

Pro vsechna ¢ = {, plati podle (10), (5), (11) nerovnost

dV;)
Jg - 0
g S ws
a tedy lim  Vi(f) — —o0. To je ovSem spor. nebot funkce V je podle (4)

(=@
zdola omezend.
Pro kazdé Feseni soustavy (3), které existuje na intervalu neomezeném zprava
tedy je
lim inf || () ||, £ P,
>t ot

takze pro né musi platit i (6), kde D = R(P). Véta je tim dokdzina, nebot
tvrzeni pro k = n je obsahem jiZz zminéné véty z [1].
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2. Nyni si viimneme diferencidlni rovnice (1). V celém tomto odstavci
piedpokladame, Ze g(y). k(x) a Q(t) jsou spojitymi funkeemi svych proménnych
na intervalu (— oo, -+ 0).

Véta 2. Necht existuji kladné konstanty H. Q. (. . tak, Ze plati nerovnosti

lhx)| < H. "~ 1QMt)| £ Q pro viechna x, t, (12)

gy)ysgny =z 4(H + Q) + ¢ proly| z G. (13)

Potom vSechna ieSeni diferencidlni rovnice (1) existuji na intervalu neomezeném
zprava a existuje kladna konstanta D tak, Ze pro vdechna feSeni plati

limsup | 2'(f) | £ D, Ii{n sup |2"(t) | £ D. (14)

o
Dikaz: Pievedme rovnici (1) v ekvivalentni soustavu
x’ =y Yy =z 2= —az —g(y) - h(x) + Q(t) (15)
a uvazujme funkei
2nyz

2V(gﬁ2)f:2+2r{g(s)dsi A alyh @tz

kde a a  jsou kladné konstanty. Z (13) snadno plyne, Ze platilim V(y, z) = + oo
pro |y |+ [z]|— 00 a stejné jako v [2] lze ukdzat, Ze pii vhodné volbeé
parametrii o & 9 je mozno nalézt § > 0 a P > 0 tak. %e pro |y | -} 2| = P
plati

v

—b
oy —ay —gly) — h(x) + Q) =

S aly DTz

Podle véty 1 a podle (15) je tim (14) dokézano pro viechna reseni, ktera existuji
na intervalu neomezeném zprava.

Uvazujme nyni fesenf x(t), y(¢), 2() sousta\ v (15), které existuje na intervalu
(o, ty . Podle existendni véty ([3]. str. B on\ 3), uzit¢ na soustavn (15),
plati p¥i 7, < + oo aspon jeden ze vztahu

lim sup | a(t) | = + o0, (16)

—t,-

lim sup | y(t) | = + 0. lim sup |z(f) | = + 0. (17)
oty Loty

Polozme nyni U = | y(t,) | -+ |2(ly) | + P. Z dikazu véty 1 vime, Ze na {t,, t,)
musi byt | y(t) | -+ | 2(/) | < R(U), takZe nemuze platit (17). UzZitim (15) a véty
o stiedni hodnoté vSak potom dostdvdme pro vSechna ¢ e {f,, t,):

[@(t) — x(to) | = | y(O) | (t —to) < R(U)(t,—-1,). 1l <O <,

takze nemuze platit ani (16). Z toho plyne, Ze vSechna FeSeni soustavy (15)
a tedy i rovnice (1) existuji na intervalu neomezeném zprava a vse je dokazino.
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Véta 3. Necht jsow splnény predpoklady véty 2 « navic predpoklidejme. Ze
extstuji kladné konstanly ¢, m, by, Q, tak, Ze

Lgy) —cy | = m pro vsechna y. (18)

t
[[Qs)ds | =@, pro viechnu (19)

0
h(x) sgna = m pii lal z hy. (20)
Potom  jsou viechna ‘Fedent rovmice (1) omezend. Plati-li misto (20) dokonce
lim inf A(x) sgna > m. (21)

[l o

pak existuje konstanta D, tak, Ze pro vSechna teSent rovnice (1) plati vzlahy

A

lim sup |a(t) | £ D,. lim sap [2'(t) | = D,. © (22)
t>-p oo [

lim sup {2"(t) | £ D,.
tor 40

Dikaz: Poznamenejme nejprve, Ze za nasich predpokladi plati tvrzeni
véty 2. Zvolime-li tedy pevné feseni x(f) rovnice (1), existuje T tak. Ze pro
viechna ¢t = 7T plati nerovnosti

fa'(h = D+ 1, [a"() | = D+ L (23)

Polozme nyni a(y) = g(y) — cy a pidme (1) ve tvaru

ca' (1) = Q(t) — 2" (t) — ax’(t) — a(@’(£)) — h(x(t)).
Z této identity (x(f) znamend zvolené Fedeni) vychézi integraci v mezich f,,
t > t, a nasobenim funkei sgn x(f)

' /

c(x(t) — w(t)) sgn a(l) = [Q(s) ds sgn x(l) — f [R(2(s)) + afa’(s))] ds sgna(t) +
I 1

4 [ () — " (t) A ae () — 2'(E)] . sgnow(l). (24)

Bud ¢, z 7' a predpokladejme, Ze pro viechna ( 2 {, je |a(l)| = &, a tedy

sgn a(l) = konst. Z (24) pak plyne uZitim (23) nerovnost
g I \

cla(ty| £ cla(t) | + 29, -~»If [A(e(s)) + o2’ (s))] ds 4 2(a -1 1) (D - 1).
i
Protoze plati | a(y) | £ m pro viechna y, dostdvame nakonec uZitim (20)

clal) | £ elaft) |+ 20Q + (@ + 1) (D + bl (25)

7 toho jiz plyne, Ze pro vSechna feSeni rovnice (1) plati pro véechna ¢t = (;
bud (25), nebo nerovnost

cla(t) | = chy + 20Qu + (@ + 1) (D + 1),
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nebo dokonce nerovnost | z(f) | £ Ay. Tim je dokdzdno prvni tvrzeni véty.
Abychom dokézali i druhé tvrzeni uvazme, %e z (21) vyplyvd existence
kladnych konstant h,, & tak, Ze plati

h(x)sgna > m + 6 jakmile A= (26)
Kdyby existovalo ¢, = T tak, Ze FeSeni x(f) by pro viechna ¢ = ¢, spliiovalo
nerovnost | x(t) | = hy. dostali bychom z (24) (kde misto ¢, piSeme /,) uzitim
(26) vztah
cla)| = clalt) |+ 2(Q + (¢ + D (D + )] — ot —1y), (27)
z GehoZ plyne nespravny vztah lim ¢ | 2(f) | = — co. Pro kazdé Fedeni rovuice
trtoo
(1) tedy plati
lim inf [a(t) | £ h,. (28)
tr+w
Zvolme ¢ > 0. Podle (28) mohou nastat pro z(f) jen dva piipady:

1. Existuje 7 tak, Ze pro vechna ¢ = 7 je | 2(f) | £ hy + &.

2. Ko kazdému N existuje ¢ > N tak, Ze | a(f) | > hy + . Potom muZeme
vytvotit rostouci a divergentni posloupnost {#,} (k = 1, 2, ...), jejimiz ¢leny jsou
préavé viechna &isla z, = T, pro kterd je | z(Z,) | = hy, + &. Uvazujme libovolné
t 2. Jeli|x(t) | > hy + e existuje index k, tak, Ze?, <t < &4, asgna(t) =
= konst. pro vSechna ¢ z intervalu (,, #,+:>; % (24) (kde misto ¢, piseme ¢,)
potom dostdvdme nerovnost '

clal)] < oy + &) + 2[Q + (@ + 1) (D + 1)].

Tim je vie dokdzano.

Véta 4. Necht jsou splnény predpoklady véty 2 a mecht ddile existujé kladné
konstanty c, m, @y, 6, hg tak, Ze plati (18), (19) a funkce h(x) splivuje vztah

h(z)sgna < —m — 8 pro viechna |2 | = hy. (29)
Potom existuji reSeni rovnice (1), pro kterd plati
lim |a(f) | = + 0. (30)
t—+ oo
Duakaz: UZijeme konstanty P a funkce R(U) z dikazu véty 2 a funkce

a(y) z dikazu véty 3. Budtez x; a a;, dvé libovolnd redlnd ¢isla a oznaéme
R = R(lay| + |25 | + P). Déle bud jesté ¢ > 0 a

8 — Max (% QI + m) + RUT + am)) + &, h.:,)A @
Viimnéme si funkee V(r, y, 2. t), definované vztahem
2eV(x, y, 2, t) = f’ujh(.s') ds + (z + ay + cxr — O{t Q(s) ds)* + 20fy¢x(s) ds.  (32)
Snadno vidime, Ze pii |y| £ R. [z ] £ R plati
lim V(x,y 2,t) = 4 oo, (33)

ol b w
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x
nebot [ A(s) ds roste nejvys linedrng, zatimco druhy séftanec v (32) roste kvad-

0
raticky v x. Ddle ozna¢me symbolem Sup (k) supremum funkce V(x, y. z, {)
na muo%iné |x| <k |yl SR, 2| <R —ow <t < +oo. Z (33) plyne,
existence dGisla 2(S) > S takového, Ze pro viechna x, ¥, z, f, pro ktera plati
nerovnosti |x | = A(S). ly| £ R, |z]| = R, —o0 <l < + w0, plati také

V(z,y. 2 t) > Sup (S5)- (34)

Uvazujme nyni Feseni a(f) rovnice (1), spliiujici poéateéni podminky x(l,) =
= g, ¥'(ly) = x, 2"(t)) = ;. Dokdzeme, Ze plati-li pro x,, x;, xj vztah

fag| > S. (35)
pak pro x(t) plati (30).
Za tim dcelem dosadme do V{(x.y, z, 1) za x,y,z funkee x(t), x'(t), a"(f).
Vznikne tak slozend funkee ¢, kterou oznacime struéné V,(¢) a pro jejiz derivaci
podle ¢ plati

W) — a0+ o)+ - [ Q) dslhie) + 2w —

Z» xo(x’) — (L a"h(x).

Z dukazu véty 1 vime. Ze pro viechna ¢ = {, plati |2'(f) | = R. |2'(t) | £ R.

Muzeme tedy derivaci odhadnout takto:

WO o ) + ) — L@+ m) + RUT 4 m) 2

z —a(h(e) + a(@)) — (05 — ).
7 (35), (31) a (29) plyne —ay(h(xy) -+ () = —| @y | (sgD k() + m) > 68,
takie je - (ltl.(to > &> 0. Ze spojitosti uvaiovanych funkei vyplyva. Ze ne-
rovnost,
dl;,;(l) >e>0 (36)
zistane zachovana jesté v intervalu (. {;), v némz plati
()| > S. 37

Predpoklidejme nyni, Ze je {, < 4 o0 a Ze | x(t,) | = S. Potom z (35). (34)
a z definice &sla Sup (S) dostdvame nerovnost

Va(t) = Sup (8) < V(b),
coZ je ve sporu s nerovnosti (36), kterd plati pro vSechna ¢ z intervalu (4, ¢,).

Nerovnost (37) tedy plati pro vSechna ¢ = {, a pro stejnd ¢ plati i (36). Z toho
plyne lim V, (f) = 4 o a z toho opét (30) uvazime-li, Ze v (32) jsou y, z
trim

I3
i [Q(s) ds omezené.
0
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Zavérem jesté vyslovime vétu o existenci periodickych feSeni.

Véta 5. Necht rovnice (1) splituje predpoklady pro platnost vztaht (22) (sr.
vély 3). Jsou-li navic Feeni (1) uréena poldteénimi podminkami jednoznaéné
a funkce Q(t) je periodickd, pak existuje aspoii jedno periodické Fefeni rovnice
(1). ‘

Dikaz této véty je moino provésti znimou metodou pomoci Levinsonovy
topologické transformace 1' (viz napr. [4]).

3. V tomto odstavei si viimneme diferencidlni rovnice (2). V celé této cédsti
predpokliddme, Ze h(y), k(x), Q(f) jsou spojité pro viechny hodnoty promén-
nych. Protoze dikazy vét 2, 3’, 4, vyslovenych v tomto odstavei jsou zcela
analogické dikaziim vét vét 2, 3, 4 z odstavee 2, nebudeme tyto dikazy jiz
podrobné provadét a upozornime jen na odli§né véei.

Véta 2'. V diferencidlni rovnici (2) necht h(y) md spojitow derivaci b'(y) pro
viechna y a lylo dal$i viastnosti:

hm [h(y) | = + oo, h(y)sgny > 0 pro lyl 21
[l

h(y) = d, 0<d<ab pro lyl = 1.

Jestlize existuji konstanty K, @ tak, Ze | k(x) | £ K, | Q(t) | £ Q pro vdechna
a t, existuji i vechna feseni rovnice (2) na intervalu neomezeném zprava a existuje
kladnd konstanta D' tak, Ze pro viechna fedeni plati

limsup {2'(t) | = D', ]im sup [2"(ty| £ D, lim sup ja'(ty £ D
>0 > Lo
Dikaz: Prevedme rovnici (2) v ekvivalentni soustavu 2’ =y, y' =

2= w, w = —aw — bz — My) — k(z) + Q(t) a oznadme C' = Max (slfp /L(’I/)
1

luls
ab + 1). Stejné jako v [5] se dd ukdzat, ze jsou-li 4, a d, konstanty, vyhovu»
jici nerovnostem

;<(S<}:. ab —d > ad, > 0,
pak funkce V(y.z. w) definovand vztahem
200y 20) = (1 -+ 2) [hs) ds + 0" + fala + 1) + b(o, + 1) —
— 0y) 2 4 (1 4 0p) w* - 22(1 + 6,) A(y) + 20,y(az + w) +
2 D (1 by 2l

kde
I pro y > 2

oY) :‘l sin T/ pro lyl =2

—1 pro y < —2
ma tyto vlastnosti:

im V(y,z wy= 4w pro |yl+fz|+[w|->+ o
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it ————

existuji Kladné konstanty P. (7 tuk. e pro (¥ |+ 121+ 1w] > P plati

oV v av
Sz Wl (i — bz — by k(@) 1) < —1U.
ay + o w -} 5 (i h h(_,/) () + Q(F))
Zbytek tvahy jo zeela analogicky dikazu vigy 2-
Véta 3. Necht jsou splnény predpoklady vty 2 a WM')Z'C predpoklidejme., e
existuji kladné konstanty ¢, m, ky, @, tak, %o plar; (19) @ ddle
| h(y) eyl £ m pro psechny y (38)
k(r)sgna z m pit ja |z k. (39)

Potom jsou véechna feseni rovnice (2) omezend,
Platt-li misto (39) dokonce
lim inf k(x) sgn ¢ > m,

|| >t

pak existuje konstanta D lak. Ze pro vechna yegent rovnice (2) plati nerovnosti
fim sup | x(t) | £ Dy, lim gup [ 2'(0) | = Dy,
tfo0 o
lim sup | 2"(f) | £ Dy. lim sup | 2"(0) | £ Dy.
Pepm t>to

Dikaz je zeela analogicky dikazu véty 3.
Véta 4'. Necht jsou splnény predpoldady véty 2’ a nechl ddle existuji kladné
konstanty c. m, Qy, 0, ky tak, Ze platt (19), (38) a funkce k(z) splivuje vzlah
k(x) sgna < —m — 8 pro vsechna 2| z k.
Potom existuji Feseni rovnice (2), pro klerd plati (30).
Dikaz je analogicky dikazu véty 4; jako srovndvaci funkce muzeme uiit
funkee V(x,y, z, w, t), definované vztahem

z w
2V (. y. 2. w. 1) = 20 [ k(s) ds 4 2a [ f(s) ds +
0 0

b (- az -+ by + or — [ QUs) ds)?,
kde fi(y) = h(y) — cy. i
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Zussammenfassung

EINE BEMERKUNG UBER BESTIMMTE NICHTLINEARE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 3. UND 4. ORDNUNG

Jan Voracek

In der Arbeit werden einige Eij, haften der Lo der Differentialgloict
(1), (2) untersucht.

Zuerst wird ein allgemeiner Satz iiber kiinftige Beschriinktheit einiger Komponenten
der Losungen des Differentialgleichungsystems (3) angefiithrt. Der Beweis wird mit
bekannten Mcthoden ([1]) gefithrt. Mit Hilfe dieses Satzes werden weiter Sitze tiber (1)
bewiesen: Wenn (12), (13) gilt, sind die Ablmt\mgen aller Lusungen kiinftig beschranke,
gilt dazu noch (18), (19), (20) sind auch alle Lo kt. Wenn tatt (20)
gar (21) gilt, sind die Lésungen von (1) kiinftig beschriinkt. Dagegen kann (1) auch
divergente Losungen mit kiinftig beschrinkten Ableitungen besitzen und zwar wenn (29)
statt (20) gilt. Ahnliche Sitze beweist man auch fir (2).
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