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1964 - Acta UNIVERSITATIS PALACKINAE OLOMUCENSIS
Facurnras RErum Narturarivm. Tom 15.

Katedra algebry a geometrie prirodovédecké jakulty
Vedouci katedry: Prof. RN Dr. Josef Metelka

UNIVERZALNI[ ALGEBRY

LADISLAV SEDLACEK
(Dol dne 10. éervence 1963)

Uvod

Zobeenénim zndmych pojmi jako je grupoid, pologrupa, grupa, okruh, svaz atd.
dochdzime k pojmu univerzdlni algebry, jei byvéd také dasto nazyvina abstraktni
algebrou nebo prosté algebrou. Teorie univerzdlnich algeber v sobé tedy zahrnuje to,
co je viem témto algebraickym strukturdm spoledné. Specifikaci podminek dosté-
vame pak zndmé véty tykajici se grupoidd, grup, okruhit atd. O vyznamu vybudo-
vini teorie univerzilnich algeber viz napi. [4], str. 7 nebo [8], str. 108.

Na rozdil od jinych praci o univerzélnich algebrach, které jsou zaloZeny na pojmu
ekvivalence a kongruence, je v této prici budovina teorie algeber na zdkladg teorie
rozkladdi v mnoZind a fetdzcl rozkladi, jak je uvedena v pracich [1], [2] a [3].
Proto se také v praci pouZivi pojmi, vysledki a aZ na nepatrné vyjimky i oznadent
z uvedenych praci. Nejdast&ji budou uvadény vysledky z price [1], a proto si zave-
deme oznadeni napf. B.7.1, coZ znamend odstavec 7.1 z price [1]. V praci jsou
vety oznatovany pismenem V a definice pismenem D.

Grupoid, jak je zndmo, je nejobecndjii univerzélni algebra s pouze jednou bindrni
operaci. Pongvad’ v préci [1], [2] a [3] jsou dokazoviny vlastnosti rozkladi a Fetzei,
jeZ jsou potfebné pro teorii grupoidi, nezdvisle na operaci, je mozno téchto vysledkit
pouiit bez jakéhokoliv omezeni. Dikazy vét o univerzalnich algebrich jsou pak
zobeendnim ditkazi vét o grupoidech.

1. Zakladni pojmy

Umlwva 1]1: V celé prici uvaiujeme jen neprizdné mnoziny, nenf-li vyslovng
feteno néco jiného.

D 1/1: Necht G je dand mnoZina a £ mnozZina operaci, pro které plati: kazdé
operaci w € £ je jednoznaén® piifazeno pkirozené &islo v = »(w) tak, Ze operace o
pfitazuje kazdé »-clenné posloupnosti prvki ay, ay, ..., a, z G urdity prvek ¢ =
= 40, . . . ¢, z mnoiiny G. MnoZinu ¢ s danym systémem operaci 2 nazyvime
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univerzalni algebrou a oznacujeme ji G = (G, £2). O operaci o fikdme, 7e je v-drni
nebo typu ». MnoZinu G' nazyvime polem univerzilni algebry G.

Protoze ndzvoslovi je nejednotné, byl ndzev univerzilni algebra zvolen ve shodd
s praci |8]. Pondvadi nemitic dojit k omylu, budeme misto ndzou univerzdlni algebra
ufivat pouze ndizev algebra.

V nadi definici by bylo mozno pfipustit i » = 0 a mluvit pak o nuldrni operaci
(viz napt. [8]). Stejné tak je moino pFipustit, %e » je ordindlni &islo a v piipadé
» 2 m, uvaiovat nfinitdarni operace (viz nap¥. [12]). Roz&ifeni definice v tomto
smyslu nedini v podstaté Zddnych potizi.

Na algebry pkenddime pojmy a symboly, které jsme definovali pro jejich pole.
Tak napiiklad mluvime o prveieh algebry a pifeme ¢ e G misto « € . Podobné
mluvime o podmnoZindch v algebfe a piSeme nap¥. B < G nebo G = B, mlu-
vime o rozkladech v algebie a na algebie, o zobrazeni algebry do n¢jaké mmoziny,
algebry atd.

D 2/1: Necht G = ((, 2> je dand algebra, w libovolnd v-drni operace z £,
{4,, 4,, 4,. ..} systém podmnoiin v G. Pak symbolem 4,4,... 4,0 =4
oznadujeme mnozinu 4 viech prvkid tvaru aa,...a,0 =a, kde a,€4,, p=

- 1L,2, ..,

D 3/1: Neprézdnou. podmnozinu A4 algebry G = ((f, 2> nazyvime podalgebron
algebry G, kdyZ pro kazdou »-drni operaci m € 2 a kazdou »-&lennou posloupnost
prvki ay, ay, ..., 0, z A také aya, . .. a0 je prvek z A. Pak 4 nazyvime polem
-pn(l/zlg(ebrl/ == (4, ) a pifeme A = G.

V 1/1: Neprdzdnd podmnofing A algebry G = (G, £2> je polem podalgebry A
teluh/ a jen tehdy, kdyZ pro kazdow v-drni operaci we Qapro d; = 4, = ... = A4, =

= A plati 4,4, ... Ao < 4.

Ditkaz vity je zfejmy.

V 2/1: Necht M je mnoZina indexii, A;, 1€ M, podalgebry v G = (G, ) a necht
pruml» A= n A;, i€ M, jejich poli neni prazdny. Pak A je polem podalgebry A -
= (A, Q).

Ditkaz: Prvky ay, as, . . ., a, leii v 4 prave tehdy, kdyz pat¥i do kazdé 4;,7e M.
Protoze A; je polem podalgebry A;, pak pro kazdou »-drni operaci » plati
ayy . .. a0 =ac A; pro kazdé i€ M, a tedy aya, ... a0 =acd —n A, 1e M.
Tim je dokdzano, 7e 4 je polem podalgebry A v algebie G.

2. Faktorové algebry

D 1/2: Necht A4 je rozklad v algebfe G = (¢, 2> a w € 2 libovolni v-drni operace.
Kdy# ke kazdé »-&lenné posloupnosti prvki a,.d,, ...,d, z rozkladu 4 existuje
prvek @ e 4 takovy, Ze plati

Ay ... A < d, (1.2)

pak rozklad 4 nazyvime vytvoFujict.
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V 1/3: Nejvétsi rozklad (i, a nejmensi rozklad (i, algebry G jsou vytvoFujics.

Dikaz je zfejmy.

D 2/2: Necht A4 je vytvoiujici rozklad v algebfe G = (@, Q). Algebru, jejimZ
polem je vytvoiujici rozklad A a jejiz »-drni operace m jsou ddny pravidlem, Ze
kazdé »-¢lenné posloupnosti prvki @y, d,, ..., a,€ A je operaci @ pfitazen ten
prvek @€ A, pro n&jz plati vatah (1.2) a coZ zapisujeme

@, ... d,0=4a, (2.2)

nazyvame faktorovou algebrou a znatime A = (A, Q).

V 2/2: Na kafdé algebfe G = (G, Q) ewistuji nejvétsi faktorovd algebra G, ==
= (G o 2 mejmenst fakiorovd algebra G,y = <G, 2.

Dikaz plyne z V 1/2 a D 2/2.

Vsimnéme si, Ze pro faktorovou algebru G,,;, a pro kaZdou operaci we £ plati
o = w e Q. Této vlastnosti podle pot¥eby pouzijeme.

V 3/2: Necht A= (A, 2) je faktorova algebra v G = (@, 2>. Pak soulet sA
prvki algebry A je podalgebra v G a A je faktorova algebra na sA = (s4, 2.

Dikaz: Pfedné je sA = G. Necht w € Q je libovolnd »-arni operace a,, ¢, .. ., @,
libovolna v-¢lennd posloupnost prvki z sA. Pak k ni existuje »-¢lennd posloupnost
o =1,2, ..., v. Podle predpokladu
plati @y, ... @0 < @y, ... 4,0 = d, 3 Proto @, ... a,0 = a € d, a tedy a € sA.
Pak A je zfejmé faktorova algebra na algebfe sA.

Také na faktorové algebry prendsime pojmy a symboly, které jsme definovali
pro jejich pole.

D 3/2: Necht C je podalgebra, A, B faktorové algebry v algebie G.

a) Obalem podalgebry C ve faktorové algebie A rozumime mnoZinu viech prvki
v Aincidentnich s C a pifeme C T A nebo A 1 C. Prissekem podalgebry C s faktorovou
algebrou A rozumime mnoZinu neprazdnych prémiki jednotlivych prvki z A s pod-
algebrou C a pieme C M A nebo A n C.

b) Obalem faktorové algebry B ve faktorové algeb¥e A rozumime mnoZinu viech
prvki z A incidentnich s n¥kterym prvkem v B a ozna¢ujeme jej BC A nebo A JB.
Prisekem faktorové algebry B s faktorovou algebrou A rozumime mnoZinu vsech
neprazdnych priniki jednotlivych prvki v B s prvky v A a znaéime A B.

V 4/2: Nechd A=<{A4,2), B={(B, Q) jsou faktorové algebry v algebie G =
= (G, 2> a necht sA n sB # (. Pak

a) obal BC A faktorové algebry B ve faktorové algebie A a

b) prisek B m A faktorové algebry B s faktorovou algebrow A jsou faktorové algebry
vGajeBCA=(BCA,0),BnA=(BnAd, 0. '

Dikaz: a) Pondvadi plati BC 4 = sBC 4, stadi dokédzat, Ze rozklad sBC A
je vytvorujici. Necht d,, s, ..., d, jsou prvky z sB C 4. Protoze A je vytvorujic
rozklad, existuje prvek @ e 4 takovy, %e pro v-drni operaci w plati @,a, ... @,0 <
< @€ A. Zvolme libovolné body @, € sB n @, ¢ = 1,2, ..., v. Bodaa, ... a,.0 =a

prvki dy, dg, ..., d,€ A takovd, Ze a,€q
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je tedy jednak v mnoZing sB, nebot sB je podalgebra v G, a jednak v prvku @ roz-
kladu A. Je tedy prvek @ incidentni s podmnoZinou sB, a proto e sBC A = BC A,
Obal BC 4 je vytvoiujici a tedy polem faktorové algebry BT A.

b) Necht z, € A m B. Pak existuji prvky @,€ 4, b, e B tak, ze z, =@, nb,.
Pondvadz rozklady A i B jsou vytvotujici, existuje pro kaZdou »-arni operaci o
prvek @e A a prvek b e B takovy, ie dyd, ... @0 < @.bby ... b < b Je tedy
soucasnd wyzy ... 2,0 S G15Ty ... x,0 < byt 2yzy . 20 <7 NbhednB.
Prisek 4 M B je tedy vytvorujief rozklad a je polem faktorové algebry A mB.

V 5/2: Necht B = (B, Q) je podalgebra, A = (A, ) faktorovi algebra v G -
= (6, 2> a necht B n sA # (). Pak

a) obal BT A algebry B ve faktorové algebie A a

b) prisek B r A algebry B s faktorovou algebrou A
jsou faktorové algebry v G a je BL A= (BC 4, 0>, BnA=Bnd, 2.

Dikaz: Rozklad B, sklidajici se z jediného prvku B je vytvofujici rozklad
v Gatedy B, , je faktorové algebra v G. Kdy’ B n sA + ), pak takésB,, n sA 5 ().
DilejeBC A==B,,.CA,BnA=B,, n A Podle V4/2jsouohal BT Aa prisek
B A faktorové algebry v G.

D 4/2: Necht A, B jsou faktorové algebry v algebfe G. Pak

a) Faktorovi algebra A (B) se nazyvi zdkryt (zjemnénd) faktorové algebry B(A),
kdyz kazdy prvek b e B je &sti ndkterého prvku z A, co% zapisujeme A = B nebo
B = A. Kdy#% kaidy prvek z A obsahuje jako &ist prvek z B, mluvime o normdlnim
zdkrytu (zjemnéni). Kdyz dokonce kazdy prvek z A je soudtem n¥kterych prvki z B,
mluvime o ryzim zikrytu (zjemnénd).

b) Spoleénaym zikrytem (zjemnénim) nebo strudndji zdkrytem (zjemnénim) faktoro-
vych algeber A, B rozumime kazdou faktorovou algebru, kterd je zikrytem (zjemnénim)
faktorové algebry A i B.

¢) Nejmensim spolednym zikrytem [A, B] faktorovych algeber A, B je takovy
zékryt, 7e kazdy jiny spoledny zakryt algeber A, B je jeho zikrytem. Nejuétsim
spolednyjm zjemncnim (A, B) algeber 4, B je takové zjemanéni, 7e kazdé jiné zjemnén{

max

je jeho zjemnénim.

VEimn&me si, 7Ze kdyZ A, B jsou [aktorové algebry na algebie G a kdyZ A = B,
pak 4 (B) je vidy ryzim zékrytem (zjemnénim) algebry B (A). Budeme-li mluvit
o faktorovych algebrich na G, budeme slovo ryzi pro struénost vynechdvat.

D 5/2: Faktorové algebry A, B v algebfe G nazyvime sprafend, kdy’ kazdy
prvek e A je incidentni pravé s jednim prvkem z B a soudasné kaidy prvek z B
je incidentni pravé s jednim prvkem z A.

V 6/2: Necht A= {4, 2y, C=<C, Q> jsou faktorové algebry v G = (G, 2>
a necht plati rovnosti A =CC A, C = AC C. Necht faktorovi algebra B = (B, 2>
je spoledngm zikrytem faktorovijch algeber A msC, € sA. Necht A, (' jsou zdkryty
rozkladi A, C' vy rozkladem B. Pak rozklady A, (' jsou spFatené a jsow poli
faktorovjch algeber A, € a plati B = Ar €.
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Ditkaz: Piednd tvrzeni, %e rozklady 4, (' jsou sprazené a Ze plati B = A m (]
je spravné (B.4.1). Stadi tedy dokdzat, Ze jsou vytvofujici. Dikaz provedeme pro
rozklad 4, jen je definovén jako zikryt rozkladu A vynuceny rozkladem Ana A
Kaidy prvek @ € A se sklédé ze viech prvki @ € A, které jsou incidentni viidy s jednim
prvkem v B. Polozme s4 = 4, sC = C. Budiz d, = u,d, prvek z 4, take @, jsou
prvky v A a b, = U, (@, n C) jsou prvky v B. Ponévad? 4 je vytvorujici rozklad,
proto pro kaidou »-drni operaci w existuje prvek @ , ..., € 4 takovy, ze plati
Uyily ... T < Tyg...,. Ponévadi C je polem podalgebry sC, proto také je
(@ n C)ayn C) ... (@, n C)m < @yy.y, N C. Rozklad B je vytvoFujici podle
predpokladu, a proto existuje prvek b,.,€ B takovy, Ze pro by, by, ....h,e B
platt  bby .. by < by, kde  boiq = U@ N C), b biby ... byo =
= [0y 0 )] [Us(is 0 O)] ... [U ity 0 C)] = UgUs ... UG 0 C)iyn C) ...

(i, N C)w] € U,uy(d,s 0 C), kde @, jsou prvky z 4 vyznadujici se tim, Ze
U,417,21 = Gy41 € A. Pro kazdy prvek @,, na ktery se vztahuje znaménko u,,
w=1,2 ..., a kazdou »-drni operaci ® € 2 madme vztahy (¢, n C)(w,n C) ...

@ nC) o<y, n C < U y@4n 0). Aviak priniky @,,...
@,y N C jsou prvky rozkladu A m  lezictho na 4 n €. Odtud plyne,
prvky @,.;, na néi se vztahuje znaménko uU,.,, existuje prvek @, takovy, 7e
9. N C=d,;; nC, takZea, = @y4q - Tak dostdvame vatahy (Uya,)(Ugdsy) ..

(u @) 0 = UgUy ... U (lidy ... G,0) S U3Uy ... Ullyg.nn , © U@y
=d, 1€ A. Tim je dokézino, % rozklad 4 je vytvotujici a tedy polem faktorové
al;,ebry A

D 6/2: Faktorové algebry A, € z V 6/2 nazyvame zékryty faktorovjch algeber A, C
vynucené spolecnym zdkrytem B faktorovych algeber Ar sC, € sA. '

V 7/2: Necht A= (A, 2y, B=<(B,2) jsou faktorové algebry na algebie G =
== (@, 2>. Pak nejmensi spoleny zdkryt |A, B) jejich poli A, B je polem faktorové
algebry, tzv. nejmensiho spolecncho zdkrytu algeber A, B, cof znacime [A, B] nebo [B, A).

Dikaz: Jak vime (B.3.4) je nejmensi spoleény zikryt [4, B] vynucen jistym
rozkladem A na 4. Pfitom kazdd podmnoZina a € 4 se skldda ze viech prvki roz-
kladu 4, které se vesmés daji spojit (B.3.1) v rozkladu 73 s nékterym prvkem @ € .
PonévadZ A, B jsou faktorové algebry, jsou jejich pole vytvoiujicf rozklady. Méme
dokdzat, Ze kazdou »-arni operaci  je kaZdé »-lenné posloupnosti prvkii i, i,, ...,
i, €[4, B] jednoznatnd piifazen prvek i e [4, B] takovy, Ze iy ... d,m < ii.

Necht tedy @, € 4 je libovolny prvek vii,,, u =1,2, ..., v. Pondvad A je vytvo-
Fujici rozklad, existuje prvek @e A4 takovy, Ze @, ... a,w < . Prvek i lezi
v jistém prvku @ e [, B], takie v < i.

Kazdy prvek b, €, p=1,2, ..., v, leii v jistém prvku b, € 4, ktery je pod-

mnozinou v i, a plati biby ... b < he A, takie bb, ... bwe bby ... b < b.
K diikazu platnosti vztahu i, ... @0 < @ stadi zjistit, Ze pro libovolné prvky
b€, b€, p=1,2,....9 je prvek b obsahujici mnosinu hb, ... b.o Esti

prvku i, tj. Ze plati b < a.
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Necht tedy o je libovolna »-drni operace, b,e 4, b, < #,, p=12,...,»
libovolné prvky. Vzhledem k definici rozkladu {4, B] a k tomu, Ze %, lezi v #,,
usuzujeme, %e existujf vazby {4, B} od 7, do b,

Tt B T Ko Gy =Ty, = by (32)
Mizeme predpoklidat, Ze ~, = ~, kde r = max X, pro viechna = 1,2, ...,7,
nebot v piipad®, Ze pro ndkteré u je a, < p01071me a
Ponévadi rozklad A je vytvorujici, existuji v A prvky

e, 1177 T e =,

Cys Coy ooy Co,y kde ey =, cq =0 (4.2)
takové, e plati N
Aty ... Qg0 = @ylly ... Gy © ¢y =1,
Uoyfloy ... W S Cy,
Uyling - T g = byby .o b < ey == b

Piihlédneme-li k definict vozkladu |4, B8] a k tomu, Ze prvek ¢; = @ lezi v @, vidime,
e k ditkazu platnosti b < 7 stadf zjistit, %e posloupnost (4.2) je vazbou {4, B} od
« dob.

Punévad; (3.2) jsou vazby {d, B}, existuje ke kazdym dvéma sousednim prvkim

Tos Uyprr JISEY prvek z,, € B, ktery je s obéma incidentnf prox=1,2, ..., — 1.

Rozklad B je vytvorujici, a tedy existuje jisty prvek z, € B, pro né]7 plati z,,2,, ...

o < 2, Prvek z,, je incidentni s @, , a proto je mnoZina ,,Z,, ... T,,0 < 2,
incidentuis MNOZINO Ty, s, . . . {i,,m < C,,atedyiprvek z, ]emﬂdentmsprvkemé,(.
Podobné se zjisti, Ze prvek z, je incidentni také s prvkem c,.,. Tim je dokdzino, Ze
dé dva prvky ¢, ¢ € A, 2 = 1,2, ..., x — 1, jsou incidentni s jistym prvkem
z, € ']} a tedy pmloupnOSt (4.2) je vazbou od @ do b a véta je dokdzdna.

V 8/2: Necht A = (A, 2>, B= (B, 2) jsou faktorové algebry na G = <G, 2).
Pnl nejuétsi spoleiné z]emnem (A B) jejich poli je polem faktorové algebry, tzv. nej-
nétstho spoleiného zjemnéni algeber A, B, cof znacime (A, B) = {(4, B), ).

Ditkaz: Pro pole 4, B algeber A, B plati, e jejich nejvétsi spoleéné zjemnéni
(4, By= A n B (B.3.5). Podle V 4/2 je AnB= {4 n B, Q2> faktorovi algebra
na G a véta je dokdzina.

D 7/2: Necht A= {4, 2), C=<C, 2> jsou faktorové algebry a B = (B, 2),
D = (D, 2) podalgebry v algebfe G = (@, .Q> takové, 7e Be A, DeCaBn D # ().
Pak tikdme, Ze faktorové algebry A, C jsou adjung ¢ vzhledem k podalgebrdm B, D,
kdy# tuto vlastnost maji jejich pole, tj. kdyz plati s(DC 4 n (') = s(B cCnd),
kde 4 =sd, C = s(".

V 9/2: Necht faktorové algebry A = (4, 0>, B = (B, 2> jsou adjungované vzhledem
k podalgebrim B, D. Necht A,=CCA, A,=DCA, C,=ACC, C,=BCC,
A, =s8A,, A,=8A, C, =3C,, C,=sC,. Necht U je nejmensi spoleiny zikryt
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faktorovych algeber A, M C,, C, 1 Ay a A, € necht json zikryty faktorovijch algeber A,
C, vynucené zdikrytem U. Pak

a) faktorové algebry A, € jsou spFaZens,

b) A€ A, C,eC,

¢) podalgebry A,, C, jsou incidentni.

Ditkaz: Véta je spravnd, pokud se tykd poli uvaZovanych algeber (B.4.2). Zbyvi
dokdzat, Ze uvazované mmoZiny jsou skutetnd algebrami. Aviak A,, A,, C;, C,
jsou faktorové algebry podle V 4/2, A, A,, C;, C, jsou podalgebry podle V 3/2.
Také A, N C,, €, 1 A, jsou faktorové algebry podle V 5/2. U je pak faktorovi
podle V 7/2 a zikryty A, € faktorovych algeber A;, C; vynucené faktorovou algeb-
rou U jsou faktorové algebry podle V 6/2, nebot rovnosti A, =C,C 4,, C, =
= A, C C, jsou splnény (B.4.2). Tim je véta dokdzina.

V 10/2: Necht B = (B, ) je faktorovd algebra na algebfe G = (G, 2) a B néjaky
jeji rozklad. Necht A je zikryt pole B vynucensj rozkladem B. Pak rozklad A je polem
faktorové algebry A = (A, Q> tehdy a jen tehdy, kdyZ B je polem faktorové algebry
B = (B, 2> na B.

Ditkaz: a) Necht B je polem faktorové algebry B na B, tj. necht I je vytvoiujici
rozklad na B = ¢(B, 2. Necht  je libovolnd »-drni operace, @, , @, . . ., @, libovolné
prvky z A. Méme dokazat, Ze existuje prvek @ € 4 takovy, Ze plati @,d@, ... @0 < @.
Pro @, € A plati vztah -

@, =ub,,b,eb,eB, b,eb, (5.2)

1

tj. @, je sjednocenim viech prvki b, e B leZcich v uréitém prvku b, € B. Pro prvky
z B plati vatah . 7 .
byby ... byw < byby ... bwe B. (6.2)

Vzhledem k vztahu (5.2) pak platf
Gy ... Ty < U (byby ... b,o). (7.2)
Ponsvad’ B je vytvoiujie rozklad, existuje prvek b e B takovy, e
biby ... by < b, (8.2)

tj. takovy, Ze viechny prvky b, € B, pro néZ plati b, € 5,,, je bbs ... b, prvkem
mnoziny h. Oznadime-li nyni pismenem @ onen prvek v A, ktery je soudtem viech
prvki v B leZicich v b, pak mdme vztah

U (b ... bo) < d,b,eb,, (9.2)
a tedy vzhledem k (7.2) také plati
Tgliy . .. i < @ (10.2)

Rozklad A je tedy vytvoFujici, tj. je polem faktorové algebry A = ¢4, Q).
b) Necht zikryt A faktorové algebry B je faktorové algebra, tj. necht pole 4
je vytvotujici rozklad. Necht o je libovolnd v-arni operace z £2, by, b, ..., b, libo-
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volné prvky z B. Podle definice rozkladu 4 pro kaidy prvek @, € 4 plati vatah (5.2).
Ponévadi rozklad A je vytvorujici, plati pro kaZdou y-drni operaci @ a libovolné
prvky @, @y, . ... 7, € A vatah

gy ... Gy <y d e A (11.2)
7 definice rozkladu A plyne, Ze @ == ub, beb, bc B, he B. Pro libovolné prvky
by€ by, hy€ by, oo b€ b, mime vzhledem k (5.2) vatah

baby .. by < i, (12.2)
a protoie B je faktorovi algebra, proto také plati

biby b~ bei (13.2)

Odtud plyne, ze je spinéna podminka

baba .. s = b, (14.2)

a proto rozklad B je vytvorujici. Je tedy polem faktorové algebry B = (B, Q)
kde operace @ je definovéna tak, Ze b,b, ... b, = b pravé tehdy, kdyZ plati (14.2).
D 8/2: Necht A, B, B jsou faktorové algebry z piedeslé véty. Pak faktorovi algebra
A se nazyvi zdkryt fakiorové algebry B vynucenyj faktorovou algebrouw B a o faktorqvé
algebie B ¥kime, e je prislusnd & zikrytn A faklorové algebry B.
Viinméme si, Ze pro kazdou faktorovu algebru A na algebie G plati vztahy

Necht A = (A4, ), B = (B, 2> jsou faktorové algebry na G = (@, 2>
a necht jejich pole jsou doplitkové rozklady, tj. necht pro ka%dé dva prvky i € A,
e B leziei v témi prvku i € [A, B] platf, Ze jsou incidentni. Pak faktorové algebry
A, B nazyvime dopliikové.

3. Deformace algeber

D 1/3: Rikdme, % algebry G = ((, Q> a G* = (G*, Q%) jsou téhoZ typu,
existuje-li prosté zobrazeni h systému operaci £ na systém Q% takové, Ze kdyz
o* = ho (0 e 2, 0% € %), pak operace ® a w* jsou téhoZ typu ».

Umluva 1/3: Viude déle se predpoklidd, 7e uvazované algebry jsou téhoz typu,
t]. Ze maji tyz systém operaci.

D 2/3: Necht G = (G, 2>, G* = (G*, Q) jsou dané algebry a nccht existuje
zobrazeni d pole G algebry G do pole G* algebry G* takové, ze pro kazdou y-drnf
operaci © a libovolné prvky a,, a,, ..., a, € G plati

d(ayy ... a,m) = (da,)(da,) . .. (de,) o. (1.3)
Pak ¥ikime, ze d je homomorfni zobrazeni algebry G do algebry G*. Homomorfn{
zobrazeni algebry G na algebru G* nazyvame také homomorfismus.

Misto dlouhého ndzvu homomorfni zobrazeni budeme uZivat ndzev deformace.
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Existuje-li deformace algebry G na algebru G*, pak ¥ikdme, 7e algebra G* je homo-
morfni s algebrou G.

V 1/3: Necht {4,, 4,, ...} je systém podmnoZin v algebfe G = ((, 2>, w libovolnd
v-drni operace a necht existuje deformace d algebry G do algebry G* = (G*, ).

Pak pro roziifené zobrazeni d (B.7.1) plati
A4, 4, ... Ao) = ([dd,)(d4d,) ... (dd,)o. (2.3)

Jo-li 434, ... Ao <= A, pak plati

(dd4,)(d4,) ... (d4,) 0 < d4. (3.3)
Ditkaz: Kazdy prvek a*ed(4,4, ... 4,0) je obrazem n&jakého prvku ¢ =
=gy . a0, a,€ A, v ozobrazeni d, takie mime o* = d(a0, ... @,0) =

= (day)(day) ... (de,) ® € (d4;)(dAy) . .. (dA,) o. Plati tedy vatah
A(Ady ... Ayw) < ([dA)ddy) ... (dd,) o. (4.3)

Obrécens kaidy prvek o* e (dd,)(ddy) ... (d4,) o se di psit ve tvaru a* —
== (da,)(da,) ... (da,) », da, EHA”, takie existujf prvky a, € 4, takové, Ze plati
a* = (da,)(day) ... (da,) 0 = d(aay ... ¢,0) e d(4,4, ... A,o). Plati tedy vztah

(dA,)(ddy) ... (d4,) o = d(Aydy ... A,o). (5.3)

Ze vatahit (4.3) a (5.3) plyne pak platnost vatahu (2.3).

Pondvadi A A, ... Ao < A, proto d(4,4, ... A,w) = dA a vzhledem k (2.3)
plati pak rovnéz vztah (3.3) a véta je dokdzdna.

Pozn. 1/3: Nebude-li mozny omyl, budeme rozsifené zobrazeni d indukované
deformaci d algebry G do algebry G znadit pouze d.

D 3/3: Prostou deformaci d algebry G do algebry G* nazyvime izomorfni zobrazeni
algebry G do G*. Izomorfni zobrazeni G na G* se nazyvi také wzomorfismus.

Ziejm& ke kazdé prosté deformaci d algebry G na algebru G* existuje inversni
zobrazenf d-1 algebry G* na G dané vztahem d-'a* = a, kdyZ da = o*. Existuje-li
tedy izomorfismus algebry G na G*, pak také existuje izomorfismus algebry G* na G
a ¥kéme, Ze algebry G, G* jsou izomorfni, coZ znadime G =~ G*.

V 2/3: Necht ewistuje deformace d algebry G = (@, 25 do algebry G* = (G*, 2>
a necht A = (A, ) je podalgebra v G. Pak obraz dA podalgebry A v rozsifeném zobra-
zeni d je podalgebra v G*.

Diikaz: Podle V 1/2 je 4 polem podalgebry A tehdy a jen tehdy, kdyZ pro libo-
volnou p-érni operaciw € 2plati 4,4, ... Ajw < Aprod, = A, = ... =4, = 4.
Pak podle V 1/3 je jednak d(4,d4, ... A,w) < d4 a jednak d(4,4, ... 4,m) =
= (dd,)(dd,) ... (d4,) . Proto je (dd4,)(d4,) ... (d4,)o < d4 pro 4, = A4, =
= ...=4,= A. Je tedy d4 polem podalgebry dA v G.
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V 3/3: Necht existuje deformace d,, algebry G,, do algebry G, p = 1,2, 3. Definu-
jeme-li skldddni deformact jako obvyklé skldddni zobrazeni, pak plati:

a) zobrazeni A = dyd, je deformace G, do G,,

b) pro skldddni deformact plati zdkon asociativni, tj. dg(dod;) = (dyd,) d, .

¢) jsou-li d,, d, 1zomorfni zobrazeni algebry do algebry (na algebru), pak také zobra-
zend d = dydy je 1zomorfni zobrazeni algebry do algebry (na algebru),

d) vztah algeber byt izomorfni* je vztah ekvivalence, tj. je reflexiond, symetricky
a tranzitiond.

Dikaz véty je ziejmy.

V 4/3: Necht existuje deformace d algebry G = (G, Q) na algebru G* = (G*, ).
Pak rozklad D pole G pattici % deformaci d je vytvoFugici. Rozklad D nazjvdme také
deformaéni rozklad.

Ditkaz: Kaidy prvek « € D) se sklida ze vSech prvkii @ € G, pro néZ plati da =
= a*€ G*. Necht o je libovolna »-arni operace, @, mnoZina viech prvki g, € G,
pro n&% da, =a), u=1,2,...,v. Pak kaidy prvek a€dd, ... 7,0 je tvaru

@ == a0, ... 6,0,0,€d,. Lrovnostide = d(a,a, ... a,0) = (da,)(da,) ... (da,) 0=

= atay ... ato = a* plyne, 7e a je vzorem prvku a* v deformaci d. Je tedy bod a
obsajen v tom prvku @e D, ktery se sklada ze vzort prvku o* = aja} ... ajw.

Plati tedy vztah @@, ... @,w < @ a rozklad D je vytvoFujici.

D 5/3: Necht existuje deformace d algebry G = (@, ) na algebru G* = (G*, ).
Pak faktorovou algebru D = (1), 2), jejimz polem je deformaéni rozklad D a operace
jsou definoviny jako v D 2/3, nazyvime faktorovou algebrou piislusnou k deformaci d
nebo kratéeji deformaéni faktorovou algebrou.

D 6/3: Necht v algebfe G = (G, 2) existuje prvek O takovy, Ze pro kazdou
v-drni operaci o € 2 plati '

00 ... 0w =0, (6.3)
kde na levé strand v (6.3) stoji prvek O »-krite. Pak prvek O nazyvime nulovjm
prokem algebry G.

V 5/3: Necht existuje deformace d algebry G = (G, Q> na algebru G* = (G*, 2>
a necht v G* existuje nulovy proek O*. Pak podmmnoZina A v G viech proki a€ G,
pro né plati da = O*, je polem podalgebry A v G. Pole A podalgebry A je nulovym
prokem deformacni faktorové algebry D = (D, 2>,

Diikaz: Necht  je libovolnd »-arni operace a necht 4 je mnoZina viech prvki
ae G, pronéz plati da = O*. Pak kaidy prvekae 4,4, ... Ao, 4, =4, = ... =
=4, =4, je tvaru a = a,a, ... a,0, a, € A. 7 rovnosti da = d(aya, . .. a,0) =
= (day)(da,) . .. (da,) ® = 0*0* ... O*w = O* plyne, %e a je vzorem prvku O*
v deformaci d, a tedy a € 4, kde 4 = @ je prvek deformaénfho rozkladu 7). Proto
plati 4,4, ... Ao < Aprod, = A, = ... A, = A, tj. podle V 1/2je podmnozina 4
polem podalgebry A = (4, 2.

Jak vime, je A = @ prvkem faktorové algebry D = (D), Q) pifslusné k deformacid.
Pak vzhledem k tomu, Ze 4 je polem podalgebry A, plati pro kazdou »-drni operaci
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we 2 definovanou podle D 2/2 vztah 4,4, ... A0 = A pro 4, = A4, = ... =
= A4, — A, a tedy mmozina 4 je nulov¥m prvkem algebry D.

Snadno se dokaze, 7e plati véta

V 6/3: Necht v algebfe G = (G, 2) eaistuje nulovyj proeck O a necht existuje jeji
deformace d do algebry G* = (G*, 2>, Pak v G* existuje nulovy proek O* o plati
O* = d0.

V 7/3: Necht A = (A, 2) je podalgebra v G = (G, 2> a necht existuje izomorfni
zobrazent h algebry A na algebru A* = (A%, ). Pak existuje nadalgebra G* == (G*, Q>
na A* takovd, % existuje izomor[ni zobrazeni d algebry G na G*, jef v sob¢ obsahuje

plwodni izomorfismus h.

Dikaz: Necht 4, je mnoZina viech prvki pole (7, které nepatii do pole 4. Necht
déle A7 je mnozina disjunktni s polem A* algebry A* a necht existuje prosté zobra-
zeni f mnoZiny A, na mnozinu A%. Pak je zicjmd @ = A U 4, a polozime G* =
= A% U AY. Nyni piitadime kaidému prvku e G pravé jeden prvek a*e G
takto: Je-li ae 4, pak da = ha = w* e A*: je-li we Ay, pak do < fu  a*c A7
Zobrazen{ d je tedy prosté zobrazeni (f na G* a.obsahu je v sob#® pitvodni zobrazenih.

Necht nyni o je libovolnd w-arni operace a da, - whe G

w=1,2, ..., v. Operaci v G* definujeme tak, e afal ... ¥ prive tehdy,

kdyZz aya, ... a0 = a a kdy% da = o*. Pak zobrazeni d je ziejind izomorfismus,
ktery zachovdvd pivodni izomorfismus h.

+. Yty o izomorfismu algeber

V i/b: Nechi existuje deformace d algebry G = (1, 2> na algebru G* . (*, 2>
Necht D — (D, £ je deforinalni [altorovd alyebra na G. Pak £ je izomorfni s alge-
brou G*.

Ditkaz: Prednd existuje prosté zobrazeni i deformadniho rozkladu 1) a G* takové,
i¢ obrazem prvku @€ D je onen prvek o* € G*, pro n&ji plati dz = «* (B.6.8.1),
tj. i@ == a*. Necht nyni @,, @,, ..., @, jsou libovolné prvky z D, @ lihovolnd v-frni
operace z £2, o ji odpovidajici operace z 2. Pak pro a,ed, eD, yu=1,2, ...
plati vztahy aya, ... a0 €@y, ... @0 < Ty ... w0 D.Odtud plyne (a7, . ..

L w,0) = d(ayay ... a,o) = (day)(day) ... (da) o = (i7,)(i,) ... (i7,) © a vita je
dokdzdna.

V 2/4: Necht G = <&, 2> je faktorovd algebra na algebie G = (G, 2 a necht d
je zobrazeni G nu G takové, %e da =@ pro a€ii, ae G, v e G. Pak toto zobrazeni
je deformace.

Diikaz: Necht o je libovolnd p-drni operace, a, €4, e G, p==1,2, ..., » Pak.
ze vatahu @,id, ... @,m < @ plyne aa, ... a,0 = a € @. Je-li nyni da,, == @,, mime
jednak @ = da = d(aya, . . . a,m)ajednak @ =Gy, . .. 7,0 = (da))(da,) ... (da,)o.

Protoze pro zobrazeni d plati d(a,a, ... @,0) = (da,)(da,) ... (da,) o, je d de-
formace.
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D 1/4: Deformaci d algebry G na faktorovou algebru G z predeslé véty nazyvime
prirozenow deformact.

V 3[4: Necht G = ((/, 2 je faktorovd algebra na G, d pFirozend deformace G na G
a necht existuje izomorfnd zobrazend i alyebry G ia algebrn G* = (G*, Q5. Pak existuje
deformace f = di algebry G ne G*.

Ditkaz: Predng algebry G, ¢ a G* jsou tého# typu, jak je zfejmé z definice
operaci v G na zéklad® operaci v G. Zobrazeni f je deformace podle V 3/7, a to
deformace G na G*.

V A/t (Prowi véta o zomorfismu): Nechl algebra G* — (G*, 2) je homomorfni
s algebrow G = (G, £>. Pak je G* izomorfni s jistow faktorovou algebrouw na G. Obrd-
cend, je-li algebra G* = (G*, 2 fzomorfui s néjakow faktororon algebrow na algebie G,
pak je homomorfni s G. :

z: Vita je shrnutim vét V 1/4 a 'V 3/4.

: ( Druhd véta o izomorfismu): Necht & = (A, 25 B == (B, B) jsou spfaZené
faktorond algebry v algebie G = (G, L. Takové zobrazeni i algebry A na B, kleré
kaidéin prekw @ € A pFigazge ten proek b € B, jenf je s nim incidentnd, je izomorfismus,

z: Jak vime, je i prosté zobrazeni pole 4 algebry A na pole B algebry B
(B.6.8.2). Zhyvd dokdzat, Ze i zachovivd operaci . Necht tedy w je libovolnd
y-deni operace z 2 a o ji odpovidajicl »-drni operace z 2. Necht wy, iy, ..., i, € 4,
by by, ..o b, e B jsou libovoné prvky. Budiz b, =id,, tj. x,=a, 0 b, #0,

n" cv. Ziejmé plati vatahy wyry ... opo S Wiy ... To S Wy . @,0,
ryry 0 S by oo by S hiby o byl Je tedy primik 7y Lo 0 0 byby L

b s, F 0, aproto je (i@, ... wym) == () (i) . .. (iF,) @ a vita
je dof B

V 6/4: Necht A = {A,82> je faktorovd algebra @ B = (B, Q> podalgebra v G =
== (G, 25 a necht B n sA # 0. Pak obal BT A je izomorfni s prisekem B m A izo-
morfismus je ddn incidenct prokic.

Ditkaz: Faktorové algebry B C A a B 1 A jsou spiazené u tedy véta je spravnd
podle V 5/4.

V 7[ds (TFeti véta o tzomorfismu). Necht B = (B, 2> je [aktorovd algebra v G ==

(G, 2. Pak faktorové algebia B = (I, $2) na faktorové algebie B a zdkryt A=
= (A, 2> faktorové algebry B vynuceny faktorovou algebrow B jsow izomorfni. Izo-
morfnd zobrazeni i algebry B na A pFi I
e A, pro néjE plati @ = sh.

Dikaz: Predeviim zobrazeni i je prosté zobrazeni B na A (B.6.8.3). Zbyva doka-
zat, 7e je deformaci. Pro zobrazeni i plati ib = & pravé tehdy, kdyZ @ je soudtem
viech prvkii € B leZicich v b, tj. kdyZ i = sb. Necht @ je »-drnf operace z 2, w ji
odpovidajici operace z £ a « jim odpovidajici »-drni operace z £2. Nechf Z“eé,
p=1,2, ..., v pak pro b, eB, b, eh, platibiby... b€ bby ... b@ == b. Necht
i, sh,,, i = sb, tj. necht ib, = «,, b = @. Pak ze vatahu by, ... h,we b plyne

uje kafdému proku b e B prdvé ten proek




predeviim, Ze byb, ... b,w < @. Dile plati @a, ... ¢,0 = (sbl)(sl}z) @) ec
< 8(bybs . .. b,w) = sb = . Prvek @ = ib obsahuje podmnoZinu @@, . . . «,w, takze
tintiy . .. A0 = . Mizeme tedy psit il = (ib;)(iby) ... (ib,) @ a véta je dokdzéna.

5. Rozsifend deformace

Umluva 1/5: a) Je-li d deformace algebry G = (6. 2> na algebru G* = (G*, @),
pak faktorovou algebru na G piisluinou k deformaci d budeme vidy znadit D =
=D, 2.

b) Rozifené zobrazeni systému viech podmnoiin v G do systému viech pod-
mnozin v G¥ uréené deformaci d budeme rovnéZz znacit pouze d.

V 1/5: Necht existuje deformace d algebry G = (G, 2> na algebru G* = (G*, Q)
« necht faktorové algebry A = (4, Qy, D = {1}, 2> na G jsou doplitkové. Pak rozklad
A4 ma G* je polem faktorové algebry dA = (dA, ).

Diikaz: Jak vime (B.7.2), je d.4 rozkladem pole G** algebry G* tehdy a jen tehdy,
kdyz rozklady A, D jsou doplitkové. Zbyva dokdzat, Ze d4 jakozto systém obrazii
v d jednotlivych prvki rozkladu A je vytvorujici rozklad. Necht tedy w je libovolnd
v-drnf operace, @, @,€ A,a@* = di, a), = da}, jsou prvky z dd, p=1,2, ...,»
a necht 2,@, ... @, < a. Pak podle V 1/3 plati (diz,)(dd,) . . . (d@,) o < da. Existuje
tedy prvek a* = dd edd takovy, %e @ids ... @kw < a*. Proto rozklad dA je
vytvofujici a tedy polem faktorové algebry d4.

D 1/5: Faktorovou algebru dA = (d4, ) 7 picdeslé vity nazyvdme obrazem
Jaktorové algebry A v roziifeném zobrazeni d a faktorovou algebru A nazyvime
jejim vzorem. '

Pozn. 1/5: Viinméme si, Ze rozifenym zobrazenim d je urleno dstedné rozsirené
zobrazeni (B.7.1) faktorové algebry A na faktorovou algebru dA, jim# je ka¥dému
prvku @€ A piitazen jeho obraz da € dA. V daliim vykladu rozumime zobrazenim d
faktorové algebry A na faktorovou algebru dA toto &Asteiné zobrazeni.

V 2/5: Necht existuje deformace d algebry G = (@, 2 na algebru G* = (G*, Q)
« necht faktorovd algebra A = (A, Q) je dopliikovd & faktorové algebfe D = (D), ).
Pal édsteéné rozstfené zobrazent A faktorové algebry A na faktorovow algebru dA, jim%
je kafdému proku @ € A pFifazen jeho obraz d7 & dA, je deformact.

Diikaz: Necht w € Q je libovolnd v-drnf operace @, @y, @y, ..., 4, € A, i, ...

7,0 =1. Pak @y, ... dyw < @ a podle V 1/3 plati (day)(dd,) ... (dd,) » < da,
takZe mame (da@,)(dd,) ... (dd,) o = da@ = d(@,d, ... @,).

D 2/5: Cdstetné roziitené zobrazeni d faktorové algebry A na faktorovou algebru
dA 7 predeslé véty nazyvame rozstFenou deformaci.

V 3/5: Necht existuje deformace @ algebry G = <G, ) na algebru G* = {(G*, Q)
@ necht faktorovd algebra A= (A, &) je doplitkovd k faktorové algebie D = (D, £2).
Dile necht A= (A4, 2> je faktorovi algebra na & p¥islusnd k rozstfené deformaci d
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algebry A na algebru AA. Pal; zikryt faktorové algebry A v _/nucen i faktorovou algebron A
je nejmenst spoleénij zdkryt |A, D) faktorovjch algeber A,

Ditkaz: Podle V 4/3 je A faktorovd algebra na A. Ponovadi zikryt rozkladu A
vynuceny rozkladem A je nejmensi spoleny zikryt [A, D] rozkladi 4, D (B.7.2)
a podle V 7/2 je [, D] polem faktorové algebry [4, D], je vita dokdzdna.

V 4/5: Necht A, D jsou dopliikové faktorové algebry na G a necht faktorovd algebra A*
na G* je obrazem faktorové algebry A v roz§itené deformaci d. Pak faktorové algebry
[A, D], A* jsou izomorjni a tzomorfismus i algebry [A, D] na A* dostaneme, kdy:
kaZdému proku @ € [A, D) pFifadime jeho obraz v rozsifené deformaci d, tj. i = dii e A*.

Dikaz: Necht plati oznaceni z V 3/5. Podle V 7/4 existuje izomorfni zobrazeni iy
algebry [A, D] na algebru A lesici na A takové, e pro @€ [4,D]. de A je iyt = a
pravé tehdy, kdy? 4 = se. Kdyi kaZdému prvku « € A piifadime onen prvek
a* ¢ A%, ktery je v d obrazem kazdého prvku @ € A leziciho v «, dostaneme podle
V 1[4 izomorfni zobrazeni i, faktorové algebry A na faktorovou algebru A%,
tj. iyz = @*. Pak zobrazeni i - i,i je izomorfni zobrazeni [A, D] na algebru A%
a vita je dokdzdna.

Diisledek 1/5: Je-li faktorovd algebra A zdkvytem laktorové algebry D pisluiné
deformaci d algebry G na G*, pak A je izomorfui se svym obrazem dA4 v rozsifené
deformaci d. Tzomorfismus i algebry A na dA dostaneme, kdyz
prifadime jeho obraz dde dA.

Spriavnost tvrzeni je ziejmd, wvedomime-li si, Ze kazdy zakryt algebry D je s ni
dopliikovy (B.5.1).

V 5/b: Budi¥ i izomorfismus dlgebry G na algebru G*, A faktorovd algebra na G.
Pak jeji obraz v roz§tFeném zobrazeni i je jistd faktorovd algebra iA na G* a Edstetné
rozittené zobrazent \ [aktorové algebry A na faktorovon algebru 14 je rozsifeny izo-
morfismus ve smystu D 2[5.

Dikaz: Prednd i je deformace a laktorovi algebra na G prisluind k této deformaci
je G, = G, tj. D = G.Pak Aje zikryt D, a tedy A, G, ;, jsou doplitkové rozklady.
Podle V 1/b je iA faktorovi algebra na G*. Piifadimeli kazdému prvku dc 4
jeho obraz i@ € 1A v rozsifeném zobrazeni i, pak takto definované éastedné zobrazenti i
algebry Ana id je deformace podle V 2/5 a D 2/5. Toto &istedné rozsifené zobrazeni
je ziejmé prosté zobrazeni A ua i4, a tedy roziifeny izomorfismus.

Pozn. 2/5: Mluvime-li o rozsffeném izomorfismu i alzebry A leZei na G naalgebru
i4 leziei na G*, pak jim vidy rozumime izomorfismus ve shora uvedeném smyslu.

V 6/5: Necht A je [aktorovd algebra na algebie G, C faktorovd algebra na G* a necht’
existuje izomorfui zobrazend i algebry A na algebru C. Necht A je faktorovd algebra na A
a A zikriyt algebry A vynucenyj faktorovou algebrou A. Necht C = iA je faktorovd algebra
na € v rozsiFeném 1zommyﬁsmu 1. Pak zdkryt algebn/ C vynucenyj faktorovou algebrou C
je fukto'rom algebra € a zobrazeni d algebry A na C v némZ kazdému proku d = sa € A
je pfifazen proek ¢ = s(in) e ¢ je rorftieny 1zomorfismus.

Diikaz: Podle V 7/4 je zobrazeni i;, v némz kazdému prvku ae Aj je piifazen

azdému prvkud e A
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ten prvek d e A, pro ktery plati @ = sa, izomorini zobrazeni A na A. Podle V 5/5
je C = iA faktorovi algebra na C. Pak zobrazeni iy, pro néz iy = ¢ € € prave tehdy,
kdyZ ¢ = s¢, je izomorfni zobrazeni C na €. Tzomorfismus i faktorové algebry
A na C urduje Cistedné rozifené izomorfni zobrazeni i faktorové algebry A na
faktorovou algebru C, pro n&z plati iv = ¢. Pak zobrazeni d = i,ii~} je izomorfni
zobrazeni faktorové algebry A na faktorovou algebrn €, nebot dd = i,i(i-1d) =
= Iy(i) = iye = ¢ Tim je véta dokidzina.

6. Relativné jednoduché a jednoduehé algebry

D 1/6: Necht « je prvek algebry G = (@, £ a necht pro kazdou faktorovou
algebru & na G plati bud

1) G -= G, neho

2) faktorovd algebra G obsahuje jako prvek nmozinu {a} tvofenoun jedinym
prvkem «, tj. {a} € G.

Pak algebru G nazyviwe jednoduchou vzhledem k proku a. Je-li G jednoduchd
vzhledem k ndkterému svému prvku, pak ¥ikime, Ze je relativné jednoduchd. Algebru
G, kterd je jednoduchd vzhledem ke kazdému svému prvku, nazyvame jednoduchou .

V 1/6: Algebra G = (G, Q> je jednoduchd teldly « jen tehdy, kdyZ G, ¢ G
jsow jediné jeji [aktorové algebry.

Dikaz: Jsouli G,
jednoduché algebra. Necht nyni obricent je G jednoduchd a necht G je faktorova
algebra na G. Je-li G # G,,,, pak podle D 1/6 pro kazdé « € G plati, Ze G obsahuje
jako prvek mmoZinu {a} tvofenou jedinym prvkem a, a tedy G = G,

D 2/6: Necht G = (G, ) je algebra a B # () podmnoZina v G takovi, Ze je
prvkem faktorové algebry G na G. tj. Be G. Necht pro kazdou faktorovou algebru
G na G plati bud

1) G = (G),,,“,, tj. G je nejvétsi faktorova algebra na G nebo

2) G obsahuje jako prvek podmnoZinu B, tj. Be G.

Pak faktorovou algebru G na G nazyvame jednoduch hledem k podmnofine B.

min

a G, jediné faktorové algebry na G, pak G je ziejmé

Je-li G jednoduchd vzhledem k nékterému svému prvku, pak ji nazyvime relativné
jednoduchou. Je-li faktorovd algebra jednodnchi vzhledem ke kazdému svému prvku,
pak iikdme, Ze je jednoduchd.

Pozn. 1/6: Obvykle uvazujeme piipad, Ze B je polem podalgebry B v G a mluvime
pak o faktorové algebie G jednoduché vzhledem k podalgebic B.

V 2/6: Necht faktorovd algebra C je zdkrytem faktorové algebry G nwa G a B # 0.
podmnofina v G. Pak faktorovd algebra G je jednoduchd vzhledem I B tehdy « jen
tehdy, kdy? plati bud

1) € = G, nebo

2) Be C, ij. B je proek faktorové algebry C.

Ditkaz: a) Necht G je jednoduchd algebra vzhledem k B a necht G je faktorovi
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algebra na G prislusna k zékrytu C. Podle D 2/6 je bud 1) G = (G),,, nebo 2) Be G.
Pak je bud 1) € = G, nebo 2) BeC.

b) Necht nyni faktorové algebra G neni jednoduchd vzhledem k B. Pak existuje
faktorova algebra G na G takovi, Ze neplati ani 1) ani 2) z D 2/6. Existuje tedy
prvek @ € G takovy, 7e B je vlastni podmno#ina v s7 a s7 je vlastnf podmnoZina v G.
Pak faktorovi algebra C, jez je 7a.krytem G vynucenym algebrou G, obsahuje
prvek ¢ = sa, a tedy zékryt C nenf ani nejvétsi faktorovd algebra na G ani neobsa-
huje B jako prvek. Tim je véta dokdzina.

V 3/6: Necht B () je polem podalgebry B v algebie G a necht faktorovd algebra G
lefici ma G neni jednoduchd. Pak existuje ziryt C faktorové algebry G takovy, %e
B < C,eC, kde C, je vlastni podalgebra v G, B vlastni podalgebra v C,.

Dikaz: Podle &sti b) ditkazu V 2/6 obsahuje zékryt C prvek ¢ = s7 takovy,
Ze ¢ je vlastni podmnoZinou v G a B vlastni podmnozina v €y = ¢. Zbyvéd dokazat,
7e ('} = ¢ je polem podalgebry v G. Necht tedy o je libovolnd »-arni operace. Pak
Pro ¢; = ¢y = ... = ¢, = c € C existuje prvek ¢’ € C takovy, Ze ¢,cy ... ¢, = ¢'.
Ponévadz viak B je podalgebra v G proto BB, ... B,o < B < ¢ pro B, = B, =
= ...=B, = B. Jsou tedy ¢ = (, a ¢’ incidentni, a proto podle definice rozkladu
je nutnd ¢ = ¢. Tim je dokdzdno, Ze €, je polem podalgebry C, v G.

V 4/6: Fakiorovd algebra G na G je jednoduchd tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kadow
faktorovou algebru C, kterd je zikrytem G. plati bud

1) € = G, neho

2) C=G.

Dikaz: Vzhledem k D 2/6 plati podle V 1/6, 7e G je jednoducha faktorovi algebra

tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kaidou faktorovou algebru G na & plati bud 1) G =

(4)““\ nebo 2) G= (G)m,,I jsou jediné faktorové algebry na G. PonévadZ podle
V 1()/2 kazd4 faktorovd algebra G na G vynucuje jisty zikryt € algebry G a obré-
cend, je v pifpadé 1) € = G, ,, a v piipadd 2) je C = G, &mZ je vita dokdzina.

7. Retézce faktorovych algeber

V tvahdach o Fetézcich faktorovych algeber se pongkud odchylime od oznaceni
wivaného v praci [1] a [2]. Je-li [K]= K, > K, - ... > K, fetézec rozkladit
od A do B v mnozing G (B.2.5), pak mnoZinu s K, oznacime plsmenem K, anikoliva,,
tj. sK, = K,. Analogicky piSeme @K =K, JL-ll K, e[lﬂ Je zfejmé, Ze tohoto
oznateni budeme wiivat i pro 4lgebry

D 1/7: Necht A > B jsou podalgebry v algebfe G, x piirozené &islo. Retézcem
faktorovijch algeber od A do B, struéngji fetézcem od A do B rozumime koneénou po-
sloupnost tvo¥enou faktorovymi algebrami K,, K,, ..., K,, kterd mé tyto vlastnosti:

1. faktorové algebra K, leZi na A,

2. pro 1 £y £ x— 1 faktorov algebra K, le#i na ngkterém prvku v K,

3. BeK,.
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Takovy Fetézec oznacujeme
[Kl=K, >Ky > ... >K,, struéngji [K]. (1.7

Vechny pojmy, které jsou definovény pro fetézce rozkladi (B.2.5 a B.4.2), se
daji penést na Fetdzce faktorovych algeber, specidlnd pak pojem elementérniho
Yetézce a adjungovanych fetézci.

D 2/7: Necht A je faktorové algebra, B A podalgebra v algebfe G a oznadme
A = sA. Pak elementdrnim Fetézcem faktorovijch algeber od algebry A do B nad faktoro-
vou algebrou A, struéndji elementdrnim Fetézcem nad A, rozumime Fetézec faktorovych
algeber (1.7), pro n&ji platf, Ze pro 1 < y < « je &len K., zdkrytem faktorové algebry
A,=AnNK, kde K, =K, K; = A.

D 3/7: a) Necht A= sA, B jsou podalgebry, A faktorovi algebra a [K] = K; —~
> Ky > ... - K, elementarni fetézec od A do B nad A. Budiz 8 celé &islo takové,
ze 1 £ B = ~. Jsou-li splnény podminky, Ze

1) Ky = ... = K,_; je nejvétsi faktorové algebra A, na algebfe A,

2) K, je mkryt fa.ktorove algebry A, jeni obsahuje B jako prvek,

3) Kyeq = ... = K je nejvétsi faktorovi algebra B,,, na algebie B,
pak fetézec [K] nazyvime elementdrni Fetézec typu (B) nebo kratdeji elementdrni
Fetézec (f3).

V piipads, e f = 1, Steme v definici jen 2) a 3) a v pifpadt g = « dteme v definici
jen 1) a 2).

b) Je-i specidlng K, = A, nazyvame [K] vjznainy elementdrni Fetézec typu (B)
od A do B nad A, struéndji wmjznaing elementdrni Fetézec (B) nad A.

Pozn. 1/7: a) Je-li specidlng fetézec [K] od A do B nad A tvofen jedinym svym
&enem K, = A, co zapisujeme [K] = {A}, pak {4} je vyznaény elementérni fetézec
(1) do A do B nad 4 délky 1

bh) Viimnéme si, Ze kdyZ faktorovou algebru A nahradime vyznaénym elementér-
nim fetézcem (B) od A do B nad A délky ~ a je-li Be A, dostaneme tyZ vysledek,
jako kdy¥ sestrojime elementirni ¥etézec [K] = K; - ... —K,, v n¢m# klademe
K= oo = Kyy = A Ky = A, Ky = .. =K, =By

V 1/7: Necht A = A, a [K] je elementdrni fetczea ol Ado B nad A délky . Pak [K]
je vyznacny elementdrni Fetézec (B) nad A pro kadé B, pro né¥ 1 < f < x.

Ditkaz: Necht [K] je elementarni etézec od A do B nad A. Je-li A= A4,
pak také kaidy zikryt A je A,,. tj. K, = A, = A. Protoje K, K,, je nutnd
sKy = K, = A. Aviak K, je zdkrytem 4, = K, mA = A, a tedy také K, =

= Ay, M Analogicky se dokiZe, 7e také Ky = ... =K, = A, a tedy Ky = ... =
K= A,,,. Pondvadi Be A= A, , je nutnd B — A. Jsou tedy splnény podminky
D 3/7 a [K] je vyznaény elementirni fetézec (8) od A do B nad A.

V 2/7: Necht [K] = K, ~ ... K, je fetézec od A do B a necht A= K, = ... =
= K, = B. Pak [K] je vijznalny elementdrni fetézec (B) nad A = A, pro kasdé B,
pronéZ 1 < B <
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Ditkaz: Ponévadi K, je faktorovd algebra na A, K,e K, a K, = A, je to moiné
tehdy a jen tehdy, kdyZ K, = A,,.,. Analogicky se dokae, 7e také K, = A, - - -,
K, = A, . Plati pfitom vidy K; = A, mK;, 1 £ 8 < &, a proto je [K] elemen-
tarni Fetézec nad A = A, ktery je podle V 1/7 vyznaénym elementirnim fetdzcem
() nad A.

V 3/7: Necht [K] je elementdrni Fetézec od A do B nad A a ~' jeho redukovand délka.
Pak

a) v =0, jelt A=A .,

h) A" > 0, jeli A A,

Ditkaz: a) Je-li & = A, pak B — A, nebot B & A. Proto nutn K, = ... K, =

A, .. Jsou tedy viechny éleny Fetézce nepodstatné a ~' = 0.

b) Je-li A # A, pak fetézec [K] obsahuje alespoii jeden podstatny clen
K, # A, Je totiz Be K, a B je vlastnf podalgebra v A, nebot Be A.

V 4/7: Necht K] je elementdrni Fetézec od A do B nad A. Pak Fetézce [K] = {A} a [K]
magt stejnou redukovanow délku tehdy a jen tehdy, kdyf [K] je elementdrni Fetzec (f)
nad A, 1 < < .

Ditkaz: a) Neeht fetézee [K] a [K] maji stejnou redukovanou délku ~’. Podle
pozn. 1/7 a) je délka fetézce [K] rovna 1, a tedy «' < 1. Je-li nyni »" = 0, pak
A=A, 2 pu(lle v 1/4 je [K] elementdrni Fetdzec ( ﬁ) nad A.

Nocht tedy + = 1. Pak v eclementdrnim mtwm [K] je podstatny prave jeden
cen K;,, 1 2p =~ Jelli <1, pak Cleny Ky, .. °, —, Jjsou nepodstatné, tj.
K o= ... 4K‘,_1_K‘J_~A a plati K, = ... i’(, =A,... Jeldi g <a, pak
ﬁlony Koy -, K, jsou nepudbmhm, ). Kppp= .. = Baplati Km =...=

=K,
=K, = B,,.- Pouevad7 K je zdkryt K, ma = Aa l"(, obsahuje B jako plwk,
je [K] elementdrni Fetézec (ﬂ nad 4.

b) Necht nyni [K] je elementdrni fetézec (5) nad A, I < < «. Pak pro reduko-
vanou délku o' fetézee [K] plati bud «’ =0 pro B = A l\el)o x"=1pro B #A.
Je-li totiz B == A, pak redukovani délka [K]=={A} je rovna nule, nehot A ==
A,_... Je-li B vlastni podalgebra v A, pak A # A, a redukovani délka {4} je
rovina .

/ 5/7: Necht B je podalgebra v G @ necht je prokem faktorové algebry A v G. Necht (K]
je elementdrni fetézec od A = sA do B nad A. Pak [K] je elementdrnd Fetézec (B) nad
A tehdy a jen tehdy, kdy? A je jednoduchd faktorovd algebra vzhledem T B.

Dikaz: a) Necht A je jednoduchd faktorovd algebra vzhledem k B a [K| =
= Ky ... > K, elementérni Fetézec nad A. Je-linyni 4 =4, ., pak podle V 1/7
je [K] dokonce vyznainy clementdrni fetézec (f) nad A pro kazdé g, 1 < f# < «
Necht tedy A # A,,,. Pak B je vlastni podalgebra v A. Ponévadz A je jednoducha
vzhledem k B, pak podle V 2/6 jediné moiné zékryty A jsou bud € = 4, nebo
takovy zdkryt €, Ze Be C. Pro urdité f, 1 < # < «, plati pak rovnosti A = K, =

= K;, aviak K, je vlastni podalgebrou v K. Odtud plyne, 7e K, —= ... =
= K,‘1 = A,,,. Pontvadi jednak A, —=K,m A= A a jednak K, > A;, proto
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podle V 2/6 obsahuje faktorovd algebra K, jako prvek algebru B. Je-li nyni § < «,
pak B =K, = ... =K, > B, atedy K,,; = ... =K, = B, a [K] je elemen-
tarni Yetézec (B) nad A.

b) Nechf nyni faktorové algebra A neni jednoduchd vzhledem k B. Pak podle V 3/6
existuje zdkryt C algebry A takovy, % B < C, € C. P¥itom B je vlastni podalgebra
v C, a C, je vlastni podalgebra v C = A. Poloime K, = C, K, = C, m A. Pak
BeK, a fetézec [K] = K, - K, je sice elementdrni fetézec nad A, neni viak ele-
mentdrni fetézec typu (B), nebot K, neni ani zékrytem A ani neni K, = B, .. Tim
je véta dokdzdna.

V 6/7: Necht A je faktorovd algebra a B podalgebra v G, B € A. Pak kazdy elementdrni
Fetézec [K) od A= sA do B nad A je vyznacngm elementdrnim vetézcem (B) nad A
tehdy a jen tehdy, kdy% A je jednoduchd [akiorovd algebra.

Ditkaz: UZijeme oznadeni z dikazu piedeslé véty. Podle predpokladu je B e A.
a) Necht A je jednoduchi faktorovd algebra. Pak je jednoduch4 vzhledem k B a podle
&asti a) dikazu V 5[7, je [K] elementarni fetézec (f) nad A, ktery je pro A = A,
dokonce vyznaény. Z V 4/6 plyne, je pro kazdy zikryt K;, 1 < g < «, algebry A
platf bud K; = A, nebo K, = A. V kaZdém p¥ipads je tedy |K] v¥znaény elemen-
térni fetézec ().

b) Nenf-li A jednoduché faktorovi algebra, pak podle V 4/6 neni A = A, ..
Aviak podle téie vity pro A # A, neexistuje zikryt K, = A tak, e by platilo
K, = A, a tedy #idny elementirni ¥etézec [K] od A do B nad A nenf vyznadny.

8. Izomorini Fetézee

D 1/8: Necht [K] = Ky — ... > K, je fetézec od Ado B a [L} =L, - ... ~L,
fetézec od € do D v algebfe G, A © B, C = D necht jsou podalgebry v G. Necht
existuje prosté zobrazen{ i ¢leni Yetézee [K] na ¢leny Fetézce [L] tdchto vlastnosti:

a) je-li faktorovd algebra L, obrazem faktorové algebry K, v zobrazeni i,
tj. iK, = L, pak existuje izomorfni zobrazeni i, faktorové algebry K. na fakto-

rovoulalgebru Lya

b) obrazem prvku K, = sK, ., ¢ K, v izomorfismu i, je podmnozina Ly, =
=8ty €ly, . LK =Ly,pro 1Sy <~ 1 2026, K,y =B, Ly, =D.
Pak ikdme, Ze fetézce [K] a [L] jsou szomorfni a zobrazeni i nazyvame silné zobra-
zend |K] na [L].

V 1/8: Dva izomorfni Fetézce magi stejnou déllu.

Dikaz je ziejmy.

V 2/8: Necht [K], [L] jsou izomorfni Fetézce v algebie G délky x = 1. Pak majt
stejnow reduk délku a redukované Fetézce jsou izomorfni.

Diikaz: Podle V 1/8 majf izomorfni Yetézce [K], [L] stejnou délku v 2 1. Kazdému
nepodstatnému ¢lenu fetézee [K] je v siném zobrazeni piifazen nepodstatny clen
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v [L]. Je-li & > 1 a vynechdme-li sob& odpovidajici nepodstatné ¢leny, pak reduko-
vané Fetézce jsou opét izomorfni a maji tedy stejnou redukovanou délku.

D 2/8: Necht A > B, C > D jsou podalgebry a [K] =K; - ... =K, fetdzec
od Ado B, [L] =1L, > ... =L, f8zec od C do D. Rikame, %e Fetézce [K], [L]
jsou spfatené, kdyz

1) existuje prosté zobrazeni i élenti fetdzce [K] na ¢leny ¥etézce [L] takové, e kdy#

2) faktorové algebra L, je obrazem faktorové algebry K, v zobrazeni i, pak
. a L, jsou sprazené faktorové algebry a

3) Koy Loy #0
pol <y <o 1<68<p, Kigg=B, Lysy — D.

V 3/8: Necht [K], [L] jsou spFafené Fetézce v algebie G. Pak existuje silné zobrazeni
[K] na [L], jeho konstrukce je popsdna v ditkazu vity a Fetézce [K], [L] jsou izomorfni.

Dikaz: Podle D 2/8 existuje prosté zobrazeni i dlentt fetézce [K] na &leny fetézce
[L]. Je-liiK, = L;, pak faktorové algebry K. a L, jsou spfazené. Podle V 5/4 existuje
tedy izomorfn{ zobrazeni i, faktorové algebry K, na faktorovou algebru L, a tento
izomorfismus je ddn incidenci prvki. Ponévadi je K, 0 Ly # 0, je 1K 4 =

o11- Je tedy i silné zobrazeni [K] na [L] a uvazované fetdzce jsou izomorfui.

V 4/8: Necht A, C jsou faktorové algebry v G a necht pro podalgebry B, D, jejich’
pole jsou B, D, plati Be A, D e C. Ezistuje-li izomorfni zobrazeni i4 na € takové,
%e iB = D, pak Fetézce [K] = {A}, [L] = {C} jsou izomorfni.

Diikaz je zfejmy.

V 5/8: Necht A, C jsou faktorové algebry, B, D podalgebry v ‘G takové, e B€ 4,
D e C. Nechl existuje izomorfni zobrazeni i algebry & na algebru C takové, %e iB = D.
Necht dile existuje elementdrni Fetézec [K] =Ky, - ... K, od A do B nad A. Pak
existuje elementdrnd Fetézec [L] od € do D mad C, kteryj je izomorfni s [K] a jehof kon-
strukce je popsdna v Cdsti a) dik véty.

Ditkaz: a) Podle V 4/8 jsou fetézce {A} a {C} izomorfni. Podle definice elementér-
niho Tetdzce je faktorova algebra K,, 1 < p < «, zikrytem faktorové algebry A, —
= A nK,. Necht A je faktorovd algehra na A, piisluind zékrytu K,. Poni‘vudz
K. .eK,ah,,= An K.y, proto je A, €A, Proy = & pak mame A, = {B},
nehot Ay =K,y M A =B A Nyni definujeme faktorové algebry C,, C,, L,
pm 1 £y =« takto: €, =iA, v izomorfismu i. Poloime-li C, = sC,, pak je
C,=C,nC, C =C.V roziieném izomorfismu i plati podle V 6/5, 7e C, = iA,
je faktorové algebra na C,. Ponévadz iA, 4y = C;,‘l al, € A:,, proto také C.,ﬂ € C‘
a C,,, = {D}. Necht nyni faktorovi algebra L, je zékrytem faktorové algebry C,
vynucenym faktorovou algebrou é., a necht L,,; = D. Ponévadi C,, € t;,, proto
také Ly el a [L] =L, > ... >L, je elementdrni fetézec od C do D nad C.

b) Nynf definujeme silné zobrazeni fet¥zce [K] na [L] tak, % faktorové algebte K,
prifadime &len L,, 1 < y < . Podle V 6/5 existuje izomorfni zobrazeni i, algebry K,
na L,, v némz se kazdy prvek zekK,, r =sa, aeA zobrazi na prvek yel,,
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pro ktery 7 =s¢, ¢ceC,, kde ¢ = id, tj. i,# = i,(s) = s(ia) = sc = j. Specialns
pak je i,K,;; = L,,, a tedy fetdzce [K] a [L] jsou izomorfni.

v h/S Necht jsou spinény podminky a necht plati oznadeni z V 5/8. Necht [K] =
=K, > ... >K, je elementdrng Fetézec (f) od A do B nad A. Pak fetézec [L] —
=1; > ... >L, z V 5/8 je elementdrni Fetézec (B). Je-li [K] dokonce vjznainyj ele-
mentdrn fetézec (), pak [L] je také wjznainy elementdrni Fetézec ().

Ditkaz: Je-li [K] clementdrni Yetézec (f) nad A a f > 1 (B < «), pak K, ==

=...= K’,,,(K‘, = ... =K,) je nejvétii faktorovi algebra na A (B), a proto
také Ly = ... =Ly,(Lys; = ... =L,) je nejvdtsi faktorovi algebra na C (D).
Dile je A K,; NnA=A4Aa ponévad7 BeK,, je {B}EA,, kde A, je faktorova

7
algebra na A, pnsluéua k zékrytu K. Proto je iA; = C; =iA =C a {iB} ={D} ¢
€C; = 1A, , Ly je tedy zdkryt C a obsahuje jako prvek D. Tim je ukdzéno, Ze [L]
je elementdrni ¥etézec (f). .

Je-li nynf [K] vyznaény elementdrni Yetézec (8), tj. kdy# K, = A, pak A, je nej-
mendf faktorovd algebra na A, a tedy Cd je nejmeni faktorovs algebra na C. Odtud
plyne, e Ly = C a [L] je pak vyznainy elementirni ¥etdzec (f) nad C a vdta je
dokézéna.

D 3/8: Necht [K] = K; - ... — K, je Yetdzec faktorovych algeber od Ado B v G.
/Vmwmm Fetézee [K] rozumime Yetdzec [K]od Ado B, Kl=Ky ... > Kl P
> Ky, o > Ky > ... —>K.,; - —>K”ﬂ - —>Ka,; té vlastnosti, Ze pro y =
=1,2,...,x Gistedny fetézec [K J=K,— ... ~>K, 2. Je elementdrni fetézec
od K, do K,y nad K.; B4, fs, - .., f jsou piirozend dsla.

Pozn. 1/8: a) Ka%dé zjemnéni fetézce [K] tedy dostaneme, kdy? kaZdy &len K.,
1 £y £ «, Fetézee [K] nahradime elementdrnim Yetézeem od K, do K., nad K.

b) Tak kdy” naptiklad kazdy ¢len fetdzce [K] nahradime elementirnim Yet8zcem
sklidajicim se z tohoto élenu, obdrzime opst fetézec [K]. Vidime, Ze fetézec [K]
je soucasnd svym vlastnim zjemn&nim. Jinymi slovy, nahradime-li kazdou faktorovou
algebru K, v Yet&zei [K] vyznatnym elementirnim fet&zcem (1) od K, do K., délky 1,
dostaneme opét Fetézec [K].

¢) Ka#dé prodlouseni [K] Fetdzce [K] (1.2.5) je jeho zjemnénim.

Pozn. 2/8: Viimnéme si, %e redukovani délka zjemndni ¥et¥zce [K] je rovna
souttu redukovanych délek jednotlivych elementdirnich Fetézed. Tato redukovand
délka je alespon rovna redukované délee Yetdzce [K] (viz B.2.5).

V 7/8: Necht [K], [L] jsou izomorfni Fetézce v G délky « = 1 a necht ewistuje zjemnéni
[K] Fetézce [K, Pak existuje zjemnén [L] Fetézee [L] takové, %e [K] a [L] jsou izomorfni
Fetézce.

Dikaz: Necht [R.,] = f(},l > »f(mv , 1 £y 2w, je clementirni fetdzec
od K, do K, nad K, patifei do zjemnéni [K] Fetdzce [K]. Pondvadi [K] je Yet8zec
izomorfni s [L], odpovidd v silném zobrazenf i &lenu K, € [K] &len Lye [L] a existuje
izomorfni zobrazeni i, faktorové algebry K, na faktorovou algebru L, takové, Ze
1,K, i = Lyiy. Podle v 5/8 exnstu]e elementdrni Fetézec [Ly] od L, do Lysy nad Ly,
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ktery je izomorfni s Fetézcem [f(] pro I £y =< ~. Nahradime-li nyni v fetézci [L]
faktorovou algebru Ly elementdrnim Fetézcem [Ly], 1 < 0 £ ~, dostaneme zjemnéni
[L] Fetézce [L], a Fetdzce [L] je izomorfni s [K].

9. Relativeé jednoduché a jednoduché fetézee

D 1/9: Necht A > B jsou podalgebry v G a necht [K] = K, ~ ... —K, je fetézec
faktorovych algeber od A do B. Necht kazdy ¢len K, & [K], I <y = «, Je jednoduchd
faktorovd algebra vzhledem k K.y = K.y, K iy = B. Pak ¥ikime, je fetézer {K]
je relationé jednoduchy. Je-li kazdi faktorovi algebra K, e[K] jednoduchd, pak
telézee [K] nazyvéwme jednoduchsyj.

V 1/9: Viechna zjemnéni [K] Fetézce [K] od A do B v algebfe G maji stejnou redulko-
vanou délku tehdy a jen tehdy, kdyZ Felézec |K] je relativné jednoduchy.

Dikaz: a) Nechf [K] je relativnd jednoduchy fetézec. Ponévadz podle pozn. 1/8
je kazdy Yetézec sim svym zjemnénim, staci dokdzat, ze kazdé zjemndni [K] Fetizce
[K] mé stejnou redukovanou délku jako [K]. Jak vime, zjemnéni [K] fetézce [K]
dostaneme, kdy?z kazdy ¢len K, € [K] nahradime vhodnym elementirnim Fetézcem
[lo(:,] od K, do K., nad K. Pontvadz K, je jednoduchi faktorovd algebra vzhledem
k algebte K ,,, je podle V 5/7 fetézec [Iu(,,] elementdrni Fetézec (f) nad K,. Jeho
redukovand délka je pak podle V 4/7 rovna redukované délce Fetézce {K.}. Podle
pozn. 2/8 je redukovand délka Fetézee [k] rovna souttu redukovanych délek jednotli-
vveh Fetézel [k_{,] a redukovani délka fetézce [K] je rovna soudtu redukovanvch
délek Fetézet {K.}. Proto Fetézce [K] a [K] maji stejnou redukovanou délku.

b) Necht nyni zjemnéni [K] mé stejnou redukovanou délku jako fetézec [K].
Neeht [K.] je &istedny elementirnf Fetdzee zjemnsni [K] od K., do K., nad K., € [K].
Pak jeho redukovani délka je rovna redukované délee fetdzce {K,}, 1 <y < a.
Podle V 4/7 je [Iu(;,] elementdrni Fetézec (3) od K, do K, nad K, a tedy podle V 5/7
je K. jednoduché faktorové algebra vzhledem ke K., a véta je dokdzina.

V 2/9: Retézec [K] od A do B v algebie G je jednoduch tehdy a jen tehdy, kdy kazdé
zjemnénd (K] Fetézce [K) je jeho prodloufenim.

Diikaz: a) Necht [K] je zjemnin jednoduchého fetdzee [K] od A do B. To znamend,
e kaidy Elen K, Fetdzee [K] je nahrazen elementirnim fetdzeem [K.] od K., do
K., 1 £y =~ Podle V 6/7 je kazdy elementirni fetézec [f(] vyznaény elemen-
tarni fetézee (B) nad K, tj. plati vztahy

Koo =Ry (19)

je nejvetsi faktorovi algebra (K.), . na algebfe K, Ic(/ﬂ =K,, lh(,,,,,,kl =... = k:"ﬂv
je nejvétsi faktorovi algebra na algebie K ., a tedy lk;/] je prodlowienim Fetdzce
K.} [K] pak prodlowienim fetézce [K].

b) Neeht nyni [K] je prodlouzenim Fetézce [K]. Pak kaidy Shstetny Fetdzec |f(_’,]
7 [K), ktery je prodlonZenim Fetézce {K.}, sphituje podminky (1.9) a [k] je vyznaény
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clementarni fetézec (8) od K, do K., nad K,. Pak podle V 6/7 je K, jednoducha’
faktorovd algebra pro 1 £y < «, a tedy Yetézee [K] je jednoduchy.

V 3/9: Necht [K] a [L] jsou izomorfni Fetézce v algebie G a mecht [K] je relativné
jednoduchy. Pak fetézec [L] je rovnéf relationé jednoduchiy.

Dikaz: Podle V 2/8 maji izomorfni ¥etézce [K] a [L] stejnou redukovanou délku ~'.
Kdyby nyni fetézec [L] nebyl relativng jednoduchy, existovalo by podle V 1/9
zjemnen{ [L] fet¥zce [L], jeho# redukovand délka ' by byla vétsi nei o' Aviak
podle V 7/8 existuje zjemnéni [K] tetézee [K], je je izomorfni s [L] a m4 tedy reduko-
vanou délku #'. Podle V 1/9 je viak redukovani délka zjemndni [K] rovna &', Neni
viak moiné, aby fetdzec [K] mel dve rizné redukované délky ~' # ', a proto [L]
je relativnd jednoduchy fetézec.

10. Adjungované Fetézee

D 1/10: Necht A © B, € > D jsou podalgebry v algebfe G a [K] =K, — ... -
- K, Fetézec faktorovyeh algeber od Ado B, [L] =L, — ... L, Yetdzec faktorovych
algeber od € do D. Jsou-li splnény podminky

1) A=C, B~ D,

2) kazdé dva &leny K., L, jsou fuliungnwné faktorové algebry vzhledem ke K14,
Ly pro y=1,...,a; 6 =1,...,p, piidems K, =B, L, = D, pak Fetézce
[K], [t] se nazyvaji adjungomn-é.

V 1/10: Necht [K], [L] jsou adjungované Fetézce v G. Pak maji spFatend zjemnénd,
jejich? konstrukee je popsina v ditkazu véty.

Diikaz: Podle piedpokladu jsou faktorové algebry K., L, adjungoviny vzhledem
ke K., vesp. k Lyq pro y =1, ... x; =1,..., 4 Poloiime K, =L, CK,,
Ly, =K, CLlyprox=1,....n+1:v=1,...,8 4 1aK,, L, jsou faktorové
algebry v G podle V 5/2, ddle K., = sK_,, L, = sL,, jsou podalgebry v G podle
V 3/2. Ponévadi fetézce [K], [L] maji tyté% konce, tj. pondvadi K, = A =1L,,
K.4; = B = Ly, proto plati

K,=LCK, =KCK =K, L,=KECL,=LCL,=1L,, (1.10)
K, 5+1 = 8Ly T K) = 8K, C k;,) =K.,
Loin = 8(Ken L L) = 8(Ly © Ly) = Loy
Nyni podle V 9/2 ex1stu)1 spiazené faktorové alfrcbly K e o , je7 jsou zakryty
faktorovych algeber K., L,, takové, 7e K, ;. € K. s Lyl € i., a ze algebry K, 51
al, . jsou incidentni. Pondvadz pro 1 < § < fje faktorova algebra K.,=L,C K.
tvofena viemi prvky @, €K, incidentnimi s Ly, proto je K,y < K, a tedy také
A,=K,n R =K.,;. Pak faktorové algebra K .05 Kterd je zakxytem K. e rovndZ
zdkrytem A,,. Nyni je [K ] = K > K .4 elementirni fetdzec od K, do
K, nad K Analoglcky [LO] = L,,l > ln.d., je elementdrni fetézec od L,; do
Lon nad L, a fetdzce [K,,] [L,] jsou spiazens.
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Pak fettzce Kl=Ry > ... >Ky Ky > ... Ky, [L=Ly~...~>
> Ly > Ly = ... > L, jsou zjemndni fetézci [K], [L]. Tato zjemnéni jsou spfa-
zend. Existuje totiz prosté zobrazent 1 fetézce [f(] na [i] takové, Ze élenu K .5 Prita-
zuje ¢len i.,;7. pro y=1,...,x; 0 =1, ..., Faktorové algebry f(A,(,, l:,‘, jsou
spraZené a pro K. 5, € K.y, Ly 41 € Ly, plati K, 50 0 Ly 41 # 0. Jsou t'.edy spinény
podminky D 2/8 a véta je dokézdna.

V 2/10: (Zobecnénd véta Schreierova): Kaidé dva adjungované Felézee [K], [L]
Jaktorovjch algeber v G maji izomorfni zjemménd [K), [L]. Retézce [K], [L] maji stejnou
délku a v silném zobrazeni sobé odpovidagici faktorové algebry jsou izomorfni.

Dikaz: Podle V 1/10 existuji spfaend zjemndni [K], [L] fetézet [K], [L] a podle
V 3/8 jsou fetézce [K1, [L] izomorfni a sob& odpovidajici dleny v silném zobrazent
jsou izomorfni faktorové algebry. Podle V 1/8 maji Yetdzce [K], [i.] stejnou délku.

Y 3/10: Necht [K], [L] jsou adjungované fetézce v G a necht [K] je relationd jed-
noduclyj. Pak redukovand délka etézce [K] nent mensi nef redukovand délka Felézce [L].

Diikaz: Necht A’ je redukovand délka fetdzee [K] a f’ redukovand délka fetézce[L].
Podle V 2/10 majf Yetézee [K] a [L] izomorfni zjemndn{ [K], [L], kterd maji stejnon
délku, a tedy podle V 2/8 také stejnou redukovanou délku y’. Podle V 1/9 je v’ =y’
a dile je f7 <9/, a tedy " < &',

V 4/10: Ka¥dé dva adjungované, relationd jednoduché eiézee [K1, [L) maji stejnow
redukovanou délku.

Dikaz: Necht o' je redukovand délka [K], ' je redukovanid délka [L]. Pak
podle V 3/10 je jednak \" < g a jednak " £ ', coZ davd &' = f'.

D 2/10: Necht [K] je relativn® jednoduchy Fetézec bez opakovéni od podalgebry A
do podalgebry B v G. Pak [K] nazyvime kompozicnim Fetézcem podalgebry A vzhledem
k B v algebfe G.

V 5/10: Necht | K| je Fetczec bez opakovdni od Ado B v G. Pak kaZdé jeho zjemnini [K]
je jeho prodlouzenim tehdy a jen tehdy, kdyZ [K] je relativné jednoduchy.

Dikaz: Podle V 1/9 zjemnéni [K] mé stejnou redukovanou délku jako Fetézee [K]
tehdy a jen tehdy, kdy?% [K] je relativnd jednoduchy. Podle pfedpokladu je reduko-
vand délka o' Tetézce [K] rovna jeho délee a, tj. &' = a, a tedy kazdé zjemnéni K]
mé redukovanou délku » prévé tehdy, kdy# [K] je relativng jednoduchy. Retézec [K]
mi délku f# > ~ tehdy a jen tehdy, kdy je to Fetézee s opakovénim, t. kdy# [K]
je prodlouZenim Yetézce [K].

V 6/10: Necht [K] =K, > ... - K, je kompoziéni Fetézec algebry A vzhledem & B.
Pal podalgebra K., je vidy vlastni podalgebrou v algebie K,y =1, ..., &, K.y, = B
a plati

A=K >K,> ... 5K, >B. (1.10

Ditkaz: Pontvadi kady &len fetézce [K] je podstatny, je K., viastni podmnoiina
v K, proy=1,...,x (B.2.5), pficemZ K, je podalgebra v G podle V 3/2 a véta je

dokézdna.
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V710 ( Zobecnénd véta Jordan—Hélderova): Necht [K], [L] jsou kompozitnd

ljung ¢ Fetézce podalgebry A vzhledem k podalgebie B v G. Pak [K] a [L] jsou
izomorfni.

Ditkaz: Podle V 2/10 maji fetézce [K], [L]izomorfni zjemnéni [K], [L]. Podle V 2/8
maji Fetézce [K], [L] stejnou redukovanou délku a redukované fetszce j jsou izomorfni.
Podle V 5/10 a D 2/10 je [K] redukovany fetézec fetézce [K], [L] pak redukovany
Fetbzec Yetézce [L], a tedy [K] a [L] jsou izomorfni.

V 8/10: Nechi existuje kompozicni Fetizec [K] podalgebry A vzhledem k B a necht [L}
je Fetézec od A do B adjungovany s [K). Pak existuje zjemnéni [L] Fetézce [L) takové,
Ze [L] je komp { Fetézec podalgebry A vzhledem k B a izomorfni s [K]. Redukovand
délka [L] neni vétsi nef délka Fetézee [K].

Ditkaz: Podle V 3/10 redukovani délka [L] neni vétdf nez délka fetézce [K]
ktery je relativné jednoduchy a jeho# kazdy €len je podstatny. Vzhledem k tomu,
7e [K], [L] jsou adjungované vetézce, existuji podle V 2/10 jejich izomorfui zjemnéni
[K1, [L,]. Podle V 2/8 maji Fetézce [K], [L,] stejnou redukovanou délku a jejich redu-
kované fetézce jsou izomorfni. Aviak vzhledem k V 5/10 je [K] redukovany fetézec
fetdzce [K], a tedy izomorfni s Fetézcem [L], jen vznikl [L,] vynechanim nepodstat-
nych &lent. Z toho, Ze Yetdzce [K] a [L] jsou izomorfni plyne, Ze kazdy élen L, fetézee
[L] je podstatny a jednoduchd faktorovd algebra vzhledem k L.\, y=1,...,a.
Kdyby totiz ¢len i’.‘,, jenZ je obrazem ¢lenu K, v silném zobrazeni i, nebyl bud
podstatny nebo jednoduchou algebrou vzhledem k L..,, pak v silném inverznim
zol)raxex}i i1 faktorové algebfe l".;, odpovidd algebra k:, a v inversnim izomorfismu i-;
algebry L, na K, odpovidé algebie L., algebra K_,. Pak by bud K. nebyl podstatny
dlen nebo jednoduchd faktorovd algebra vzhledem ke K.,,, coZ je spor a véta je
dokdzina.

11. Algebry a operatory

Teorie grupoidi a grup s operatory vede k myslence vyélenit z univerzalnich
algeber ty, jejichZ mmoiina operaci £ obsahuje pedmnoZinu X' undrnich operaci
urcité vlastnosti. Tato fist prdce obsahuje jen ndznakové, jak by bylo moino
celou teorii rozvinout, a proto si nefini ndrok na vplnost. Soutasné se ukazuje, Ze
specializaci systému operaci £ dosp&jeme k vysledkiim, jeZ jsou obsaZeny v préci [11]
a tykaji se mnoZin a grupoidi s operdtory.

Tak, uvazujeme-li Ze systém operaci 2 obsahuje pouze undrni operace, dostivame
véty tykajicf se mnozin s operitory, p¥ipustnych rozkladi a £-zobrazeni. Pro
pichlednost budeme mnozinu undrnich operaci, které pak nazyvdme operétory,
znadit X, kdezto v préci [11] je tato mnoZina znadena (.

D 1/11: Necht je déna algebra G = (G, 2), A= (4, 2) podalgebra a B vytvoru-
jiei rozklad, ktery je polem faktorové algebry B = (B, 2. Necht systém operaci 2
obsahuje jen unérni operace ¢, jejichz mnozinu ozna¢ime X, tj. 2 = X. Pak ¥{kdme,
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7. i

7e X' je oborem operdtorii a G Zina s oborem operdtori Z, A je piip ip
a B pFipustny rozklad, co% znadime G/Z, 4|2, B 2. Operace g€ X nazyvéme operd-
tory, piesn&ji pravymi ¢i levymi operatory podle toho, zda operace o je psina vpravo
¢i vlevo od prvku z G.

Pro struénost budeme mluvit jen o operitorech, i kdyz v nasem pfipadé jde
o pravé operitory. Je ziejmé, ze viechny véty tykajici se univerzalnich algeber se
daji bezprostfednd pienést na mnoZiny s operdtory, uvazime-li disledky plynouci
7 definice D 1/11. Ukédzkové si uvedeme nékteré véty.

V 1/11: Necht M je mmofina indexii, A; pFipustné podmnoZing v G|X, ie M.
Pak neprazdny primik A = n A;, i€ M, je pfipustnd podmnofina v G.

Diikaz plyne z V 2/1, vezméme-li v vivahu D 1/11.

Viimnéme si, Ze pro kazdy prvek @ z p¥ipustného rozkladu 4/ v G/Z existuje
prvek 6 € A tak, Ze do < b, o = b pro kaidy operator ¢ € X' a jemu odpovidajici
operdtor g€ 2.V prici |[11] je misto @0 psano @ - o (te¢ka nahote). Pak miiZeme
snadno interpretovat viechny vdty z odstavee 2 o faktorovych algebrich. Tak
na pitklad V 3/2 divd vétu

V 2/11: Necht A je pFipusing rozklad v G[X. Pak s je pFipustng podmnofina
v G a A je piipustng rozklad na sA.

7 véty V 4/2 plyne

V 311z Jsou-li A, B pFipustné rozklady » G[X aje-li sA 0 sB £ 0, pak obal BT A
a privsek B v A jsou pFipustné rozklady.

V A4/11: Je-li B pFipustnd podmmoZina a A pFipustny rozklad v G/X a B 0 s4 5 0,
pak obal BT 4 « prisel: B 1 4 jsou pFipusiné rozklady v 6.

Diikaz plyne z V 5/[2.

Podobng z vét V 7/2 a V 8/2 plyne véta

V 5/11: Necht A, B jsou pFipustné rozklady na mnoZiné (| X. Pak jejich nejmensi
spoletnyj zdkryt |4, B] a nejoct$i spoletné zjemnéni (4, B) jsou pFipustné rozklady.

Stejng tak se dajf formulovat pro p¥pustné rozklady véty V 6/2 a V 9/2. Jako
piiklad si uvedeme formulaci V 10/2. Tim dostdvime vétu

V 6/11: Necht B je pFipustniy rozklad na mnoZiné G| X, necht B je rozklad na I3 a A
uikryt rozkladu B vy y rozkladem B3. Pak rozklad A je pFipustni tehdy a jen tehdy,
kdyZ B je pFipustngy rozklad na B.

Dale jiz nebudeme tuto aplikaci na mnoZiny s operdtory rozvadat, jen si viimnéme,
7e deformace d mnoziny 4/X na B/X nabyva tvaru (de) o = d(as), a€ 4, 02,
a tato deformace je v praci [11] oznadena jako X-zobrazeni. Tak se snadno daji
prenést véty tykajici se deformace algeber, izomorfismu a roziifené deformace na
X-zobrazeni mnoZin s operatory, jak jsou uvedeny v prdci [11], resp. pokud v této
praci uvedeny nejsou, miizeme je snadno formulovat.

Umluva 1/11: Viude dale predpokliddme, %e systém operaci 2 obsahuje kroms
oboru operdtori X alespoii jednu operaci typu » = 2.

D 2/11: Necht G = (G, 2) je univerzilni algebra a necht {2 obsahuje alespon
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jednu operaci o typu » = 2 a neprazdnou podmnoZinu X unirnich operaci takovou,
e pro kaidou y-drni operaci w € 2 a kaidou operaci o€ X, ¢ # o, plati vatah

(@, ... ,0) ¢ = (a,0)(ay0) ... (a,0)® (L.11)

pro kazdou »-8lennou posloupnost prvki a,, a,, ..., a, € G. Pak fikime, Ze algebra
G = (@, 2> md obor operdtorii X, co znadime G/X = (G|X, Q). Podalgebra B =
= (B, 2 v G|X se nazyvé pFipustnou podalgebrou a piSeme B/
Pro pipustnou podalgebru B ziejmé plati Bo < B pro kaidé o€ X vzhledem
k V11
V 7/11: Necht A = (A, Q> je faktorovd algebra v algebie G/X = (G|X, 2. Pak
algebra A md rovné¥ obor operdtori X a pro kaZdou v-drni operaci @ € 2, G € £ a libo-
volné proky dy, @, . .., 4, € A plati
(ligity - .. Ty®) & = (0,0)(755) - . . (7.0) B, (@.11)
piicem? operace ®, & spliuji podminky definice D 2/2.
Dikaz: Necht @d, ... 4,0 €@ = dyd, ... 6,0, 6,0 <d, = a,0, u =1,
2, ..., ». Necht a, € @,, pak podle (1.11) plati (aya, ... a,0) ¢ = (a,0)(as0) ...
. (a,0) w a je tedy
(@ydy . . . G,0) 0 = (@,0)(@y0) ... (a,0) ®. (3.11)

Je-li nyni @;d, ... a0 < @ = @ ... @,o, pak jsou prvky @ a @ incidentni vzhle-
dem k (3.11), a tedy @ = @', coZ znamend, 7e plati vatah (2.11).

Véta V 7/11 nds opraviiuje mluvit o pFipustné faktorové algebie v G/ Z. To znamend,
e viechny véty o algebrich a faktorovych algebrich z odstavee 1 a 2 se daji pFenést
na algebry s operdtory a piipustné faktorové algebry. Dile si je§té vSimneme de-
formace algeber s operdtory.

V 8/11: Necht d je deformace algebry G = <G, 2> do algebry G* = (G*, 2)
a necht obé algebry maji tyZ obor operdtoric X < Q. Pak pro kafdy operdtor o e &
a kady prvek a € G plati

d(ao) = (da) o. (4.11)

Mluvime pak o X-deformaci G/X' do G*|X.

Dikaz: Vztah (4.11) je z¥ejmd sprdvny podle D 2/3, nehot X < Q.

Nézev Z-deformace pouZivime misto delitho nédzvu operdtor-homomorfni zobra-
zeni. Podobné mluvime o operdtor-izomorfismu & kratéeji o Z-izomorfismu. Ziejma
zase vSechny véty z odstavee 3, 4 a b. se daji formulovat pro algebry s operatory,
jen kdy? si uvédomime, Ze je sprdvnd véta

V 9/11: Necht ewistuje X-deformace d algebry G/X na algebru G*|X. Pak faktorovd
algebra D piistusnd k X-deformaci d je pFipustnd.

Dikaz: Z 'V 4/3 vime, % deformadni rozklad ) je vytvoiujici a tedy polem
faktorové algebry D = (D, 2> a z V 7/11 plyne, Ze faktorovd algebra D je piipustnd.
Stejnd jako V 4/3 se daji formulovat i ostatni véty o Z-deformaci, Z-izomorfismu
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a rozsitené X-deformaci, které dostaneme piisluSnou interpretaci z vét odstavce
3, 4 a 5. Formulaci téchto vét stejnd jako v&t z odst. 6—10 nebudeme provadat.

Obsahuje-li systém operaci £ univerzilni algebry G kromd oboru operatorii X
jedinou bindrni operaci psanou jako ndsobeni, tj. misto abw piSeme pouze a.b
nebo jesté kratéeji ab, a, b€ G, pak plati (ab) ¢ = (ac)(bo) a mluvime o grupoidu G
s oborem operdtori X. Misto o piipustné faktorové algebte 4/X v G/X mluvime o pii-
pustném faktoroidu A|X. Piseme-li misto @7 pouze G- o (tetka nahote) resp. a°o,
pak jej znalime jen #/X. Pak vty odvozené v odstavei 1 az 4 ddvaji vity
o grupoidech s operitory, jeZ jsou obsazeny v préei [11]. Samoziejmé také odst. 5
v této interpretaci ddva vty o roziitené X-deformaci grupoidi, kdezto odst. 6 az 10
davaji pak vty o Fetdzcich piipustnych faktoroidi v grupoidech s operdtory a v tomto

smyslu jsou jakymsi wism zobeen®nim préce [3].
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Pesiome
YVHUBEPCAJBIIDLIE AJIFEBPHI
JAJMCHAD CEJLIAUEK

O00OWEenem IBReCTHLI HOHATHIT KAk FPYILION,L, HOJAYrpyuia, FPynna n rak
jlaliee IPUXOJMM K HOHATHIO YRUBEPcalbhoil amreOpbl, KOTOpasg YacTo Hasbl-
sacrea aberpakrhoil anrebpoit umn npocro Toubko anrebpoii. I3 ornnumnt or
APyrnx paGoT o yuupepeaibiubix anredpax, KOTOpbe MCXOMAT M3 TOHATHA
DKBHBAJEHILHI I KOHIPYCUIM, B acTOAMCH paboTe CTPONTCA TCOPHA yHHBCP-
CanLHBIX ajareGp Ha 0CHOBE TCOPHA PABONEHIA 1A MHOIKCCTBE 3 TEO PIIT MCIHOTro
pasbuenust, kak omu npusejenst B padorax [1], [2] u [3]. Taxoii nogxox maer
BO3MOMCHOCTL HanprMep Qopmy utposath rTeopemy 00 usoMopdmsme anredp,
KOTOPBIM B TCOPHIL PPYiI COOTBCTCTBYIOT TeopeMsl 06 msomMopdmame rpyn, Ges
pearnx 3arpyarennii. Taiske 1w reopua ueneii gaer BO3MOFKHOCTH (o PMYTHPO-
paty, oGobmenuyw reopemy IpeiiGepa u Woppaa-lenep.

Hacroanyo padory momio B ocnosuom pasgeanth ua tpi vacnr. llepsas
aacTh cofepant L-pii no H-pii aGsan, wropast wacrn G-oii o 10-pui aGsay
worperbas vacth L= adsan.

J; ]-()]\l 3633"0 BBOJIATCH I HCCACAYIOTCH OCHOBHbBIC HOHATHHA U3 TeOl)l[l‘l YHau-
BEPCAILULIX  aare0p Kak MHO/KECTBA ¢ CHCTEMOI »-OWHLIX ONepauuii, 1je
v = p(w) ONPEACTCIHOC HATYPAIBHOE UUCIO OJHO3HAULO COOTBETCTBYIOMEE
omepamu . Bo 2-om azane BBOAUTCS 1pir TOMOLI 00pasyIomero pasouenns
nousatie Garrop-anredpa i w3yyaoTes ee cpoiicrsa. BB aGzaue 3-eM pactmaTpu-
BacresA roMoMopdioe oTobpameHne anretp, KOTOPOC HABBIBACTCHA TaM KOPOTKO
aeopmamnueii. B 4-om aGsane 10KasbiBaloTes Teopemsl 00 H30Mopdname anredp.
13 H-om afzane weeaeayiores cBoiicTBa pacniupesnoil jredopmari.

Bo mropoit wactn B G-om alzaue necenyeioTcs CBOICTBA OTHOCCTCILIIO
HPOCTHIX 1 1TPOCTBIX anrebp, KOTOPHIM HanpUMep B TCOPHI IPYII COOTBET-
CTBYET HOUATHE OTHOCHTEILIIO HPOCTHIC W npocrhie rpyuusl. B 7-om abzaue
HCCTeAYI0TCSA TIenowi parop-asredp janioii yunsepcaiubhoii anredpst it B 8-om
ab3ane nzomopgusie nenoury. B3 9-om aGsane nmecaenyoTes ¢BoiCTBA LHPOCTHIX
1 OTHOCHTCIILHO TPOCTHX nenovex n B 10-oM adzaie NpHCOCMIICIIHEB IEHOTRY
(parop-anredp, KOTOPHIM HAUPUMED B TCOPHU I'PYUT COOTBCTCTBYIOT CBOICTBA
HOPMAILUBIX I KOMUOBMIMONHBIX PAJIOB, BJICChL A€ TPHBOMANTCS 00o0uenuas
teopema lpeiiGep n oppan-leaep pausn ynusepcanbubix anreop.

B rperneii wactu B 11-oM afsale uameuacTcs KAK TCOPUA YHUBEPCATBHBIX
aarefp copepsiIT B cebe npu oTMPeIesieltHoil ClIeuan3aliiy cHCTeMBl oTie pariuit
ICOPMIO MIIOFKECTB ¢ omepaTtopamit 1 aiareGpsl ¢ ouepaTopamu, uanpuvep
Teopuio rpynnomio ¢ oneparopamu. Tamxmm oOpasom uacrosmas pabora
ABTATCS B HTOM cMblclie ofobnieinem padorst [11]).




Zusammenfassung
UNIVERSALALGEBREN
LADISLAV SEDLACEK

Durch Verallgemeinerung bekannter Begriffe wie Gruppoid, Halbgruppe, Gruppe,
Ring usw. gelangt man zum Begriff der Universalalgebra, die oft auch Abstraktalgebra
oder kurz Algebra genannt wird. Zum Unterschied von anderen Arbeiten iiber
Universalalgebren, dic auf den Begriffen der Aquivalenz und Kongruenz beruhen,
wird in dieser Arbeit die Theorie der Universalalgebren auf der Theorie der Zer-
legungen in Mengen und auf der Theorie der Ketten von Zerlegungen aufgebaut,
so wie diese Begriffe in den Arbeiten [1], [2] und [3] dargelegt wurden. Dicse Auf-
fassung ermoglicht leicht Sitze iiber Isomorphismus der Algebren aufzustellen,
denen in der Gruppetheorie Isomorphiesitze fiir Gruppen entsprechen. Ebenso
erméglicht die Kettentheorie die Verallgemeinerung des Satzes von Schreier und
des Satzes von Jordan—Hélder.

Die Arbeit lisst sich in drei Teile zerlegen. Der erste Teil enthilt Absitze 6 bis b,
der zweite Teil Absitze 6-bis 10 und der dritte Teil enhiilt den Absatz 11.

Im Absatz 1 werden Grundbegriffe der Theorie der Universalalgebren als Mengen
mit einem System von v-arer Operationen, wo » = »(w) eine gewisse natiirliche
Zahl darstellt, die eindeutig der gegebenen Operation o zugeordnet wird. Im Absatz 2
werdem mittels erzeugender Zerlegung der Begriff der Faktoralgebra eingefiithrt
und dic Eigenschaften dieses Begriffes studiert. Absatz 3 behandelt die homomorphe
Abbildung von Algebren, die hier kurz Deformation genannt wird und im Abschnitt 4
werden Isomorphiseitze fiir Algebren abgeleitet. Im 5. Absatz werden Higenschaften
erweiterter Deformation untersucht.

Im zweiten Teil, Abschnitt 6, werden Eigenschaften relativ einfacher und einfacher
Algebren studiert, denen z. B. in der Gruppentheorie die Begriffe der relativ einfachen
und einfachen Gruppen entsprechen. Im Absatz 7 werden Ketten von Faktoralgebren
in gegebener Universalalgebra und im Absatz 8 isomorphe Ketten untersucht.
Tm Abschnitt 9 werden Eigenschaften relativ einfacher und einfacher Ketten, im
Absatz 10 adjungierter Ketten von Faktoralgebren untersucht, denen z. B. in der
Gruppentheorie die Eigenschaften der Normal-, Haupt- und Kompositionsreihen
entsprechen. s wird hier eine Verallgemeinerung des Satzes von Schreier und von
Jordan—Hélder fiir Universalalgebren gegeben.

Im 11. Abschnitt wird angedeutet, wie die Theorie der Universalalgebren bei
gewisser Spezialisation des Systems der Operationen in sich die Theorie der Mengen
und die Theoric der Algebren mit Operatoren enthilt, z. B. die Theorie der Gruppoiden
mit Operatoren. Im diesen Sinne ist also diese Arbeit eine Verallgemeinerung der
Arbeit [11].
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