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1964 ACTA UNIVEKSITATIS PALACKINAE OLOMUCENSÍS 

FACULTAS R E B U M N A T U R A L I U M . T O M 15. 

Katedra algebry a geometrie -přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Prof. RNDr. Josef Metelka 

UNIVERZÁLNÍ ALGEBRY 

LADISLAV SEDLÁČEK 
(Došlo dne 10. července 1903) 

Uvod 

Zobecněním známých pojmů jako je grupoid, pologrupa, grupa, okruh, svaz atd. 
docházíme k pojmu univerzální algebry, jež bývá také často nazývána abstraktní 
algebrou nebo prostě algebrou. Teorie univerzálních algeber v sobě tedy zahrnuje to, 
co je všem těmto algebraickým strukturám společné. Specifikací podmínek dostá
váme pak známé věty týkající se grupoidů, grup, okruhů atd. O významu vybudo
vání teorie univerzálních algeber viz např. [4], str. 7 nebo [8], str. 108. 

Na rozdíl od jiných prací o univerzálních algebrách, které jsou založeny na pojmu 
ekvivalence a kongruence, je v této práci budována teorie algeber na základě teorie 
rozkladů v množině a řetězců rozkladů, jak je uvedena v pracích [1], [2] a |3J. 
Proto se také v práci používá pojmů, výsledků a až na nepatrné výjimky i označení 
z uvedených prací. Nejčastěji budou uváděny výsledky z práce [1], a proto si zave
deme označení např. B.7.1, což znamená odstavec 7.1 z práce [1]. V práci jsou 
věty označovány písmenem V a definice písmenem 1). 

Grupoid, jak je známo, je nejobecnější univerzální algebra s pouze jednou binární 
operací. Poněvadž v práci [1], [2] a [3] jsou dokazovány vlastnosti rozkladů a řetězců, 
jež jsou potřebné pro teorii grupoidů, nezávisle na operaci, je možno těchto výsledků 
použít bez jakéhokoliv omezení. Důkazy vět o univerzálních algebrách jsou pak 
zobecněním důkazů vět o grupoidecli. 

1. Základní pojmy 

Úmluva Ijl: V celé práci uvažujeme jen neprázdné množiny, není-li výslovně 
řečeno něco jiného. 

D 1/1: Nechť G je daná množina a Q množina operací, pro které platí: každé 
operaci OJ e Q je jednoznačně přiřazeno přirozené číslo v = V(OJ) tak, že operace OJ 
přiřazuje každé v-členné posloupnosti prvků ax, az, . . . , av z G určitý prvek a — 
= axa% . . . avoj z množiny G. Množinu G s daným systémem operací Q nazýváme 
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univerzální algebrou a označujeme ji G = (G, Q). 0 operaci OJ říkáme, že je v-ární 
nebo typu v. Množinu G nazýváme polem univerzální algebry G. 

Protože názvosloví je nejednotné, byl název univerzální algebra zvolen ve shodě 
s prací 18]. Poněvadž nemůže dojít k omylu, budeme místo názvu univerzální algebra, 
užívat pouze název algebra. 

V naší definici by bylo možno připustit i v = 0 a mluvit pak o nulami operaci 
(viz např. [8]). Stejně tak je možno připustit, že. v je ordinální číslo a v případě 
v 2i o)0 uvažovat infinitární operace (viz např. [12]). Rozšíření definice v tomto 
smyslu nečiní v podstatě žádných potíží. 

Na algebry přenášíme pojmy a symboly, které jsme definovali pro jejich pole. 
Tak například mluvíme o prvcích algebry a píšeme a e G místo a e G. Podobně 
mluvíme o podmnožinách v algebře a píšeme např. B <~- G nebo G => B, mlu
víme o rozkladech v algebře a na algebře, o zobrazení algebry do nějaké množiny, 
algebry atd. 

1)2/1: Nechť G = (G, Q") je daná algebra, OJ libovolná v-ární operace z Q, 
{Ax, A2, / 1 3 . . .} systém podmnožin v G. Pak symbolem AtA2 . . . At,co — A 
označujeme množinu A všech prvků tvaru axa2 . . . avco = a, kde alteAfl, pt = 
= 1, 2, . . ., v. 

I) 3/1: Neprázdnou podmnožinu A algebry G = (G, Q) nazýváme podalgebrou 
algebry G, když pro každou v-ární operaci o> e Q a každou v-člennou posloupnost 
prvků a1, a2, . . ., av z A také ataz . . . avoj je prvek z A. Pak A nazýváme polem 
podalgebry A = <A, Q) a píšeme A c G, 

V 1 / I : Neprázdná podmnožina A algebry G = (G, Q) je polem podalgebry A 
tehdy a jen tehdy, hdyž pro každou v-ární operaci o> e Q a pro A1 = A2 = . , . = Av = 
= A platí AXA2 . . . AV(Ú c A. 

D ů k a z věty je zřejmý. 
V 2/1: Nechť M je množina indexů, A{, i e M, podalgebry v G = (G, Q) a nechť 

průnik A= n A-, i e M, jejich polí není prázdný. Pak A je polem podalgebry A = 
= (A, Q). 

D ů k a z : Prvky alt a 2 , . . ., ar leží v A právě tehdy, když patří do každé A{, ie M. 
Protože A{ je polem podalgebry Aí; pak pro každou r-ární operaci a> platí 
axa2 . . . a,,oj = ae Ai pro každé ie M, a tedy axa2. . . avto = a.e A = n A;. i G M. 
Tím je dokázáno, že ^1 je polem podalgebry .4 v algebře G. 

2. Faktorové algebry 

I) 1/2: Nechť A je rozklad v algebře G = (G, Q) a OJ 6 Í2 libovolná v-ární operace. 
Když ke každé v-členné posloupnosti prvků át,á2, . . . ,»„ z rozkladu A existuje 
prvek á e A takový, že platí 

áxa2 . . . ávo) cz a, (1.2) 

pak rozklad A nazýváme vytvořující. 
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V 1/3: Největší rozklad 6' I n a x a nejmenší rozklad Gnin algebry G jsou vytvořující. 
D ů k a z je zřejmý. 
D 2/2: Nechť A je vytvořující rozklad v algebře G = (G, Q). Algebru, jejímž 

polem je vytvořující rozklad A a jejíž v-ární operace <T> jsou dány pravidlem, že 
každé v-členné posloupnosti prvků áx,á%, ...,áveA je operací co přiřazen ten 
prvek áeA, pro nějž platí vztah (1.2) a což zapisujeme 

áxd% . . . ávTT> = á, (2.2) 

nazýváme faktorovou algebrou a značíme A = (Á, Q). 
V 2/2: Na každé algebře G = (G, Q) existuji největší faktorová algebra G „ m x = 

r.= (Gm,m, Q) a nejmenší faktorová algebra Gm[n = (Gmin, Q). 
D ů k a z plyne z V 1/2 a D 2/2. 
Všimněme si, že pro faktorovou algebru G m i n a pro každou operaci co e Ú platí 

(Tt = o) E Q. Této vlastnosti podle potřeby použijeme. 
V 3/2: Nechť .4 = (A, Q) je faktorová algebra v G = (G, Q). Pak součet s4 

prvků algebry A je podalgebra v G a A je faktorová algebra na s4 = <sAČ, Q). 
D ů k a z : Předně je s4 <= G. Nechť co e Q je libovolná v-ánú operace ax, a2, . . ., av 

libovolná v-členná posloupnost prvků z s4. Pak k ní existuje v-členná posloupnost 
prvků áx, d2, • . •, d r e .4 taková, že a/t eáfl, n = 1, 2, . . ., v. Podle předpokladu 
platí djá2 . . • d,,w <= ájág . . . dvčo = d, a proto a 1 a 2 . . . a „co = a e á, a tedy a e s4. 
Pak .4 je zřejmě faktorová algebra na algebře s4. 

Také na faktorové algebry přenášíme pojmy a symboly, které jsme definovali 
pro jejich pole. 

D 3/2: Nechť C je podalgebra, A, B faktorové algebry v algebře G. 
a) Obalem podalgebry C ve faktorové algebře A rozumíme množinu všech prvků 

v Á incidentních s C a píšeme C C Á nebo A 3 C. Průsekem podalgebry C s faktorovou 
algebrou 4 rozumíme množinu neprázdných průniků jednotlivých prvků z A s pod-
algebrou C a píšeme C n 4 nebo 4 n C. 

b) Obalem faktorové algebry B ve faktorové algebře 4 rozumíme množinu všech 
prvků z 4 incidentních s některým prvkem v B a označujeme jej B C 4 nebo 4 3 B. 
Průsekem faktorové algebry B s faktorovou algebrou 4 rozumíme množinu všech 
neprázdných průniků jednotlivých prvků v B s prvky v 4 a značíme 4 n B. 

V 4/2: Nechť A = (A, Q), B = (B,Ú) jsou faktorové algebry v algebře G = 
= (G, Q) a nechť s i n sB -£ 0. Pak 

a) o6ař B C 4 faktorové algebry B ve faktorové algebře A a 
b) průsek B n 4 faktorové algebry B s faktorovou algebrou A jsou faktorové algebry 

v G ajeBZA = (B c A, Q), B n 4 = <H n A, Q). 
D ů k a z : a) Poněvadž platí B C A = sH C A, stačí dokázat, že rozklad sH C A 

je vytvořující. Nechť áx,á2, ..., áv jsou prvky z s B C A. Protože A je vytvořující 
rozklad, existuje prvek á e A takový, že pro v-ární operaci co platí dja2 . . . ávco <= 
c á e A. Zvolme libovolné body aw e s S fl a^, ft. = 1, 2, . . ., v. Bod axa% . . . avco = a 
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je tedy jednak v množině sH, neboť sB je podalgebra v G, a jednak v prvku a roz
kladu A. Je tedy prvek a incidentní s podmnožinou s/i, a proto a e sD C A = B C /l 
Obal B C A je vytvořující a tedy polem faktorové algebry B C 4. 

b) Nechť xtleA n B. Pak existují prvky aueÁ, btle B tak, že xfl = a/( n !*>/,.. 
Poněvadž rozklady A i H jsou vytvořující, existuje pro každou r-ární operaci OJ 
prvek a e A a prvek h e /i takový, že áxá.2 . . . \lvco <= á, hxb2 . . . hvco c h. Je tedy 
současně xxx2 • • • xvco c a i a^^a • • • -rvco <= 6, t j . xxxt . . . x/o <= 7 íl ň e /i n D. 
Průsek A n /? je tedy vytvořující rozklad a je polem faktorové algebry 4 n B. 

V 5/2: Nechť B = (B, Í2> ?"e podalgebra, A = </l, L7> faktorová algebra v G = 
= <O, Í2> tř wecM B n s4 7^ 0- P«& 

a) OÍM/ B C 4 algebry B ve faktorové algebře A a 
b) -průsek B n 4 algebry B .s- faktorovou algebrou A 

jsou faktorové algebry v G a ?'e B C 4 = </? C .4, Í2>, B n Á = <H n A, Q). 
D ů k a z : Rozklad H111!lx skládající se z jediného prvku B je vytvořující rozklad 

v G a tedy B„ a x je faktorová algebra v G. Když B n s4 =č 0, pak také sB1 ! i a x n s4 =č 0. 
Dále je B C 4 = B i n a x C A, B n 4 = B m a x n 4 . Podle V 4/2 jsou obal B C 4 a průsek 
B n 4 faktorové algebry v G. 

D 4/2: Nechť 4, B jsou faktorové algebry v algebře G. Pak 
a) Faktorová algebra 4 (B) se nazývá zákryt (zjemněni) faktorové algebry B (A), 

když každý prvek h e B je částí některého prvku z 4, což zapisujeme A 7± B nebo 
B ^ 4. Když každý prvek z 4 obsahuje jako část prvek z B, mluvíme o normálním 
zákrytu (zjemněni). Když dokonce každý prvek z 4 je součtem některých prvků z B, 
mluvíme o ryzím zákrytu (zjemnění). 

b) tipni.- • •, í /» nněním) nebo stručněji záhryU > (zjemněním) faktoro
vých algeber 4, B rozumíme každou faktorovou algebru, která je zákrytem (zjemněním) 
faktorové algebry 4 i 8. 

c) Nejmenším společným zákrytem [A, B] faktorových algeber 4, B je takový 
zákryt, že každý jiný společný zákryt algeber 4, B je jeho zákrytem. Největším 
společným zjemněním (A, B) algeber 4, B je takové zjemnění, že každé jiné zjemnění 
je jeho zjemněním. 

Všimneme si, že když 4, B jsou faktorové algebry na algebře G a když A 1> B, 
pak 4 (B) je vždy ryzím zákrytem (zjemněním) algebry B (4). Budeme-li mluvit 
o faktorových algebrách na G, budeme slovo ryzí pro stručnost vynechávat. 

I) 5/2: Faktorové algebry A, B v algebře G nazýváme spřazené, když každý 
prvek "de A je incidentní právě s jedním prvkem z B a současně každý prvek z B 
je incidentní právě s jedním prvkem z 4. 

V 6/2: Nechť Á = (Á, Í2>, C = <(7, D> /sow faktorové algebry v G = <G, Q) 
a nechť platí rovnosti 4 = Č C 4, Č = 4 C C . Nechť faktorová algebra B = <H, Í2> 
?'e spoleěnýtn zákrytem faktorových algeber A n s C , Č n s4. Nechť Á, 0 jsou zákryty 
rozkladů A, C vynucené rozkladem B. Pak rozklady Á, C jsou spřazené a jsou poli 
faktorových algeber A, C a platí B = 4 n C. 
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D ů k a z : Předně tvrzení, že rozklady A, C jsou spřažené a že platí B = A n (\ 
je správné (B.4.1). Stačí tedy dokázat, že jsou vytvořující. Důkaz provedeme pro 
rozklad A, jenž je definován jako zákryt rozkladu A vynucený rozkladem A na A. 
Každý prvek a e A se skládá ze všech prvků a e A, které jsou incidentní vždy s jedním 
prvkem v B. Položme sA = A, sC = C. Budiž áfl = ul(afl prvek z A, takže áfl jsou 
prvky v A a bfl = ufl(af( n C) jsou prvky v H. Poněvadž A je vytvořující rozklad, 
proto pro každou v-ární operaci co existuje prvek at t ...ve A takový, že platí 
7ixá2 . . . avco <= čT1>2). ,.>v. Poněvadž C je polem podalgebry sC, proto také je 
(«! n C)(a2 n C) . . . (av n C)m c č/1)2)...„, n O. Rozklad H je vytvořující podle 
předpokladu, a proto existuje prvek bv+1eB takový, že pro !>x, h2, ..../>,, G/> 
platí !>xh2 ... bvm <= bv+1, kde bv+1 = u,,+ 1(«,,+ 1 n C), t j . b1b2 ••• bvco = 
= [u^čjj n O)] [u2(r/2 n O)] . . . [u,,(?/„ n 0)] co = U i U 2 . . . u,\(<h n C)(«a n 0) . . . 
. . . (re,, n 0)co] <= u,,+1(c7,1+1 n C), kde ať+1 jsou prvky z .4 vyznačující se tím, že 
ulJ+1'ď,,,+1 = dv+1e A. Pro každý prvek alt, na který se vztahuje znaménko u / ( , 
pL = 1, 2, . . ., v, a každou v-ární operaci co e í i máme vztahy (d± f\ C)(at n C) . . . 
. . . (av n C)co <= F712,...(,, n O c= u,,+ 1(cřv + 1 n C). Avšak průniky a1>2>....,, n O. 
a,,+1 n C jsou prvky rozkladu /í n C ležícího na A f] C Odtud plyne, že mezi 
prvky a\+1, na něž se vztahuje znaménko U.,,+1, existuje prvek av+1 takový, že 
^i.2.- • • ,r H C = cí,.+1 n C, takže cí1-2...._.,, = a v + 1 . Tak dostáváme vztahy (u1čf1)( u 2 d 2 ) . . . 
. . . (uvff,,)co = U 1 U 2 . . . Uv(axa2 . . . ava>) cz UjUa . . . Uťa1%2...ť <= uv+1áv+1 = 
= dv+1e A. Tím je dokázáno, že rozklad A je vytvořující a tedy polem faktorové 
algebry A. 

1) 6/2: Faktorové algebry A, C z V 6/2 nazýváme zákryty faktorových algeber A, C 
vynucené společným zákrytem B faktorových algeber .4 n sC, C n s.4. 

V 7/2: Nechť A = (A, L7>, B = (B, íi> ýso í̂ faktorové algebry na algebře G = 
= (G, fJ}. Pak nejmenší společný zákryt [A, B] jejich polí A, B je polem faktorové 
algebry, tzv. nejmenšího společného zákrytu algeber A, B, což značíme [Á, B] nebo [B, A]. 

D ů k a z : J a k víme (B.3.4) je nejmenší společný zákryt [A, B] vynucen jistým 
rozkladem A na A. Přitom každá podmnožina a e A. se skládá ze všech prvků roz
kladu A, které se vesměs dají spojit (B.3.1) v rozkladu B s některým prvkem a e A. 
Poněvadž Á, B jsou faktorové algebry, jsou jejich pole vytvořující rozklady. Máme 
dokázat, že každou v-ávní operací co je každé v-členné posloupnosti prvků ú1 ,ú2, . . ., 
úv e[A,B] jednoznačně přiřazen prvek u<=[A, B] takový, že uxut . . . uvo> <= ú. 

Nechť tedy áu e A je libovolný prvek v úfl, fj, =1,2, . . ., v. Poněvadž A je vytvo
řující rozklad, existuje prvek a e A takový, že atá2 ... aťoy <= a\ Prvek a leží 
v jistém prvku u e [A, B], takže U <= u. 

Každý prvek bn e ufl, [i = l, 2, . . ., v, leží v jistém prvku bfl e A, který je pod
množinou v úl( a platí btbt . . . h,,o) <=- h e A, takže bxb2 . . . bvco e hxh2 . . . hvo) <=• b. 
K důkazu platnosti vztahu u^i% . . . úťco <= u stačí zjistit, že pro libovolné prvky 
o/(i e A, bft e úu, (x = 1, 2, . . .. v, je prvek h obsahující množinu !>xh2 . . . byco částí 
prvku ú, t j . že platí 6 <= w. 
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Nechť tedy OJ je libovolná i>-ární operace, bfleA, bu c. ňti, pí = 1, 2, . . ., v, 
libovolné prvky. Vzhledem k definici rozkladu [A, B] a k tomu, že att leží v «,,, 
usuzujeme, že existují vazby {A, fí] od afl do hu 

«„i> «M2' • • •' **/*«,» kde altí = a,,, a„a t — bfl • (3.2) 

Můžeme předpokládat, že aM = <%, kde cx = max ^ pro všechna ^ = 1, 2, . . . , v, 
neboť v případě, že pro některé /JL je <% < cx položíme a f . _ = . . . = ffl//a = afta 

Poněvadž rozklad A je vytvořující, existují v /( prvky 

kde C l = ã, ca = b (4.2) 

takové, že platí 

ana.n . . . avlco = aLà2 . . . âv<» c Cj = a, 

«21^22 • • • « , . a ^ C r ;2 , 

(l"hta2u • • • (~í,,a(Ú = />j/.>2 . . . />,.(:o c c a = />. 

Přihlédneme-]i k definici rozkladu [A, B] a k tomu, že prvek c x = a leží v u, vidíme, 
že k důkazu platnosti /; c ?7 stačí zjistit, že posloupnost (4.2) je vazbou {A, B} od 
a do b. 

Poněvadž (3.2) jsou vazby {A, H}, existuje ke každým dvěma sousedním prvkům 
Q-HV.I tV*+i jistý |)rvek ./;/(5í e /?, který je s oběma incidentní pro x = 1, 2, . . ., « — L 
Rozklad H je vytvořující, a tedy existuje jistý prvek z,, e B, pro nějž platí xlxx2x .. . 
. . . ;;rVJÍoj cz ^ . Prvek a;.<iX je incidentní s a/Me, a proto je množina £1;!í:c23í • • • xVKto c : 2* 

incidentní s množinou ál3,a2,, • • • «rJíft>
 c c . , a tedy i prvek zx je incidentní sp rvkemc x . 

Podobně se zjistí, že prvek zx je incidentní také s prvkem cx+1. Tím je dokázáno, že 
každé dva prvky <•,,, cx+1 £ A , x = 1, 2, . . ., « — 1, jsou incidentní s jistým prvkem 

z„ G fí, a tedy posloupnost (4.2) je vazbou od ?J do b a věta je dokázána. 
V 8/2: Nechť A = (A, Ú), B = (B, Q) jsou faktorové algebry na G = (G, Q). 

Pak největší společné zjemnění (A, B) jejich polí je polem faktorové algebry, tzv. nej-
rěfšího společného zjemnění algeber Á, B, coz značíme (A, B) = ((A, B), Q). 

D ů k a z : Pro pole A, fí algeber Á, B platí, že jejich největší společné zjemnění 
(A, fí) = A n H (B.3.5). Podle V 4/2 je A n B = (A n B, Q) faktorová algebra 
na G a věta je dokázána. 

I) 7/2: Nechť A = (A, Q), C = (C, Q) jsou faktorové algebry a B = <H, Q), 
I) = <73, Q) podalgebry v algebře G = (G, Q) takové, že B e Á, D E Č a B n D =č 0. 
Pak říkáme, že faktorové algebry Á, C jsou adjungované vzhledem k podalgebrám B, D, 
když tuto vlastnost mají jejich pole, t j . když platí s(Z> C A n (7) = s(H C Č n ^á).. 
kde /í = s,4, G = sČ. 

V 9/2: Nechť faktorové algebry A = (A, Q),B = (B, Q) jsou adjungované vzhledem 
k podalgebrám B, D. Nechť ÁX = C~ZA, A2= D C A, Čx = AlZC, C 2 = B C Č, 
Ax = s>A1, A2 = &A2, Cx = ®Cj, C 2 = sČ 2 . Nechť U je nejmenší společný zákryt 
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faktorových algeber Ax n Čx, Cx n Ax a A, Č nechť jsou zákryty faktorových algeber Áx, 
Cx vynucené zákrytem U. Pak 

a) faktorové algebry A, C jsou spřazené, 
b) .42e A, C 2 e Č, 
c) podalgebry A2, C 2 jsou incidentni. 
D ů k a z : Věta je správná, pokud se týká polí uvažovaných algeber (B.4.2). Zbývá 

dokázat, že uvažované množiny jsou skutečně algebrami. Avšak Áx, Á2, Čx, Č 2 

jsou faktorové algebry podle V 4/2, Ax, A2, Cx, C, jsou podalgebry podle V 3/2. 
Také Ax n Cx, Cxn Áx jsou faktorové algebry podle V 5/2. U je pak faktorová 
podle V 7/2 a zákryty A, C faktorových algeber Ax, Cx vynucené faktorovou algeb
rou Ú jsou faktorové algebry podle V 6/2, neboť rovnosti AX = CXZ Ax, Cx = 
= AXZCX jsou splněny (B.4.2). Tím je věta dokázána. 

V 10/2: Nechť B = (B, Ů') je faktorová algebra na algebře G = (G, Q) a B nějaký 
její rozklad. Nechť A je zákryt pole B vynucený rozkladem B. Pak rozklad A je polem 
faktorové algebry A = (A, Ú} tehdy a jen tehdy, když B je polem faktorové algebry 
B = (B, Ď) na B. 

D ů k a z : a) Nechť B je polem faktorové algebry 6 na B, t j . nechť B je vytvořující 
rozklad na B = (B, Ú). Nechť o> je libovolná vární operace, a1, a2, . . ., 7ív libovolné 
prvky z A. Máme dokázat, že existuje prvek a e A takový, že platí axa2 . . . avw <= a. 
Pro au e A platí vztah 

au =ublL, l u e blt e B, bu e B, (5.2) 

t j . au je sjednocením všech prvků bflE B ležících v určitém prvku b,te tí. Pro prvky 
z B platí vztah 

bxb2 ... bvfjo <= 6^2 . . . hvm E B. (6.2) 

Vzhledem k vztahu (5.2) pak platí 

axa2 . . . avm <= u (bxb2 ... bvcú). (7.2) 

Poněvadž B je vytvořující rozklad, existuje prvek b E B takový, že 

b\h2 . .. bvm <= h, (8.2) 

t j . takový, že všechny prvky bueB, pro něž platí buebu, je bxb2 . . . bvm prvkem 
množiny h. Označíme-li nyní písmenem a onen prvek v A, který je součtem všech 
prvků v B ležících v b, pak máme vztah 

u (bxb2 . . . bvb5) <= a, bu e hu, (9.2) 

a tedy vzhledem k (7/2) také platí 

(íxa2 . . . avo) <= a. (10.2) 

Rozklad A je tedy vytvořující, t j . je polem faktorové algebry A = (A, Q). 
b) Nechť zákryt 4 faktorové algebry B je faktorová algebra, t j . nechť pole Á 

je vytvořující rozklad. Nechť <x> je libovolná v-ární operace z Q, b\, b2, .. ., b.v libo-
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volné prvky z fí. Podle definice rozkladu A pro každý prvek au e A platí vztah (5.2). 
Poněvadž rozklad A je vytvořující, platí pro každou ^-ární operaci m a libovolné 
prvky a,, a o, . . . , «,,, F. A vztah 

aj/I2 • • • a.v(ú <^ 7i,7i e A. (11.2) 

Z definice rozkladu A plyne, že a = UČ», ?; £ b, b £ t>, /; £ H Pro libovolné prvky 

b1 e b1, b2e b2, . . . . bve bv máme vzhledem k (5.2) vztah. 

bxb2 . . . bvm c o, (12.2) 

a protože /i je faktorová algebra, proto také platí 

Ihb2 . . . b,,o) = beb. (13.2) 

Odtud plyne, že je splněna podmínka 

bxb2 . . . b„o> c= 6, (14.2) 

a proto rozklad /> je vytvořující. Je tedy polem faktorové algebry 6 = <H, L7>, 
kde operace ro je definována tak, že bj)2 . . . bru> = b právě tehdy, když platí (14.2). 

D 8/2: Nechť A,B, B jsou faktorové algebry z předešlé věty. Pak faktorová algebra 
A se nazývá ;.ákry1 faktorové algebry B vynucený faktorovou algebrou B a o faktorové 
algebře B říkáme, že je příslušná k zákrytu A faktorové algebry B. 

Všimněme si, že pro každou faktorovu algebru .4 na algebře G platí vztahy 
G l i ; a x £ 4 ^ G m l n . 

D 9/2: Nechť 4 = <<1, Í2>, B = </>>, íJ> jsou faktorové algebry na G = <67, Í2> 
a nechť jejich pole jsou doplňkové rozklady, t j . nechť pro každé dva prvky Ti e A, 
b F B ležící v témž prvku ň e \A, B] platí, že jsou incidentní. Pak faktorové algebry 
A, 6 nazýváme doplňkové. 

3. Deformace algeber 

D 1/3: Říkáme, že algebry G = <O, Q} a G* = (G*, Q*) jsou téhož typu, 
existujc-li prosté zobrazení h systému operací Q na systém Í2* takové, že když 
(o* -- ho; (a; G ÍJ, co* e í i*), pak. operace o; a a;* jsou téhož typu v. 

I iiihna 1 3 \ -ude dal« ^ ' i « * mé algebry jsou téhož typu, 
fj. že mají týž systém, operací. 

D 2/3: Nechť G = (G, Qy, G* = (G*, Q} jsou dané algebry a nechť existuje 
zobrazení d pole G algebry G do pole G* algebry G* takové, že pro každou v-ární 
operaci co a libovolné prvky alt a2, . . ., av e G platí 

d(axa2 . . . a,.co) — (da1)(da2) • • • (dav) co. (1.3) 

Pak říkáme, že d je hornamorfní zobrazení algebry G do algebry G*. Homomorfní 
zobrazení algebry G na algebru G* nazýváme také homomorfismus. 

Místo dlouhého názvu homomorfní zobrazení budeme užívat název deformace. 
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Existuje-li deformace algebry G na algebru G*, pak říkáme, že algebra G* je homo-
morfní s algebrou G. 

V 1/3: Necht{Ax, A2, . . .} je systém podmnožin v algebře G = (G, Q), m libovolná 
v-ární operace a necht existuje deformace d algebry G do algebry G* = (G*, Q)» 
Pák pro rozšířené zobrazeni d (B.7.1) pláli 

ď(AxA2 . . . Avm) = (ďAx)(dA2) ... (<U,,)o>. (2.3) 

Je-li AXA2 . . . Aym c A, pak platí 

(dAx)(dA2) . . . (dA,) m c ČU. (3.3) 

D ů k a z : Každý prvek a* e d(AxA2 ... Aym) je obrazem nějakého prvku a = 
= axa2 . . . avm, a/A e Afl v zobrazení d, takže máme a* = d(axa2 . . . at,m) = 

- (dax)(da2) . . . (da,.) m e (MX)(M2) . . . (Mv)m. Platí ledy vztah 

d(AxA2 . . . Avm) c (cL41)(cU2) . . . (<LAV) o,. (4.3) 

Obráceně každý prvek a* E (d^4.1)(<U2) • • • (dA,,) m se dá psát ve tvaru a* = 
= (da1)(da2) • • • (dar)m, dafl E dAf(, takže existují prvky afleAf( takové, že platí 
«* = (dax)(da2) . . . (da,,,) OJ = d(a xa 2 . . . avm) e d(AxA2 . . . Avm). Platí tedy vztah 

(dAx)(dA2) ... (ČU,.) m c d(AxAz . . . A,xo). (5.3) 

Ze vztahů (4.3) a (5.3) plyne pak platnost vztahu (2.3). 
Poněvadž ^lt^42 . . . Avm c A, proto d(AxA2 . . . Avm) c dA a vzhledem k (2.3) 

j)latí pak rovněž vztah (3.3) a věta je dokázána. 
P o z n . 1/3: Nebude-li možný omyl, budeme rozšířené zobrazení d indukované 

deformací d algebry G do algebry G značit pouze d. 
D 3/3: Prostou deformaci d algebry G do algebry G* nazýváme izomorfní zobrazení 

algebry G do G*. Izomorfní zobrazení G na G* se nazývá také izomorfismus. 
Zřejmě ke každé prosté deformaci d algebry G na algebru G* existuje inversní 

zobrazení d~x algebry G* na G dané vztahem d~%* = a, když da = a*. Existuje-li 
tedy izomi I Igehry G na G*, pak také existuje izomorfismus algebry G* na G 
a říkáme, že algebry G, G* jsou izomorfní, což značíme G ^-. G*. 

V 2/3: NecM existuje deformace d algebry G = (G, Q) do algebry G* = (G*, Q) 
a necht A = (A, í i ) je podalgebra v G. Pak obraz dA podalgebry A v rozšířeném zobra
zení d je podalgebra v G*. 

D ů k a z : Podle V 1/2 je A polem podalgebry A tehdy a jen tehdy, když pro libo
volnou i^-ární operaci m e Q platí AXA2 . . . Aym c A pro Ax = A2 = . . . = Av = A. 
Pak podle V 1/3 je jednak d(AxA2 . . . Avm) c dA a jednak d(^ 1 ^4 2 . . . A.vm) = 
= (<Ua)(cU2) . . . ((Láj m. Proto je (dAx)(dA2) . . . ( c U J m c dA pro ^ = ^á2 = 
= . . . = A,, = A. Je tedy <U polem podalgebry d*4 v G. 
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V 3/3: Necht existuje deformace áu algebry Gfl do algebry Gfl+l, (JL = 1, 2, 3. Definu-
jeme-li skládáni deformaci jako obvyklé skládáni zobrazení, pak platí: 

a) zobrazení d = d 2 d 1 je deformace Gr do G 3 , 
b) pro .v/,j<." nací platí zákon asociativní, tj. d 3(d 2d 1) = (d3d2) d 1 ? 

c) jsou-li d 1 ? d 2 izomorfní zobrazení algebry do algebry (na algebru), pak také zobra
zení d = d 2 d a je izomorfní zobrazení algebry do algebry (na algebru), 

d) vztah algeber „být izomorfní'' je vztah ekvivalence, tj. je reflexivní, symetrický 
a tranzitivní. 

D ů k a z věty je zřejmý. 
V 4/3: Necht existuje deformace d algebry G = <[G, Q) na algebra G* = <O*, Q). 

Pak rozklad D pole G 'patřící k deformaci d je vytvořující. Rozklad D nazýváme také 
deformační rozklad. 

D ů k a z : Každý prvek a e J) se skládá ze všech prvků a e G, pro něž platí áa = 
= a* e G*. Nechť co je libovolná v-ámí operace, afl množina všech prvků áfli e G, 
pro něž áal( = a*, (i = 1, 2, . . . , v. Pak každý prvek a e axa2 . . . ávco je tvaru 
a = axa2 . . . avco, afl e afl. Z rovnosti áa = á(a1a2 • • • avco) = (da1)(da2) . . . (áax)co= 
= a*a% . . . a*co = a* plyne, že a je vzorem prvku a* v deformaci d. Je tedy bod a 
obsažen v tom prvku a G Ď, který se skládá ze vzorů prvku a* = a*a* . . . a*co. 
Platí tedy vztah ata2 . . . dvco <= a a rozklad Ď je vytvořující. 

D 5/3: Nechť existuje deformace d algebry G = (G, Q) na algebru G* = <(r*, Í2>. 
Pak faktorovou algebru Ď = </), Í2>, jejímž polem je deformační rozklad J) a operace 
jsou definovány jako v D 2/3, nazýváme faktorovou algebrou příslušnou k deformaci d 
nebo kratčeji deformační faktorovou algebrou. 

D 0/3: Nechť v algebře G = (G, Q) existuje prvek O takový, že pro každou 
v-ární operaci coe Q platí 

00 ... Oco = O, (6.3) 

kde na levé straně v (6.3) stojí prvek O v-kráte. Pak prvek O nazýváme nulovým 
frvkem algebry G. 

V 5/3: Necht existuje deformace d algebry G = (G, Q) na algebru G* = <(?*, Í2> 
a wecM v G* existuje nulový prvek O*. Pa& podmnožina A v G všech prvků ae G, 
pro něž platí áa = O*, je polem fodalgebry A v G. Pole A podalgebry A je nulovým 
frvkem deformační faktorové algebry D = <Z), _0>. 

D ů k a z : Nechť co je libovolná v-ární operace a nechť A je množina všech prvků 
ae G, pro něž platí áa = O*. Pak každý prvek a e AXA2 • • • Av

co> Ai = A2 = • • • = 
= Av = ./l, je tvaru a = axa2 .. . arco, afl e A. Z rovnosti da = á(axa2 . . . avco) = 
= (áat)(áa2) . . . (da.,.) ÍO = 0*0* . . . 0*co = O* plyne, že a je vzorem prvku O* 
v deformaci d, a tedy ae A, kde 4̂ = a je prvek deformačního rozkladu Ď. Proto 
platí A±A2 . . . Avco c J . pro y^ = A2 == • • • Av — A> *]• posile V 1/2 je podmnožina ^t 
polem podalgebry A = <A, fí>. 

J a k víme, je A = a prvkem faktorové algebry D = <Ž), Q) příslušné k deformacid. 
Pak vzhledem k tomu, že A je polem podalgebry A, platí pro každou v-ární operaci 
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coe Q definovanou podle D 2/2 vztah AXA2 . . . A,,To = A pro Ax = A2 = . . . = 
= Av = .4, a tedy množina 4̂ je nulovým prvkem algebry Ď. 

Snadno se dokáže, že platí veta 
V 6/3: Nechť v algebře G = <(7, .Q) existuje nulový prvek O a nechť existuje její 

deformace d do algebry G* = (G*, Q). Pak v G* existuje nulový prvek O* a platí 
O* = áO. 

V 7/3: Nechť A = (A, Q) je podalgebra v G = (G, Q) a nechť existuje izomorfní 
zobrazení h algebry A na algebru A* = (A*, Q). Pak existuje nadalgebra G* = (G*, Q) 
na A* taková, ze existuje izomorfní zobrazení d algebry G na G*, jež v sobě obsahuje 
původní izomorfismus li. 

D ů k a z : Nechť Ax je množina všech prvků pole G, které nepatří do pole A. Nechť 
dále A* je množina disjunktní s polem A* algebry A* a nechť existuje prosté zobra
zení / množiny A, na množinu A*. Pak je zřejmě G = A U -4X a položíme G* = 
= ^4* U Ať Nyní přiřadíme každému prvku « e ( j právě jeden prvek a* c G* 
takto: Je-li a G 4 , pak rk, = ha = <** 6 /í*: je-li « G Ax, pak da = fa = a* e A*. 
Zobrazení d je tedy prosté zobrazení G na O* a obsahu je v sobě původní zobrazení li. 

Nechť nyní co je libovolná r-ární operace a dat, ----- //,*, a,ucG, a*cG*, 
/a — 1,2, . . ., i'. Operaci v 67* definujeme tak, že a*//* . . . //*o> ---.- <r|: právě tehdy, 
když axa2 . . . a/» = a a když da = a*. Pak zobrazeni d je zřejmě izomorfismus, 
který zachovává původní izomorfismus li. 

4. Vety o izomorfismu algeber 

V 1/4: Nechť existuje deformace d algebry G = </V, íi> «//, algebru G* = (G*, íi>. 
Nec&t D = <L>, D> ?'e deformační faktorová algebra na G. Pak D je 'izomorfní s alge
brou G*. 

D ů k a z : Předně existuje prosté zobrazení i deformačního rozkladu I) a G* takové, 
že obrazem prvku de 7) je onen prvek a* e G*, pro nějž platí dd = a* (R.6.8.1), 
t j . id = a*. Nechť nyní Tix, a\, . . ., á\, jsou libovolné prvky z Ď, co libovolná r--ární 
operace z Q, co jí odpovídající operace z Q. Pak pro a,, e a.. G Ď, /,/ = 1,2, . . ., v, 
platí vztahy «*_«<, . . . a/o G a-,^ . . . arco ^ dxd2 . . . ci,,co e Ď. Odtud plyne \(a'ld2 . . . 
. . . a,(OJ) = d(ala2 . . . arco) = (dax)(da2) . . . (dar) co = (\dx)(\a2) • • • (id-,) <"» a věta je 
dokázána. 

V 2/4: Nechť G = (G, Q) je faktorová algebra na algebře G = (G, Q) a nechť d 
je zobrazení G na G takové, ze da = a pro aea, ae G, de-G. Pak toto zobrazení 
je deformace. 

D ů k a z : Nechť co je libovolná í>-ární operace, au e «>, G G, (Á = 1, 2, . . ., v. Pak 
ze vztahu a{á2 . . . d,,,co <= a plyne axa2 . . . a,,co = aea. Je-li nyní dan = i-/,,, máme 
jednak d = da = d(axa2 . . . avco) a jednak a = d.xa2 . . . d ,,co = (dax)(da2) . . . (da,,) OJ. 

Protože pro zobrazení d platí d(ara2 . . . avoj) = (dat)(da2) . .. (da,) co, je d de
formace. 

49 



D 1 /4: Deformaci d algebry G na faktorovou algebru G z předešlé věty nazýváme 
přirozenou deformaci. 

V 3/4: NecM G = ((}, Q( je faktorová algebra na G, d přirozená deformace G na G 
a necMexistuje izomorfní, zobrazeni i algebry G na algebru G* = (G*, Q}. Pak existuje 
deformace f = di algebry G na G*. 

D ů k a z : Předně algebry G, G a G* jsou téhož typu, jak je zřejmé z definice 
operací v G na základě operací v G. Zobrazení f je deformace podle V 3/7, a to 
deformace G na G*. 

V 4/4: (Prvni věta o izomorfismu): NecM' algebra G* = <O*, Q) je homomorfní 
s algebrou G = (G, Q). Pale je G* izomorfní s jistou faktorovou algebrou na G. Obrá
ceně, je-li algebra G* = (G*, Q) izom-orf-ní s nějakou faktorovou algebrou na algebře G, 
pak je homomorfní s G. 

D ů k a z : Věta je shrnutím vět V 1/4 a V 3/4. 
V 5/4: (Druhá věta o izomorfismu): Merit/ .-'i .-- • A, l ' \ S = <H, /i> /sow spřažené 

faktorové algebry v algebře G ~~- (G, 1T). Takové- zobrazeni i algebry Á na B, které 
každému prvku á e A přiřazuje len prvek b e B, jenž je s nim incidentni, je izomorfismus, 
tj. A - B. 

D ů k a z : J a k víme, je i prosté zobrazení pole A algebry A na pole B algebry B 
(B.0.8.2). Zbývá dokázat, že i zachovává operaci (o. Necivť tedy OJ je libovolná 
v-ávm operace z Q a to jí odpovídající c-ární operace z íl. Nechť á\, á2, • • •, av e A, 
bx, b2, . . . . o, e B jsou libovolné prvky. Budiž bf, = ió),, t j. ;/;„ = a,, n ft„. # 0, 
// = 1, 2, . . ., v. Zřejmě platí vztahy xxx2 . . . xro.) <= ířy/2 . . . UVM <= ^ ' . ^ . . . «,,«, 
;^1:r2 . . . ,r,f» c bxb2 . . . b,to c /ixo2 . . . ft„ct>. Je tedy průnik a ^ . . . a,to n t>i&2 . . . 
. . . //,,co -3 .r,.i;2 . . . xv0) i- 0, a proto je i(«1a2 . . . a Jo) = (i«1)(iffl2) •. . . (i«,,) to a věta 
je dokázána. 

V 0/4: NecM A = <A,L') jť faktorová algebra a B = <H, Í2> podalgebra v G = 
= <(?, £?> «• >«*cM B n s4 7^ (••>. Pa/c obal S C 4 ye izomorfní s průsekem B n 4 a izo-
m.orjismus je d,án incidencí prvku. 

D ů k a z : Faktorové algebry B C 4 a B n 4 jsou spřaže.né a tedy věta je správná 
podle V 5/4. 

V 7/4: (Třetí věta o izomorfismu}: NecM B = </>, L:> ^ faktorová algebra v G = 
= (G, Q). Pak faktorová algebra B = (B,Q) na faktorové algebře B a zákryt 4 = 
= (A, Q) faktorové algebry B vynucený faktorovou algebrou B jsou izomorfní. Izo
morfní zobrazení i algebry B na Á přiřazuje každé) nu prvku b eB právě ten prvek 
a G A, pro nějž platí a = sb. 

D ů k a z : Především zobrazení i je prosté zobrazení S na 4 (B.6.8.3). Zbývá doká
zat, že je deformací. Pro zobrazení i platí ib = a právě tehdy, když a je součtem 
všech prvků b e B ležících v b, t j . když o = sb. Nechť 'to je r-ární operace z Q, M jí 
odpovídající operace z í2 a to jim odpovídající, r-ární operace z Q, Nechť bfi e B, 
H = 1,2, . . ., v, pak pro bf, e B, bfl e bf( platí b1b2 . . . b/o e bxb2 . . . bt,M = b. Nechť 
au = sblf, a — sb, t j . nechť ib,, = áfl, io = a. Pak ze vztahu ž^ůg . . . bvto e b plyne 
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především, že bxb2 . . . bvcó c a. Dále platí a{á2 .. . avco = (s61)(s62) • • • (s5,,) a) c 

<= B(bxb2 . . . h{vj) = s6 = a. Prvek á = i/3 obsahuje, podmnožinu a{d2 . . . d./o, takže 
dxa2 . . . a,Jo = a. Můžeme tedy psát ió = (i61)(ij?2) . . . (i/>(,) To a věta je dokázána. 

5. Rozšířená deformace 

Úmluva 1/5; a) Je-li d deformace algebry G = <G. Q) na algebru G* = <(?*, LL>,. 
pak faktorovou algebru na G příslušnou k deformaci d budeme vždy značit Ď — 
= O), JG>. 

b) Rozšířené zobrazení systému všech podmnožin v G do systému všech pod
množin v G* určené deformací d budeme rovněž značit pouze d. 

V 1/5: NecJii existuje deformace d algebry G = <(?, Í3> wa algebru G* = <(r*, .Q> 
a neclii faktorové algebry Á = (A, í)>, Ď = </), Q) na G jsou doplňkové. PaJc rozklad 
d/í na G* je polem faktorové algebry dÁ = <d/í, Í2>. 

D ů k a z : Jak víme (B.7.2), je d/í rozkladem pole G* algebry G* tehdy a jen tehdy, 
když rozklady A, I) jsou doplňkové. Zbývá dokázat, že d/í jakožto systém obrazů 
v d jednotlivých prvků rozkladu A je vytvořující rozklad. Nechť tedy co je libovolná 
i--ární operace, a, a/( e A, a* = da, a* = da* jsou prvky z d/f, ^ = 1,2, . ..,»> 
a nechť a ^ . . . a^oj <= a. Pak podle V 1/3 platí (da 1)(da 2) • • • (da,,,) co c da. Existuje 
tedy prvek a* = da e d/í takový, že a*a* . . . a*co <= a*. Proto rozklad d/í je 
vytvořující a tedy polem faktorové algebry d.4. 

D 1/5: Faktorovou algebru dA = <d/i, íi> z předešlé věty nazýváme obrazem 
faktorové algebry A v rozšířeném zobrazení d a faktorovou algebru A nazýváme 
jejím vzorem. 

P o z n . 1/5: Všimneme si, že rozšířeným zobrazením d je určeno částečné rozšířené 
zobrazení (B.7.1) faktorové algebry .4 na faktorovou algebru dA, jímž je každému 
prvku a e Á přiřazen jeho obraz da e dÁ. V dalším výkladu rozumíme zobrazením d 
faktorové algebry A na faktorovou algebru dÁ toto částečné zobrazení. 

V 2/5: Neclii existuje deformace d algebry G = <(7, Q) na algebru G* = <(?*, Q) 
a necJii faktorová algebra Á = </l, Ú) je doplňková Je faktorové algebře D = </), Í2>. 
Pak částečné rozšířené zobrazení d faktorové algebry A na faktorovou algebru dÁ, jímž 
je každému prvku d e A přiřazen jeho obraz d'« e dÁ, je deformací. 

D ů k a z : Nechť co e Q je libovolná v-ární operace a, ax, Ti2, . . ., av e A, a{a% . . . 
. . . a{J7) — r/. Pak a - ^ . . . avco <= a a podle V 1/3 platí (da 1)(da 2) . . . (da,,) o) c d a , 
takže máme (daj)(da2) • • • (do".,) co = da = d(a xa 2 . . . a „co). 

I) 2/5: Částečné rozšířené zobrazení d faktorové algebry Á na faktorovou algebru 
dA z předešlé věty nazýváme rozšířenou deformací. 

V 3/5: NecJii existuje deformace d algebry G = (G, Q) na algebru G* = <(?*, Qy 
a nec/z!/ faktorová algebra Á= (A, Q) je doplňková k faktorové algebře Ď = </), D>„ 
Dcžfe wecM A = <2, í2> ?e faktorová algebra na Á příslušná k rozšířené deformaci d 
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algebry A na algebru dA. Pak zákryt faktorové algebry A vynucený faktorovou algebrou A 
je nejmenší společný zákryt [A, Ď] faktorových algeber Á, Ď. 

D ů k a z : Podle V 4/3 je A faktorová algebra na A. Poněvadž zákryt rozkladu A 
vynucený rozkladem A je nejmenší společný zákryt [A, D] rozkladů A, D (B.7.2) 
a podle V 7/2 je [A, D] polem faktorové algebry [A, Ď], je věta dokázána. 

V 4/5: Nechť A, Ď jsou doplňkové faktorové algebry na G a nechť faktorová algebra A* 
na G* je obmzem, faktorové algebry A v rozšířené deformaci á. Pak faktorové algebry 
[A, Ď], A* jsou izomorfní, a izomorfismus i algebry [A, Ď] na A* dostaneme, když 
každému, prvkuu F \A, D\ přiřadíme, jeho obraz v rozšířené deformaci d, tj. iú = áu e A*. 

D ů k a z : Nechť platí označení z V 3/5. Podle V 7/4 existuje izomorfní zobrazení ix 

algebry [A, D] na algebru A ležící na A takové, že pro ue [A, Ď], ue Á je ixú — a 
právě tehdy, když ii — ari. Když každému prvku a e Á přiřadíme onen prvek 
a* G A*, který je v d obrazem každého prvku áe A ležícího v a, dostaneme podle 
V 1/4 izomorfní zobrazení i2 faktorové algebry A na faktorovou algebru A*, 
t j . i2a = a*. Pak zobrazení i U, je izomorfní zobrazení [A, D] na algebru A* 
a věta je dokázána. 

Důsledek 1/5: J e l i faktorová a!'.:'1!)! i A /. i ^ > << i i iUi.u<>\é <)IVDI\ D >•; -
deformaci d algebry G na G*, pak A je izomorfní se svým obrazem dA v rozšířené 
deformaci d. Izomorfismus i algebry A na dA dostaneme, když každému prvku á e A 

Líme jeho obraz d a e d A . 
Správnost tvrzení je zřejmá, uvědomíme-li si, že každý zákryt algebry Ď je s ní 

doplňkový (B.5.I). 
V 5/5: Budiž i izomorfismus algebry G na algebra G*, A faktorová algebra na G. 

Pak její obraz r rozšířeném zobrazení i je jistá faktorová algebra \A na G* a částečné 
rozšířené zobrazení i faktorové algebry A na faktorovou algebru iÁ je rozšířený izo
morfismus ve smyslu D 2/5. 

D ů k a z : Předně i je deformace a faktorová algebra na G příslušná k této deformaci 
je G m ! n = G, t j . Ď = G. Pak Á je zákryt D, a tedy A, G111ÍM jsou doplňkové rozklady. 
Podle V 1/5 je iA faktorová algebra na G*. Přiřadíme-li každému prvku áe A 
jeho obraz iá e i A v rozšířeném zobrazení i, pak takto definované částečné zobrazení i 
algebry A na i A je deformace podle V 2/5 a T) 2/5. Toto částečné rozšířené zobrazení 
je zřejmě prosté zobrazení A na i A, a tedy rozšířený izomorfismus. 

p o z n . 2/5: Mluvíme-li o rozšířeném izomorfismu i algebry A ležící na G na algebru 
i A ležící na G*, pak jím vždy rozumíme izomorfismus ve shora uvedeném smyslu. 

V 6/5 : NecM A je faktorová algebra na algebře G, C faktorová algebra na G* a nechť 
existuje izomorfní zobrazení i algebry A na algebru Č. Nechť A je faktorová algebra na A 
a Á zákryt algebry A vynucený faktorovou algebrou Á. Nechť Č = iA je faktorová algebra 
na Č v rozšířeném izomorfismu i. Pak zákryt algebry Č vynucený faktorovou algebrou C 
je faktorová algebra C a zobrazení d algebry A na C, v němž každému prvku á = sa e A 
je přiřazen prvek č = s(ia) e C je rozšířený izomorfismus. 

D ů k a z : Podle V 7/4 je zobrazení i r , v němž každému prvku l e Á je přiřazen 
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ten prvek de A, pro který platí á = m, izomorfní zobrazení A na .4. Podle V 5/5 
je Č = \Á faktorová algebra na Č. Pak zobrazení i2, pro něž i2t: = c e C právě tehdy, 
když c = se, je izomorfní zobrazení C na C. Izomorfismus i faktorové algebry 
A na Č určuje částečné rozšířené izomorfní zobrazení i faktorové algebry A na 
faktorovou algebru C, pro něž platí \a -= c. Pak zobrazení d = i2ii~] je izomorfní 
zobrazení faktorové algebry A na faktorovou algebru Č. neboť dá = i2i(i [«) -----
— i2(ia) = i2(i = o. Tím je věta dokázána. 

6. Relativně jednoduché a jednoduché algebry 

1)1/6: Nechť a je prvek algebry G =- (G, íi> a nechť pro každou faktorovou 
algebru G na G platí buď 

|) G = G i n a x nebo 
2) faktorová algebra G obsahuje jako prvek množinu {a\ tvořenou jediným 

prvkem a, tj. {a,\eG. 
Pak algebru G nazýváme jednoduchou vzhledem, k prvka a. Je-li G jednoduchá 

vzhledem k některému svému prvku, pak říkáme, že je relativně jednoduchá. Algebru 
G, která je jednoduchá vzhledem ke každému svému prvku, nazýváme jednoduchou . 

V 1/6: Algebra G = (G, íi> je jednoducM tehdy a jen tehdy, folyz Gmnx a G m i n 

jsou jediné její faktorové algebry. 
D ů k a z : Jsou-li G1 1 ! í i x a G m j l l jediné faktorové algebry na G, pak G je zřejmě 

jednoduchá algebra. Nechť nyní obráceně je G jednoduchá a nechť G je faktorová 
algebra na G. Je-li G 7^ G, l i í l x, pak podle D 1/6 pro každé a e G platí, že G obsahuje 
jako prvek množinu {a} tvořenou jediným prvkem a, a tedy G = G m i n . 

I) 2/6: Nechť G = <G, O} je algebra a B r- 0 podmnožina v G taková, že je 
prvkem faktorové algebry G na G, tj. BeG. Nechť pro každou faktorovou algebru 
G na G platí bud 

1) G = (G) t l, f tX, t j . G je největší faktorová algebra na G nebo 
2) G obsahuje jako prvek podmnožinu B, t j . BeG. 
Pak faktorovou algebru G na G nazýváme jednoduchou vzhledem k podmnožině B. 

Je-li G jednoduchá vzhledem k některému svému prvku, pak ji nazýváme relativně 
jednoduchou. Je-li faktorová algebra jednoduchá vzhledem ke každému svému prvku, 
pak říkáme, že je jednoduch/i. 

P o z n . 1/6: Obvykle uvažujeme případ, že B je polem podalgebry 8 v G a mluvíme 
pak o faktorové algebře G jednoduché vzhledem k podalgebře B. 

V 2/6: Nechť faktorová algebra C je zákrytem faktorové algebry G na G a B 7- {}. 
podmnožina v G. Pak faktorová algebra G je jedaodu<-hd vzhledem k B tehdy a jen 
tehdy, když platí buď 

\) C = G l l i a x nebo 
2) B eC, tj. B je prvek faktorové algebry C. 
D ů k a z : a) Nechť G je jednoduchá algebra vzhledem k B a nechť G je faktorová 
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algebra na G příslušná k zákrytu C. Podle D 2/6 je buď I) G = (G) n , a x nebo 2) B e G. 
P a k je buď 1) Č = G m a x nebo 2) 5 G C . 

b) Nechť nyní faktorová algebra G není jednoduchá vzhledem k B. Pak existuje 
faktorová algebra G na G taková, že neplatí ani 1) ani 2) z D 2/6. Existuje tedy 
p r v e k I e 6 takový, že B je vlastní podmnožina v s i a sa je vlastní podmnožina v G. 
Pak faktorová algebra C, jež je zákrytem G vynuceným algebrou G, obsahuje 
prvek c = sif, a tedy zákryt Č není ani největší faktorová algebra na G ani neobsa
huje B jako prvek. Tím je věta dokázána. 

V 3/6: Nechf B # 0 je polem podalgebry 8 v algebře G a nechť faktorová algebra G 
lezici na G není jednoduchá. Rak existuje zaryt Č faktorové algebry G takový, ze 
B <= Cte C, kde Cx je vlastni podalgebra v G, B vlastni podalgebra v Cx. 

D ů k a z : Podle části b) důkazu V 2/6 obsahuje zákryt Č prvek c = sa takový, 
že c je vlastní podmnožinou v G a B vlastní podmnožina v Gx = c. Zbývá dokázat, 
že Cx = c je polem podalgebry v G. Nechf tedy OJ je libovolná v-ární operace. Pak 
pro cx = c2 = . . . = cv = c e Č existuje prvek c' G Č takový, že č.č2 • • • č,,/° = c'. 
Poněvadž však B je podalgebra v G proto BXH2 • • • B,0J c B c c P r o Bi — B2 — 
= ... = Bv = H. Jsou tedy c = Cx & c' incidentní, a proto podle definice rozkladu 
je nutně c = c. Tím je dokázáno, že C7! je polem podalgebry Cx v G. 

V 4/6: Faktorová algebra G na G je jednoduchá tehdy a jen tehdy, když pro každou 
faktorovou algebru Č, která je zákrytem G. platí buď 

1) Č = G m a x ne!3o 

2) Č = G. 
D ů k a z : Vzhledem k D 2/6 platí podle V 1/6, že G je jednoduchá faktorová algebra 

tehdy a jen tehdy, když pro každou faktorovou algebru G na G platí buď 1) G = 
— (^)max nebo 2) G = ( G ) m j n jsou jediné faktorové algebry na G. Poněvadž podle 
V 10/2 každá faktorová algebra G" na G vynucuje jistý zákryt C algebry G a obrá
ceně, je v případě 1) Č = G n i a x a v případě 2) je Č = G, čímž je věta dokázána. 

7. Řetězce faktorových algeber 

V úvahách o řetězcích faktorových algeber se poněkud odchýlíme od označení 
užívaného v práci [1] a [2]. Je-li [K] == Kx -> K2 -> . . . -> fftt řetězec rozkladů 
od A do B v množině G (B.2.5), pak množinu sKy označíme písmenem Ky a nikoliv ay, 
t j . $K„ = K.,. Analogicky píšeme sĚy = Ky, je-li Kye[K]. Je zřejmé, že tohoto 
označení budeme užívat i pro algebry. 

I) 1/7: Nechť A => B jsou podalgebry v algebře G, « přirozené číslo. Řetězcem 
faktorových algeber od A do B, stručněji řetězcem od A do B rozumíme konečnou po
sloupnost tvořenou faktorovými algebrami KX,K%, . . ., Ka, která má tyto vlastnosti: 

1. faktorová algebra Kx leží na A, 
2. pro 1 ^ y ?£ a — 1 faktorová algebra Kr+i leží na některém prvku v K 7 , 
3. BeKa. 
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Takový řetězec označujeme 

[ÍČ] =- Kx -> K2 -> . . . -> K a , stručněji [K]. (1.7) 

Všechny pojmy, které jsou definovány pro řetězce rozkladů (B.2.5 a B.4.2), se 
dají přenést na řetězce faktorových algeber, speciálně pak pojem elementárního 
řetězce a adjungováných řetězců. 

D 2/7: Nechť A je faktorová algebra, BeÁ podalgebra v algebře G a označme 
A = sA. Pak elementárním řetězcem, faktorových algeber od algebry A do B nad faktoro
vou algebrou A, stručněji elerm ízcem nad A, rozumíme řetězec faktorových 
algeber (1.7), pro nějž platí, že pro 1 <, y < <x je člen K„, zákrytem faktorové algebry 
A, = A n K,, kde K, = sK,, Kx = A. 

D 3/7: a) Nechť A = sA, B jsou podalgebry, A faktorová algebra a [K] = Kx -> 
-> K2 -> . . . -> K a elementární řetězec od A do B nad A. Budiž /? celé číslo takové, 
že 1 <. (3 ^ :%. Jsou-li splněny podmínky, že 

1) Kj = . . . = K^-! je největší faktorová algebra A m a x na algebře A, 
2) K^ je zákryt faktorové algebry A, jenž obsahuje B jako prvek, 
3) K 9 + 1 = . . . = K a je největší faktorová algebra B m a x na algebře B, 

pak řetězec [K] nazýváme elementární řetězec typu (/?) nebo kratčeji elementární 
řetězec (/?). 

V případě, že $ = 1, čteme v definici jen 2) a 3) a v případě /S = a čteme v definici 
jen 1) a 2). 

b) Je-li speciálně K/í? = A, nazýváme [K] význačný elementární řetězec typu (j3) 
od A do B nad A, stručněji význačný elementární řetězec (/5) nad A. 

P o z n . 1/7: a) Je-li speciálně řetězec [K] od A do B nad A tvořen jediným svým 
členem Kt = A, což zapisujeme [K] = {A}, pak {4} je význačný elementární řetězec. 
(1) do A do B nad A délky 1. 

b) Všimněme si, že když faktorovou algebru A nahradíme význačným elementár
ním řetězcem {/?) od A do B nad A délky v a je-li BeÁ, dostaneme týž výsledek, 
jako když sestrojíme elementární řetězec [K] = Kt - > . . . - > K a , v němž klademe 
K t = = K^_i = A m a x , K^ = A, K^+1 = . . . = K a = B m a x . 

V 1/7: Nechť A = A m a x a [K] ?e elementární řetězec od A do B nad A délky a. Pa& [K] 
?'e význačný elementární řetězec (/?) rawZ A pro jfeazďe' /?, pro nez 1 f£ /? < ,\. 

D ů k a z : Nechť [K] je elementární řetězec od A do B nad A. Je-li A = A m a x , 
pak také každý zákryt A je A m a x . t j . K,. = A l l l í lx = A. Protože fC8 E K , . , je nutně 
sK2 = K2 = A. Avšak K2 je zákrytem A2 = K2 n A = A m a x , a tedy také K2 = 
— ^max- Analogicky se dokáže, že také K3 = . . . = Ka = A, a tedy K3 = . . . = 
K« = Anax- Poněvadž BeÁ = A m a x , je nutně B = A. Jsou tedy splněny podmínky 
D 3/7 a [K] je význačný elementární řetězec (/5) od A do B nad A. 

V 2/7: NecM [K] = Kx -> -> Ktt ?e fečezec od A do B a necM A = Kx = . . . = 
= Ku = B. Paž; [K] ?'e význačný elementární řetězec (tf) wa<ž A = A m a x pro hazdé /j, 
yro wěz 1 ž ^ (v. 
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D ů k a z : Poněvadž Ka je faktorová algebra na A, K2 e K\ a K2 = A, je to možné 
tehdy a jen tehdy, když Kt = Am.AX. Analogicky se dokáže, že také K2 = A m a x , . . ., 
Ka = A I í i a x. Platí přitom vždy K^ ^ An : a x n Krj, 1 <; /? <= «., a proto je [K] elemen
tární řetězec nad A = Ani.,x, který je podle V 1/7 význačným elementárním řetězcem 
(/?) nad A. 

V 3/7: Nechť [K] ye elementární řetězec od A do B nad. A a x jeho redukovaná délka. 
Pak 

a) «' _ _ 0 , ye-li A = A l i a x , 
b) A.' > 0, ;'e-fa A =^ A ! r a x . 
D ů k a z : a) Je-li A = A,)1!lx, pak B = A, neboť B e A. Proto nutně Kx = . . . Ka = 

= A I i a x . Jsou tedy všechny členy řetězce nepodstatné a x' = 0. 
b) Je-li A 9^ A, l l i lx, pak řetězec [K] obsahuje alespoň jeden podstatný člen 

Ka =t An. ! l x. Je totiž B t Ktt a B je vlastní podalgebra v A, neboť B e A. 
V 4/7: 2Vec¥ [K] ;e elementární řetězec od A do B -/_«/ A. P«/c řetězce [K] = {A} a. [K] 

map' stejnou reduhovanoa délka lehdy a jen tehdy, když [Kj je elementární řetězec (/?) 
nad A, 1 < ^ «• 

D ů k a z : a) Nechť řetězce [K] a [K] mají stejnou redukovanou délku <x'. Podle 
pozn. 1/7 a) je délka, řetězce [Kj rovna 1, a tedy ď S 1. Je-li nyní a' = 0 , pak 
A = A í l i a x a podle V 1/7 je [K] elementární řetězec (/?) nad A. 

Nechť tedy <x = 1. Pak v elementárním řetězci [Kj je podstatný právě jeden 
člen K>, 1 ^ /? 5= \. Je-li /i < 1, pak členy K l 5 . . ., K3_j jsou nepodstatné, t j . 
Kj = . . . = K ^ = K, = A a platí KT = . . . = K , ^ = A l l ! a v . Je-li (j < a, pak 
členy K 9 + 1 , . . ., K a jsou nepodstatné, t j . K ? + 1 = . . . = K(t = B a platí K ^ + 1 = . . . = 
= K,? = B,m i x. Poněvadž K, je zákryt KH n ,4 = A a K , obsahuje B jako prvek, 
je [K] elementární řetězec (ft) nad .4. 

b) Nechť nyní [K] je elementární ř> '" ( nad A, 1 ^ /? :g ,<\.. Pak pro reduko
vanou délku <x řetězce [K] platí bud a = 0 pro B = A nebo \' = 1 pro B 7- A. 
Je-li totiž B = A, pak redukovaná délka [K] = {A} je rovna nule, neboť A = 
A,,..,,.. Je-li B vlastní podalgebra v A, pak A =£ Aniax a redukovaná délka {A} je 

rovna 1. 

V 5/7: Nechť B je podalgebra r G a nechť je prvkem, faktorové algebry A v G. Nechť [K] 
je elementární řetězec od A = sA do B >?«ri A. Prti; [K] yp elementární řetězec (/?) w«l 
A íe/iř/;?/ « yew le/kt?/, &<%£ A y> jednoduchá faktorová algebra vzhledem k B. 

D ů k a z : a) Nechť A je jednoduchá faktorová algebra vzhledem k B a [K] = 
= Kj -> . . . -> K a elementární řetězec nad A. Je-li nyní Á = A m a x , pak podle V 1/7 
je [K] dokonce význačný elementární řetězec ((i) nad A pro každé /?, 1 <; /? < a. 
Nechť tedy A ^ Amax. Pak B je vlastní podalgebra v A. Poněvadž A je jednoduchá 
vzhledem k B, pak podle V 2/6 jediné možné zákryty A jsou buď C = Ámax nebo 
takový zákryt C, že BeC. Pro určité /?, 1 <. /8 ^ x, platí pak rovnosti A = Kx = 
=_. . . . = Kp, avšak K m je vlastní podalgebrou v K>. Odtud plyne, že Kt = . . . ~ 
= K/ř_1 = A m a x . Poněvadž jednak A, -— K 7 n A = A a jednak K9 > 4^, proto 

56 



podle V 2/6 obsahuje faktorová algebra Kft jako prvek algebru B. Je-li nyní (i < <%, 
pak B = Kft+1 = . . . — Ka =3 B, a tedy Kft+1 = . . . = Ka = B m a x a [K] je elemen
tární řetězec (/?) nad A. 

b) Nechť nyní faktorová algebra 4 není jednoduchá vzhledem k B. Pak podle V 3/6 
existuje zákryt C algebry 4 takový, že B c Cl e Č. Přitom B je vlastní podalgebra 
v Cj a C x je vlastní podalgebra v C = A. Položme K\ = Č, K2 = Cx n A. Pak 
B G K2 a řetězec [K] = Kx -> K2 je sice elementární řetězec nad A, není však ele
mentární řetězec typu (/?), neboť K2 není ani zákrytem 4 ani není K2 = Bn a x . Tím 
je věta dokázána. 

V 6/7: A ! rav G,BeA. Pak každý el m > t rm 
řetězec [K] od A = s4 do B watíř .4 ?e význačným elementárním řetězcem (/?) waá 4 
řeMy a yen čeM?/, když Á je jed/noduchá faktorová algebra. 

D ů k a z : Užijeme označení z důkazu předešlé věty. Podle předpokladu je B e A. 
a) Nechť 4 je jed noduchá vzhledem k B a podle 
části a) důkazu V 5/7, je [K] elementární řetězec (/i) nad 4, který je pro 4 = 4 ] l i a x 

dokonce význačný. Z V 4/6 plyne, že pro každý zákryt K,, 1 <, /j <, x, algebry 4 
platí buď K9 — 4 m a x nebo K^ = 4. V každém případě je tedy [K] význačný elemen
tární řetězec (/?). 

b) Není-li 4 jednoduchá faktorová algebra, pak podle V 1/6 není 4 = 4 n , a x . 
Avšak podle téže věty pro 4 =£ 4,„ax neexistuje zákryt K, ^ 4 tak, že by platilo 

K, = 4 , a tedy žádný elementární řetězec [K] od 4 do B nad 4 není význačný. 

8. Izomorfní řetězce 

1) 1/8: Nechť [K] = K- -> -> Krt je řetězec od 4 do B a [L] = Lx -> . . . ~> Lft 

řetězec od C do D v algebře G, A => B, C >̂ D nechť jsou podalgebry v G. Nechť 
existuje prosté zobrazení i členů řetězce [K] na členy řetězce [í] těchto vlastností: 

a) je-ii faktorová algebra L,, obrazem faktorové algebry K„ v zobrazení i, 
t j . iK„, = £,.,, pak existuje izomorfní zobrazení i„ faktorové algebry K, na fakto

rovou algebru 1,, a 

b) obrazem prvku K,,+1 = sK./+1 e ~K\, v izomorfismu i., je podmnožina L(Hl = 

= s i ( H l e L ( H t j . U L + 1 = Ld+1 pro 1 í y fg y i ^ ó S (l K a f l = B, L,+1 = D. 

Pak říkáme, že řetězce [K] a [ i] jsou izomorfní a zobrazení i nazýváme .s'?jwe zobra
zení [K] na [L]. 

V 1/8: D. a , (, i,i, i h 

Důkaz je zřejmý. 

V 2/8: Nechť [K], [L] ?'sow izomorfní řetězce v algebře G délky oc ^ 1. Pak mají 
stejnou redukovanou délku a redukované řetězce jsou izomorfní. 

D ů k a z : Podle V 1/8 mají izomorfní řetězce [K], [L] stejnou délku v ^ 1. Každému 
nepodstatnému členu řetězce [K] je v silném zobrazení přiřazen nepodstatný člen 
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v [L]. Je-li « > l a vynecháme-li sobě odpovídající nepodstatné členy, pak reduko
vané řetězce jsou opět izomorfní a mají tedy stejnou redukovanou délku. 

D 2/8: Nechť A => B, C => D jsou podalgebry a [K] = KT -> . . . ->K a řetězec 
od A do B, [ £ ] = = £ - . - > . . . -> £^ řetězec od C do D. Říkáme, že řetězce [K], [£] 

jsou spřazené, když 
1) existuje prosté zobrazení i členů řetězce [K] na členy řetězce [£] takové, že když 

2) faktorová algebra L(. je obrazem faktorové algebry K., v zobrazení i, pak 

K., a L$ jsou spřazené faktorové algebry a 
3) K . H 1 n L , + 1 ^ 0 

pro 1 ^ y ^ a, 1 ^ <5 ^ fi, Ka+1 = B, L < m = D. 

V 3/8: Nec/i!/ [K], [L] /SOM spřazené řetězce v algebře G. Pak existuje silné zobrazeni 
[K] ÍMÍ [£], ?'e/i02 konstrukce je popsána v důkazu věty a řetězce [K], [L] /sow izomorfní. 

D ů k a z : Podle D 2/8 existuje prosté zobrazení i členů řetězce [K] na členy řetězce 
[£]. Je-li iK., = L(5, pak faktorové algebry K, a L(, jsou spřazené. Podle V 5/4 existuje 
tedy izomorfní zobrazení i., faktorové algebry K, na faktorovou algebru L(5 a tento 
izomorfismus je dán incidencí prvků. Poněvadž je K,,+1 n L(,+1 ^ 0, je i / K / + 1 = 
= Ld+1. Je tedy i silné zobrazení [K] na [L] a uvažované řetězce jsou izomorfní. 

V 4/8: NecM A, C jsou faktorové algebry v G a nechť pro podalgebry B, D, jejichž 
pole jsou B, D, platí Be A, D e C Existuje-li izomorfní zobrazení iA na Č takové, 
ze \B = D, pak řetězce [K] = {,4}, [L] = {Č} jsou izomorfní. 

Důkaz je zřejmý. 

V 5/8: NecM A, C jsou faktorové algebry, B, D podalgebry v G takové, ze BeA, 
D G Č. NecM existuje izomorfní zobrazení i algebry A na algebru C takové, že iB — D. 
NecM dále existuje elementární řetězec [K] = Kx -> . . . ->K a OÍČ 4 do B naá 4. Pak 
existuje elementární řetězec [L] od C do D nad Č, který je izomorfní s [K] a jehož kon
strukce je popsána v části a) důkazu věty. 

D ů k a z : a) Podle V 4/8 jsou řetězce {A} a {Č} izomorfní. Podle definice elementár
ního řetězce je faktorová algebra K.,, 1 fí y S a, zákrytem faktorové algebry A., = 
= A n K,. Nechť Ay je faktorová algebra na Av příslušná zákrytu K,. Poněvadž 
K.,+1 G K,, a Ay+1 = 4 n K,+ 1,.proto je 4,,+1 G 4.,. Pro y = ,* pak máme 4 a + 1 = {B}, 
neboť 4 a + 1 = K a + 1 n A = B n 4. Nyní definujeme faktorové algebry C.,, C,, £,, 

pro 1 5S y ^ a takto: C, = i4., v izomorfismu i. Položíme-li C, = sC, , pak je 

C, = C, n C, Cj = C . V rozšířeném izomorfismu i platí podle V 6/5, že C, = i4(, 
je faktorová algebra na Cy. Poněvadž i4. / + 1 = Č./+1 a 4, / + 1 G Áy, proto také Č./+1 G C, 
a C f t + 1 = { D } . Nechť nyní faktorová algebra £., je zákrytem faktorové algebry C, 

vynuceným faktorovou algebrou Čy a nechť La+1 = D. Poněvadž C , , + 1 G C , , proto 
také Ly+1 e Ly a [L] = Lt -> . . . -> £a je elementární řetězec od C do D nad C. 

b) Nyní definujeme silné zobrazení řetězce [K] na [L] tak, že faktorové algebře Ky 

přiřadíme člen £./5 1 <; y ^ oc. Podle V 6/5 existuje izomorfní zobrazení i., algebry K, 

na L.,, v němž se každý prvek xeKy, x = sa, l e i , , zobrazí na prvek yeLy, 
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pro který y = se, c e Č . „ kde č = \á, t j . i?x = i.,(sa) = s(ieř) = se = y. Speciálně 
pak je i ; /K ; f+1 = L./+1, a tedy řetězce [K] a [L] jsou izomorfní. 

V 6/8: Nechť jsou splněny podmínky a nechť platí označeni z V 5/8. Nec/¥ [K] — 

= Kx -> , . . -> Ka je elementárni řetězec (/?) od A do B nad A. Pak řetězec [L] = 
= Lj -> . . . -> La 2 F 5/8 je elementárni řetězec ((i). Je-li [K] dokonce význačný ele
mentárni řetězec, (/?), pak [L] je také význmný elementární řetězec (/?). 

D ů k a z : Je-li [K] elementární řetězec (/?) nad 4 a ^ > l ({$ < oc), pak Kx = 
= . . . = kj-^K.^ = . . . - = K a) je největší faktorová algebra na .4 (B), a proto 
také Lj = . . . = L/9_1(L?+1 = . . . = La) je největší faktorová algebra na C (D). 
Dále je .4^ = Kfi n .4 = 4 a poněvadž B e K ^ , je {B}e A9, kde Ag je faktorová 
algebra na A9 příslušná k zákrytu ks. Proto je iÁ3 = Cfi = i4 = C a {iB} = {D} e 
e C 9 = iÁ?, Lp je tedy zákryt Č a obsahuje jako prvek D. Tím je ukázáno, že [L] 
je elementární řetězec (//). 

Je-li nyní [K] význačný elementární řetězec (/?), t j . když K^ = 4, pak .49 je nej
menší faktorová algebra na A, a tedy C? je nejmenší faktorová algebra na Č. Odtud 
plyne, že L? = C a [L] je pak význačný elementární řetězec (/?) nad C a věta je 
dokázána. 

I) 3/8: Nechť [K] = Kj -> . . . -> Ka je řetězec faktorových algeber od .4 do B v G. 
Zjemněnim řetězce [K] rozumíme řetězec [K] od -4 do B, [K] = K n - > . . . - > K^^-i -> 
-> K1)/h -> K2 1 - > . . . - > Ka.^g-i -> K2j/?2 - > . . . - > Kaj/? té vlastnosti, že pro y = 
= 1, 2, . . ., a. částečný řetězec [K;f] = K.fl -> . . . ->K ;, ir f je elementární řetězec 
od Kr do K + 1 nad Kv; /91? /?2, . . .,/?„ jsou přirozená čísla. 

P o z n . 1/8: a) Každé zjemnění řetězce [K] tedy dostaneme, když každý člen K.,, 
1 ^ y ^ a, řetězce [K] nahradíme elementárním řetězcem od Kr do K v + 1 nad K.,. 

b) Tak když napříldad každý člen řetězce [K] nahradíme elementárním řetězcem 
skládajícím se z tohoto členu, obdržíme opět řetězec [K]. Vidíme, že řetězec [K] 
je současně svým vlastním zjemněním. Jinými slovy, nahradíme-li každou faktorovou 
algebru K v řetězci [K] význačným elementárním řetězcem (1) od K do K.f+1 délky 1. 
dostaneme opět řetězec [K]. 

c) Každé prodloužení [K] řetězce [K] (B.2.5) je jeho zjemněním. 
P o z n . 2/8: Všimněme si, že redukovaná délka zjemnění řetězce [K] je rovna 

součtu redukovaných délek jednotlivých elementárních, řetězců. Tato redukovaná 
délka je alespoň rovna redukované délce řetězce [K] (viz B.2.5). 

V 7/8: Nechť [K], [L] jsou izomorfní řetězce v G délky <v H a nechť existuje zjemnění 
[K] řetězce [K], Pak existuje zjemnění [L] řetězce [L] takové, ze [K] a [L] jsou izomorfní 
řetězce. 

D ů k a z : Nechť [K.J = Kyl -> . . . -> K/j/? , 1 < y < oc, je elementární řetězec 
od K?, do K.,+1 nad K r patřící do zjemnění [K] řetězce [K]. Poněvadž [K] je řetězec 
izomorfní s [LI, odpovídá v silném zobrazení i členu K7 e [K] člen L,, e [L] a existuje 
izomorfní zobrazení i, faktorové algebry K;/ na faktorovou algebru Ld takové, že 
\rKy+1 = L(,+1. Podle V 5/8 existuje elementární řetězec [Ló] od L(, do L6+í nad Lt,, 
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který je izomorfní s řetězcem [K„] pro I :£ y ^ a. Nahradíme-li nyní v řetězci [L] 
faktorovou algebru L(, elementárním řetězcem [L()], 1 ^ Ó ^ ,\, dostaneme zjemnění 
[L] řetězce [L], a řetězec [L] je izomorfní s [K]. 

9. Relativně jednoduché a jednoduché řetězce 

1) 1/9: Nechť A => B jsou podalgebry v G a nechť [K] = K, > . . . -> Ku je řetězec 
faktorových algeber od A do B. Nechť každý člen K„ e [K], J ^ }' ^ v, je jednoduchá 
faktorová algebra vzhledem k K„ + 1 = sK„+ 1, K i í U = B. Pak r 
je relativně jednoduchý. Je-li každá faktorová algebra K., e [K] jednoduchá, pak 
řetězec [K] nazýváme jednoduchý. 

Y I '9 : ! -VÍ// /a r/c , " . < |K] <><! A do B v algebh G /.. ;.• . •> .• 
" ••.' '•- .. /' t-tď-jr [K\ je relafir)iř jednoduchý. 

D ů k a z : a) Nechť [K] je relativně jednoduchý řetězec. Poněvadž podle pozn. 1/8 
je každý řetězec sám svým zjemněním, stačí dokázat, že každé zjemnění [K] řetězce 
[K] má stejnou redukovanou délku jako [K]. Jak víme, zjemnění [K] řetězce [K] 
dostaneme, když každý člen K, e [K] nahradíme vhodným elementárním řetězcem 
[K„] od K„ do K„+ 1 nad K,,. Poněvadž K, je jednoduchá faktorová algebra vzhledem 
k algebře K,+ 1, je podle V 5/7 řetězec [K,] elementární řetězec (Ji) nad K.,. Jeho 
redukovaná délka je pak podle V 4/7 rovna redukované délce řetězce {K,}. Podle 
pozn. 2/8 je redukovaná délka řetězce [K] rovna součtu redukovaných délek jednotli
vých řetězců [K„] a redukovaná délka řetězce [K] je rovna součtu redukovaných 
délek řetězců {K„}. Proto řetězce [K] a [K] mají stejnou redukovanou délku. 

b) Nechť nyní zjemnění [K] má stejnou redukovanou délku jako řetězec [K], 
Nechť [K„] je Částečn clen n.i < •• .•'••.• zjemnění [K] od K„ do K,+ 1 nad K, G [K]. 
Pak jeho redukovaná délka je rovna redukované déle< 
Podle V 4/7 je [K.,] elementární řetězec (fi) od K„ do K,_..1 nad K„ a tedy podle V 5/7 
je K, jednoduchá faktorová algebra vzhledem ke K,+1 a věta je dokázána. 

V 2/9: Řetězec [K] od A do B v algebře G \< jalnodvelí j ť ' • • . . 
zjemnění [K] řetězce [K] je jeho 'prodloužením. 

D ů k a z : a) Nechť [K] je zjemnění jednoduchého řetězce [K] od A do B. To znamená, 
že každý člen K„ řetězce [K] je nahrazen elementárním řetězcem [K„] od K, do 
K,+ 1, 1 ^ / S -v. Podle V 6/7 je každý elementární řetězec [K„] význačný elemen
tární řetězec (fi) nad K„, tj. platí vztahy 

K ; 1 = . . . = K „ , , „ X (1.9) 

je největší faktorová algebra (K„)„ ř)X na algebře K,,, K,o = K 7, K 7 ; / í + 1 = . . . = K,/)(/? 

je největší faktorová algebra na algebře K.,+1, a tedy [K„] je prodloužením řetězce 
{K.,}, [K] pak prodloužením řetězce [K]. 

b) Nechť nyní [K] je prodloužením řetězce [K]. Pak k.i uv řetězec [K„] 
z [K], který je prodloužením řetězce {K,,}, splňuje podmínky (1.9) a [K„] je význačný 
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elementární řetězec (($) od K, do K,+ 1 nad K,. Pak podle V 6/7 je K, jednoduchá 
faktorová algebra pro 1 <; y <; a, a tedy řetězec [K] je jednoduchý. 

V 3/9: NecM [K] a [L] jsou izomorfní řetězce v algebře G a nechť [K] je relativně 
jednoduchý. Pak řetězec [L] je rovněž relativně jednoduchý. 

D ů k a z : Podle V 2/8 mají izomorfní řetězce [K] a [L] stejnou redukovanou délku od. 
Kdyby nyní řetězec [L] nebyl relativně jednoduchý, existovalo by podle V 1/9 
zjemnění [L] řetězce [L], jehož redukovaná délka />" by byla větší než ,x'. Avšak 
podle V 7/8 existuje zjemnění [K] řetězce [K], jež je izomorfní s [L] a má tedy reduko
vanou délku />". Podle V 1/9 je však redukovaná délka zjemnění [K] rovna od. Není 
však možné, aby řetězec [K] měl dvě různé redukované délky od =£ fi', a proto [L] 

je relativně jednoduchý řetězec. 

10. Adjungované řetězce 

I) 1/10: Nechť A =5 B, C 3 D jsou podalgebry v algebře G a [K] = Kj -> . . . -> 
-> K„ řetězec faktorových algeber od A do B, [£] = Lx -> . . . L., řetězec faktorových 
algeber od C do D. Jsou-li splněny podmínky 

1) A = C, B = D, 
2) každé dva členy K.,, L(> jsou adjungované faktorové algebry vzhledem ke K.,+1, 

--(5+1 P ť o 7 : : = 1, • • •• «; (5 = 1 , . . . , /?, přičemž K u + 1 = B, L + f l = D, pak řetězce 
[K], [l] se nazývají adjungované. 

V 1/10: Nec/¥ [K], [L] ysťwt adjungované řetězce v G. Pa& mají* spřazená zjemnění, 
je jich: h " " 'liilazu věty. 

D ů k a z : Podle předpokladu jsou faktorové algebry K.,, L(1 adjungovány vzhledem 
ke K,+ 1 resp. k L(Vf l pro y = 1, . . .,a', S = 1, . . ., /?. Položíme K.,r = L,, C K.,, 
i f b . = K.; C Lf. pro x = 1, . . ., a. + 1: v = 1, . . . , /? -f- 1 a K.,r, L,,,, jsou faktorové 
algebry v G podle V 5/2, dále K.,,,, = sK,,v, Ldx = sL f e jsou podalgebry v G podle 
V 3/2. Poněvadž řetězce [K], [L] mají. tytéž konce, t j . poněvadž K1 = A = L^, 
K a + 1 = B = L ? + 1 , proto platí 

K r l = L1 C K., = K, C K,, = K,, L 7 l == Kx c L(, = L, C ld = Lfí. (1.10) 

K ;,„ í+1 = s ( L m C K;,) = s(K a + 1 c K;.) = K ; ( + 1, 

-*,«+i =- s(K a + 1 C L(,) = s ( L m C ió) = L<5+1. 

Nyní podle Y 9/2 existují spřažcné faktorové algebry K./(5, L(V,, jež jsou zákryty 
faktorových algeber K;/<5, LíV/ takové, že K, i ( ) + 1 eK, ( , , L ^ - ^ e L(,;, a že algebry K , , ( H I 
a L(5;,+1 jsou incidentní. Poněvadž pro 1 S <5 ^ /? je faktorová algebra K.,,, = L(5 C K., 
tvořena všemi prvky ayeK., incidentními s Ló, proto je K/f, <= K,, a tedy také 
Ár<) = K.,(, n K., = KvS. Pak faktorová algebra K.,d, která je zákrytem K.,(5 je rovněž 
zákrytem Á.,d. Nyní je [KA/] = K 7 l - > . . . -> K7/9 elementární řetězec od K,, do 
K / + 1 nad K.,. Analogicky [L,,] = Lól - > . . . - > L^a je elementární řetězec od L,5 do 
l d + 1 nad L(, a řetězce [K,,], [L(,] jsou spřažené. 
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Pak řetězce [K] = K n -> . . . -> K v ~> K2 1 -» . . . -> Ka/?, [L] = L u -> . .. -^ 
-> L l u -> L21 -> . . . ~> L,?a jsou zjemnění řetězců [K], [L]. Tato zjemnění jsou spřa-
žená. Existuje totiž prosté zobrazení i řetězce [K] na [L] takové, že členu KV(J přiřa
zuje člen Ldy pro y = 1, . . .,<%; (5 = 1, . . . , /?. Faktorové algebry K.,í5, L(V, jsou 
spřažené a pro K,v,+ 1 e K,,(5, L(V.,+1 e L(,;, platí K. v,+ 1 n Í- { V / + 1 ^ 0. Jsou tedy splněny 
podmínky D 2/8 a věta je dokázána. 

V 2/10: (Zobecněná věta ScJireierova): Každé dva adjungované řetězce [K], [£.] 

faktorovýcJi algeber v G mají izomorfní zjemnění [K], [L]. Řetězce [K], [L] maj* stejnou 
délku a i • hrazení sobě odpovídající, faktorové «!,<< • , - o mor f ní. 

D ů k a z : Podle V 1/10 existují spřažená zjemnění [K], [L] řetězců [K], [L] a podle 
V 3/8 jsou řetězce [K], [L] izomorfní a sobě odpovídající členy v silném zobrazení 
jsou izomorfní faktorové algebry. Podle V 1/8 mají řetězce [K], [L] stejnou délku. 

V 3/10: NecJiť [K], [L] jsou adjungované fetězce v G a necJiť [K] je relativně jed-
noditcJt/ý. Pak i<\hiJc<>> <>•> < • •<<< :< e [K\ není w <- " ' t; .•:;•, i I. • . hlězce[L\. 

D ů k a z : Nechť % je redukovaná délka řetězce [K] a /?' redukovaná délka řetězce [L]. 
Podle V 2/10 mají řetězce [K] a [L] izomorfní zjemnění [K], [L], která mají stejnou 
délku, a tedy podle V 2/8 také stejnou redukovanou délku y'. Podle V 1 /9 je ,%' = y' 
a dále je />' <; y', a tedy />" ^ «'. 

V 4/10: Každé dva adjungovan< relutivuě jednoduché fetězce [K], [L] mají stejnou 
redukovanou délku. 

D ů k a z : Nechť a je redukovaná délka [K], /?' je redukovaná délka [L]. Pak 
podle V 3/10 je jednak % S p' a jednak (3' S (\ , což dává a' = /?'. 

D 2/10: Nechť [K] je relativně jednoduchý řetězec bez opakování od podalgebry A 
do podalgebry B v G. Pak [K] nazýváme kompozičním řetězcem podalgebry .A vzhledem 
k B v algebře G. 

V 5/10: NecJd [K] ?'e fetězce bez opakování od A do B v G. Pak každé jeho zjemnění [K] 
je jeho prodloužením tehdy a jen tehdy, když [K] /e relativně jednoduchý. 

D ů k a z : Podle V 1/9 zjemnění [K] má stejnou redukovanou délku jako řetězce [K] 
tehdy a jen tehdy, když [K] je relativně jednoduchý. Podle předpokladu je reduko
vaná délka % řetězce [K] rovna jeho délce a, t j . a = a, a tedy každé zjemnění [K] 
má redukovanou délku % právě tehdy, když [K] je relativně jednoduchý. Řetězec [K] 
má délku /? > % tehdy a jen tehdy, když je to řetězec s opakováním, t j . když [K] 
je prodloužením řetězce [K], 

V 6/10: NecJď [K] = K^ -> . . . -> K a je kompozici í 1 vzJiledem Je B. 
Pak podalgebra K.,+1 _/e ylt/?/ vlastní podalgebrou v algebře Ky,y = 1, . . ., a, K a + 1 = B 

4 = Kx => K2 => . . . D ř ( a 3 8, (1.10 

D ů k a z : Poněvadž každý člen řetězce [K] je podstatný, je Ky+1 vlastní podmnožina 
v K, pro y = 1, . . . , a (B.2.5), přičemž K, je podalgebra v G podle V 3/2 a věta je 
dokázána. 
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V 7/10 (Zobecněná věta Jordán—Hólderova): Nechť [K], [L] jsou kompoziční. 
adjungované řetězce podalgebry A vzhledem k podalgebře B v G. Pak [K] a [L] jsou 
izomorfní. 

D ů k a z : Podle Y 2/10 mají řetězce [K], [1] izomorfní zjemnění [K], [£.]. Podle V 2/8 

mají řetězce [K], [L] stejnou redukovanou délku a redukované řetězce jsou izomorfní. 
Podle V 5/10 a D 2/10 je [K] redukovaný řetězec řetězce [K], [L] pak redukovaný 
řetězec řetězce [L], a tedy [K] a [1] jsou izomorfní. 

V 8/10: NecM existuje kompoziční řetězec [K] podalgebry A vzhledem k B a nechť [L] 
je řetězec od A do B adjungovaný s [K]. Pak existuje zjemnění [L] řetězce [L] takové, 
že [L] je kompoziční řetězec podalgebry A vzhledem k B a izomorfní s [K]. Redukovaná 
délka [L] není < < \a řetězce [K]. 

D ů k a z : Podle V 3/10 redukovaná délka [L] není větší než délka řetězce [K] 
který je relativně jednodueh\ • k tornu, 
že [K], [L] jsou adjungované řetězce, existují,podle V 2/10 jejich izomorfní zjemnění 
[K], [LJ. Podle V 2/8 mají řetězce [K], [1-,] stejnou redukovanou délku a jejich redu
kované řetězce jsou izomorfní. Avšak vzhledem k V 5/10 je [K] redukovaný řetězec 
řetězce [K], a tedy izomorfní s řetězcem [L], jenž vznikl z [LJ vynecháním nepodstat
ných členů. Z toho, že řetězce [K] a [L] jsou izomorfní plyne, že každý člen L, řetězce 
[I] je podstatný a jednoduchá faktorová algebra vzhledem k L.l+l, y — 1, . . ., ,\. 
Kdyby totiž člen I.,, jenž je obrazem členu K., v silném zobrazení i, nebyl buď 
podstatný nebo jednoduchou algebrou vzhledem k L.t+1, pak v silném inverzním 
zobrazení i - 1 faktorové algebře L, odpovídá algebra K„ a v inversním izomorfismu i -* 
algebry L7 na Ky odpovídá algebře L v + 1 algebra K.,+1. Pak by buď K, nebyl podstatný 
člen nebo jednoduchá faktorová algebra vzhledem ke K.,+1, což je spor a věta je 
dokázána. 

1 1 . Algebry a operátory 

Teorie grupoidů a grup s oj)erátory vede k myšlence vyčlenit z univerzálních 
algeber ty, jejichž množina operací Q obsahuje podmnožinu E unárních operací 
určité vlastnosti. Tato část práce obsahuje jen náznakově, jak by bylo možno 
celou teorii rozvinout, a proto si nečiní nárok na úplnost. Současně se ukazuje, že 
specializací systému operací Q dospějeme k výsledkům, jež jsou obsaženy v práci [11] 
a týkají se množin a grupoidů s operátory. 

Tak, uvažujeme-li že systém operací Q obsahuje pouze unární operace, dostáváme 
věty týkající se množin s ojjerátory, přípustných rozkladů a .Q-zobrazení. Pro 
přehlednost budeme množinu unárních operací, které j>ak nazýváme ojjerátory, 
značit E, kdežto v práci [11] je tato množina značena Q. 

D 1/11: Nechť je dána algebra G = (G, Q), A = (A, Q} podalgebra a B vytvořu
jící rozklad, který je polem faktorové algebry B — <H, Q). Nechť systém operací Q 
obsahuje jen unární operace o, jejichž množinu označíme Z, t j . Q — E. Pak říkáme, 
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že E je oborem operátorů a G množina s oborem operátorů E, A je přípustná podmnožina 
a B přípustný rozklad, což značíme GjE, A\E, B\E. Operace a e E nazýváme operá
tory, přesněji pravými či levými operátory podle toho, zda operace a je psána vpravo 
či vlevo od prvku z G. 

Pro stručnost budeme mluvit jen o operátorech, i když v našem případě jde 
o pravé operátory. Je zřejmé, že všechny věty týkající se univerzálních algeber se 
dají bezprostředně přenést na množiny s operátory, uvážíme-li důsledky plynoucí 
z definice D l / l i . Ukázkově si uvedeme některé věty. 

V 1/11: Nechtl M je množina indexů, A- přípustné podmnožiny v G\E, ieM. 
Pak veprfi: •• •., :•• ik A = f] A-, ieM, je přípustná podmnožina v G. 

Důkaz plyne z V 2/1, vezměme-li v úvahu D 1/11. 
Všimněme si, že pro každý prvek á z přípustného rozkladu A\E v GjE existuje 

prvek b e A tak, že áa <= h, ad = h pro každý operátor a e E a jemu odpovídající 
operátor aeE. V práci [11] je místo fia psáno á • a (tečka nahoře). Pak můžeme 
snadno interpretovat všechny věty z odstavce 2 o faktorových algebrách. Tak 
na příklad V 3/2 dává větu 

V 2/11: NecM /i je přípustný rozklad r G/E. Pak s/í je přípuMná podmnožina 
v G a A je přípustný rozklad na s//. 

Z věty V 4/2 plyne 
V 3/1 I: Jsou-li A., li přípustné rozklady r G\E a je-li S/.Í n s/>' -f- 0, pak obal H Z. A 

a prii sek ÍJ n í j-(.a přípustné rozklady. 
V 4/11: Je-li B přípustná podmnožina a A přípustný rozklad v G/E a B n nA # 0, 

pak obal B C A a, průsek B n A jsou přípustné rozklady v G. 
Důkaz plyne z V 5/2. 
Podobně z vět V 7/2 a V 8/2 plyne věta 
V 5/1! : Nechť I. li j.-o-< pí-p>' int o ť.Uuf, nu :in>;f>né G\E. Pak jcy.cu "erncu i 

"• ' ' ' <",/( | ' | M •'/ , ' i po1 KIÍ jthiutni ( /, /•') jsou přípustm rozklady. 
Stejně tak se dají formulovat pro přípustné rozklady věty V 6/2 a V 9/2. Jako 

příklad RÍ uvedeme formulaci V 10/2. Tím dostáváme větu 
V 6/11: NecM B je přípustný rozklad na množině GjE, nechť B je rozklad na B a A 

zákryt rozkladu B vynucený rozkladem B. Pak rozklad, A je přípustný tehdy a jen tehdy, 
B je přípustný rozklad na B. 

Dále již nebudeme tuto aplikaci na množiny s operátory rozvádět, jen si všimněme, 
že deformace d množiny AjE na B\E nabývá tvaru (da) a — d(aa), a e A, aeE, 
a tato deformace je v práci [11] označena jako 27-zobrazení. Tak se snadno dají 
přenést věty týkající se deformace algeber, izomorřismu a rozšířené deformace na 
2'-zobrazení množin s operátory, jak jsou uvedeny v práci [11], resp. pokud v této 
práci uvedeny nejsou, můžeme je snadno formulovat. 

Úmluva 1/11; Všude dále předpokládáme, že systém operací Q obsahuje kromě 
oboru operátorů E alespoň jednu operaci typu v ^ 2. 

1) 2/11: Nechť G = (G, Q) je univerzální algebra a nechť Q obsahuje alespoň 
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jednu operaci co typu ^ 2 a neprázdnou podmnožinu Z unárních operací takovou, 
le pro každou r-ární operaci co e Q a každou operaci cr e 27, a ^ co, platí vztah 

(axa2 ... avco) a = (axa)(a2a) ... (ava) a) (1.11) 

pro každou v-člennou posloupnost prvků %, a 2 5 . . . , <*v e G. Pak říkáme, že algebra 
G = (G, Q) má obor operátorů Z, což značíme G/27 = (GjE, Q). Podalgebra B = 
= <B, Q) v GjE se nazývá přípustnou podalgebrou a píšeme B/27. 

Pro přípustnou podalgebru B zřejmě platí Ba <= B pro každé a e 27 vzhledem 
k V 1/1. 

V 7/11: Nec/¥ ,4 = <A, .Q> ?*e faktorová algebra v algebře G/Z = <<7/27, Q). Pak 
algebra A má rovněž obor operátorů Z a pro každou v-ární operaci co EQ, o e Z a libo
volné prvky ax,a2, . . ., av 6 A platí 

(axa2 . . . avco) a = (axa)(a2a) . . . (a.,a) co, (2-11) 

přičemž operace co, a splňují podmínky definice D 2j2. 
D ů k a z : Nechť áxá2 . .. ávco <=• á = áxá2 ... ávco, áua c: au = ája, /u = 1, 

2, . . . , v. Nechť a^ e á~u, pak podle (1.11) platí (axa2 . . . at,co) a = (axa)(a2a) . . . 
. .. (ava) OJ a je tedy 

(áxá2 .. . ávco) a = (áxa)(á2a) ... (ava) co. (3.11) 

Je-li nyní á\á'% . . . ávco c: á' = axa2 ... avd), pak jsou prvky á &, a' incidentní vzhle
dem k (3.11), a tedy á = a', což znamená, že platí vztah (2.11). 

Věta V 7/11 nás opravňuje mluvit o přípustné faktorové algebře v G/Z. To znamená, 
že všechny věty o algebrách a faktorových algebrách z odstavce 1 a 2 se dají přenést 
na algebry s operátory a přípustné faktorové algebry. Dále si ještě všimneme de
formace algeber s operátory. 

V 8/11: Nechť d je deformace algebry G = (G, Q) do algebry G* = (G*, Q) 
a nechť obě algebry mají týž obor operátorů Z c: Q. Pak pro Jcaždý operátor a e Z 
a Jcaždý prvek aE G platí 

á(aa) = (áa) a. (4.11) 

Mluvíme pak o Z-deformaci GjZ do G*jZ. 
D ů k a z : Vztah (4.11) je zřejmě správný podle D 2/3, neboť 27 c Q. 
Název 27-deformace používáme místo delšího názvu operátor-homomorfní zobra

zení. Podobně mluvíme o operátor-izomorfismu či kratceji o 27-izomorfismu. Zřejmě 
zase všechny věty z odstavce 3, 4 a 5. se dají formulovat pro algebry s operátory, 
jen když si uvědomíme, že je správná věta 

V 9/11: Necld existuje Z-deforniace d algebry G/Z na algebru G*jZ. Pale faJctorová 
algebra Ď příslušná k Z-defomiaci á je přípustná. 

D ů k a z : Z V 4/3 víme, že deformační rozklad Ď je vytvořující a tedy polem 
faktorové algebry Ď = <7), Q) a z V 7/11 plyne, že faktorová algebra Ď je přípustná. 

Stejně jako V 4/3 se dají formulovat i ostatní věty o 27-deformaci, 27-izomorfismu 
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a rozšířené E-deformaci, které dostaneme příslušnou interpretací z vět odstavce 

3, 4 a 5. Formulaci těchto vět stejně jako vět z odst. 6—10 nebudeme provádět. 

Obsahuje-1 i systém operací Q univerzální algebry G kromě oboru operátorů E 

jedinou binární operaci psanou jako násobení, t j . místo ahco píšeme pouze a , b 

nebo ještě kratčeji ob, a, be G, pak platí (ab) a = (aa)(ba) a mluvíme o grupoidu G 

$ oborem operátorů E. Místo o připustíte faktorové algebře AjE v GjE mluvíme o pří

pustném faMoroidu AjE. Píšeme-li místo áa pouze ď a (tečka nahoře) resp. á°a, 

pak jej značíme jen AjE. Pak věty odvozené v odstavci 1 až 4 dávají věty 

o grupoidech s operátory, jež jsou obsaženy v práci [11]. Samozřejmě také odst. 5 

v této interpretaci dává věty o rozšíř< , lů, kdežto odst. 6 až 10 

dávají pak věty o řetězcích přípustných faktoroidů v gm | »<•••'• 1 . < > .- ií >< a v tomto 

smyslu jso • risi užším zobecněním práce [3]. 
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Резюме 

У Н И В Е Р С А Л Ь И Ы Е АЛ ГЕ В Р Ы 

ЛА Д 11С ЛАВ С Е ДЛА ЧЕ К 

Обобщением известных понятий как группоид, полугруппа, группа и так 
далее приходим к понятию универсальной алгебры, которая часто назы
вается абстрактной алгеброй или просто только алгеброй. В отличии от 
других работ о универсальных алгебрах, которые исходят из понятия 
зквиваленции и конгруенции, в настоящей работе строится теория универ
сальных алгебр на основе теории разбиения на множестве и теории цепного 
разбиения, как они приведены в работах [1], [2] и [3]. Такой подход дает 
возможность например формулировать теорему об изоморфизме алгебр, 
которым в теории групп соответствуют теоремы об изоморфизме групп, без 
всяких затруднений. Также и теория цепей дает возможность формулиро
вать обобщенную теорему Шрейбера и Жордан-Гелер. 

Настоящую работу можно в основном разделить на три части. Первая 
часть содержит 1-ый по 5-ый абзац, вторая часть 6-ой по 10-ый абзац 
л третьая часть 11-ый абзац. 

В 1-ом абзаце вводятся и исследуются основные понятия из теории уни
версальных алгебр как множества с системой г'-олных операций, где 
V — г'(о>) определенное натуральное число однозначно соответствующее 
операции а>. Во 2-ом абзаце вводится при помощи образующего разбиения 
понятие фактор-алгебра и изучаются ее свойства. В абзаце 3-ем рассматри
вается гомоморфное отображение алгебр, которое называется там коротко 
деформацией. В 4-ом абзаце доказываются теоремы об изоморфизме алгебр. 
В) 5-ом абзаце исследуются свойства расширенной деформации. 

Во второй части в (5-ом абзаце исследуеются свойства относетельно 
простых и простых алгебр, которым например в теории групп соответ
ствует понятие относительно простые и простые группы. В 7-ом абзаце 
исследуются цепочки фатор-алгебр данной универсальной алгебры и в 8-ом 
абзаце изоморфные цепочки. В 9-ом абзаце исследуются свойства простых 
и относительно простых цепочек и в 10-ом абзаце присоедипепнеы цепочки 
фатор-алгебр, которым например в теории групп соответствуют свойства 
нормальных и композиционных рядов, здесь же приводится обобщенная 
теорема Шрейбер и Жордан-Гелер для универсальных алгебр. 

В третьей части в 11-ом абзаце намечается как теория универсальных 
алгебр содержит в себе при определенной специализации системы операций 
теорию множеств с операторами и алгебры с операторами, например 
теорию группоидов с операторами. Таким образом настоящая работа 
является в этом смысле обобщением работы [111. 
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Zusammen! assu ug 

U N l V E R S AL AL G E B R E N 

LADISLAV SEDLÄfJEK 

Durch Verallgemeinerung bekannter Begriffe wie Gruppoid, Halbgruppe, Gruppe, 
Eing usw. gelangt man zum Begriff der Universalalgebra, die oft auch Abstraktalgebra 
oder kurz Algebra genannt wird. Zum Unterschied von anderen Arbeiten über 
Universalalgebren, die auf den Begriffen der Äquivalenz und Kongruenz beruhen, 
wird in dieser Arbeit die Theorie der Universalalgebren auf der Theorie der Zer
legungen in Mengen und auf der Theorie der Ketten von Zerlegungen aufgebaut, 
so wie diese Begriffe in den Arbeiten [1], [2] und [3] dargelegt wurden. Diese Auf
fassung ermöglicht leicht Sätze über Isomorphismus der Algebren aufzustellen, 
denen in der Gruppetheorie Isomorphiesätze für Gruppen entsprechen. Ebenso 
ermöglicht die Kettentheorie die Verallgemeinerung des Satzes von Schreier und 
des Satzes von Jordan—Holder. 

Die Arbeit lässt sich in drei Teile zerlegen. Der erste Teil enthält Absätze 6 bis 5, 
der zweite Teil Absätze 6-bis 10 und der dritte Teil enhält den Absatz 11. 

Im Absatz 1 werden Grundbegriffe der Theorie der Universalalgebren als Mengen 
mit einem System von j'-arer Operationen, wo v = v(co) eine gewisse natürliche 
Zahl darstellt, die eindeutig der gegebenen Operation ro zugeordnet wird. Im Absatz 2 
werdem mittels erzeugender Zerlegung der Begriff der Faktoralgebra eingeführt 
und die Eigenschaften dieses Begriffes studiert. Absatz 3 behandelt die homomorphe 
Abbildung von Algebren, die hier kurz Deformation genannt wird und im Abschnitt 4 
werden Isomorphiseätze für Algebren abgeleitet. Im 5. Absatz werden Eigenschaften 
erweiterter Deformation untersucht. 

Im zweiten Teil, Abschnitt 6, werden Eigenschaften relativ einfacher und einfacher 
Algebren studiert, denen z. B. in der Gruppentheorie die Begriffe der relativ einfachen 
und einfachen Gruppen entsprechen. Im Absatz 7 werden Ketten von Faktoralgebren 
in gegebener Universalalgebra und im Absatz 8 isomorphe Ketten untersucht. 
Im Abschnitt 9 werden Eigenschaften relativ einfacher und einfacher Ketten, im 
Absatz 10 adjungierter Ketten von Faktoralgebren untersucht, denen z. B. in der 
Gruppentheorie die Eigenschaften der Normal-, Haupt- und Kompositionsreihen 
entsprechen. Es wird hier eine Verallgemeinerung des Satzes von Schreier und von 
Jordan—-Holder für Universalalgebren gegeben. 

Im 11. Abschnitt wird angedeutet, wie die Theorie der Universalalgebren bei 
gewisser Spezialisation des Systems der Operationen in sich die Theorie der Mengen 
und die Theorie der Algebren mit Operatoren enthält, z. B. die Theorie der Gruppoiden 
mit Operatoren. Im diesen Sinne ist also diese Arbeit eine Verallgemeinerung der 
Arbeit [11]. 
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