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SURLES VARIETES DE BASE SIMPLES
DES TRASFORMATIONS DE CREMONA

JOSEF METELKA
(Regu le ler septembre 1960)

L’article contient une partie des matériaux préparés déja depuis longtemps
pour un livre sur des transformations birationnelles. La premiére partie de ces
matériaux était publiée en 1948 [12]. L’objet de Particle présent sont les variétés
de base des transformations de Cremona et ccla 4 présent seulement les variétés

“de base simples. Les deux premiers paragraphes font précéder quelques ob-
servations générales et quelques conventions. Le procédé employé¢ a faire des
recherches est purement analytique.

1. Les notes introductives.

1.1, Apergu. — La litérature sur les transformations hyperspatiales de
Cremona n’est pas trop étendue, comme nous I’avons fait savoir déja dans
Tarticle [12]. En ce qui concerne des varié¢tés de base et des variétés fondamen-
tales, elles sont étudices par le procédé synthétique en plusieurs monographies
par M. Derwidué [2, 3, 4, 5, 6] et par occasion par autres géometres de I’école
de M. Godeaux [7]. M. Derwidué a pouss¢ ses études assez loin et il a méme
introduit une terminologie nouvelle.

Néanmoins on n’a jamais — autant que je sache — étudié des variétés de
base et des variétés fondamentales par le procédé analytique et c’est pourquoi
les résultats de cet article doivent étre considérés comme nouveaux. Les points
de vue de deux méthodes de Pétude — de la méthode analytique et de la méthode
synthétique — différent essentiellement et en conséquence méme la classifica-
tion résultante des variétés de base est différente ce qui a méné a une termino-
logic nouvelle qui correspond mieux & Ja méthode employée. Nous croyons que
cetie terminologie soit en général plus convenable que celle de M. Derwidué,
parce que nous avons essayé de saisir Iidée essentielle ce qui n’avait pas lieu
auparavant.

1.2. Quelques accords. — Avant de commencer le theme propre, nous
voulons convenir de quelques choses. Tous les corps qui paralssent dans cet
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article sont commutatifs et & la caractéristique zéro. Tous sont sousensembles
d’un corps ,,universel qui est assez ample pour admettre une extension quel-
conque du corps justement employé. En ce qui concerne la notation, nous vou-
lons désigner par des minuscules latines des éléments du corps universel et
par des majuscules des indéterminés, c. a d. les symbols qui sont — en nombre
quelconque — par définition indépendants au dessus du corps arbitraire.

Toutes les variétés arrivant dans cet article sont irréductibles & savoir absolu-
ment irréductibles (voir 10 b, p.79) c.a d. elles restent irréductibles aussi quand
le corps de référence est étendu. C’est une différence essentielle de la con-
ception qui était acceptée chez nous jusqu’aujourd’hui en géométrie algébrique.
Nous introduirons le nom ,,l’union des variétés pour la somme de points
d’un nombre fini de variétés, de sorte qu’un étre géométrique appellé jusqu’ici
par exemple ,,la conique composée de deux droites* sera pour nous maintenant
,»'union de deux variétés linéaires (droites) tandisque le terme ,,la courbe de
deuxi¢me degré (la conique),, sera réservé aux ,,coniques irréductibles (simples)*
en terminologie valable auparavant. En conséquence, les termes ,,réductible®
et ,,irréductible® n’avont plus raison et ne sont pas employés dans cet article.

Les variétés aux propriétés désidérées peuvent étre définies au dessus d’un
corps de référence T arbitraire (voir 16, p. 68). Cependant le procédé le plus
simple est celui out Ion suppose constamment que le corps de référence T soit
algébriquement fermé. Cela signifie en réalité que nous le considérons comme
le corps des nombres imaginaires. Chaque variété dans ’espace projectif S, est
donnée par le point général (xy, xy, . . ., x,) au dessus du corps T, les spécialisa-
tions duquel par rapport a T sont tous les points de la variété (a voir 13, p. 110
et suiv./!). La variété peut étre donnée aussi par un idéal homogéne, composé
de ces polyndmes f(X,, X, - .., X,), appartenant & T[X,, X,, ..., X,], pour
lesquels on a F (oxg, . . ., 0x,) = 0, o étant quelconque. L’idéal en question est
prime (14 b, p. 53) et il possede — suivant le theoréme d’Hilbert — une base
finie (14 b, p. 11; 10 a, p. 154) qui, dans ce cas, est formée par les polyndmes
homogenes. Dans ses livres cités plus haut, M. Waerden démontre que les
variétés définies de cette maniére sont irréductibles au dessus de 7'; par une
application tout simple des résultats plus généraux dus a M. A. Weil (16,
p. 18 et suiv.), on en déduit que nos variétés sont absolument irréductibles,
car le corps T est algébriquement fermé.

2. Les correspondances algébriques.

2.1. Affirmations générales. — Désignons par xy, . . ., x, les coordonnées
d’un point de P’espace projectif S, et par xj, . . ., x;, les coordonnées d’un point
de Pespace projectif S;,. Un syst¢me de polyndmes doublement homogénes
aux coéfficients du corps T’

711(Xos « + o5 Xos X‘l), “ee ;n)5 DY) Xv(Xoa cees Xy X(’)a e X)) 2.1.1.
est appelié la correspondance algébrigue W (17. p. 3). Maintenant, nous voulons
définir un ensemble ponctuel M resp. M’ dans chacun de deux espaces pro-
jectifs S, et S;,

Deflmtlon 2 1.1. Le point (x) € S, appartient & Pensemble M, s’il existe au
moins un point (x") € S,, tel que

1) Néanmoins, les variétés de M. Waerden ne sont pas absolument irréductibles.
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pour @ 0, ¢ # 0 arbitraires. La définition analogue determine I'ensemble M’
dans I’

On observe ajsément que les deux ensembles M et M’ sont 4 la fois vides ou
non vides et qu'ils sont des unions des variétés, s'il y a M # . Dans ce cas,
nous disons que la correspondance algébrique W est définie entre les deux en-
sembles M et M'.

Soit P = (x) un point général au dessus de T d’une composante K,2) de
Tunion M et désignons par P’ = (x') = W(x) le point général au dessus de T'
d’une composante K; de 'union M’ qui est I’homologue de la variété K par la
correspondance W. Si nous désignons encore par r, rf, 5, s’ respectivement
les dimensions du point (x) au dessus de T, du point (x") au dessus de T, du
point (x) au dessus de 7(x") et finalement du point (x) au dessus du corps
T(x), nous voyons qu’il y a

r+s'=r+s=gq,

ou g est la dimension de ’ensemble (x, x”) au dessus de 7. Les nombres 7, 7/,
s, s’ ont la signification géométrique suivante: r est la dimension de la compo-
sante K, 7' la dimension de la composante Kj, s resp. s’ est la dimension de
Punion des variétés (c. a d. la dimension de la composante la plus ample de
Punion) qui correspond par W au point général de la composante Kj resp. K
(a voir 15 ou 13 p. 141).

Une importance particuliére appartient aux correspondances algébriques,
out s = s’ = 0, cela veut dire aux correspondances, ol les points P’ sont algé-
briques au dessus de T(x) et réciproquement les points P sont algébriques au
dessus de 7'(x"). Il en suit nécessairement r = 1, . & d. les composantes homo-
logues ont la méme dimension. On peut demontrer plus generalemem que,
dans ce cas, 4 une subvariété Z a la dimension r, < r de la variété K, elles
correspondent, & quelques exceptions prés, les subvariétés Z’ de K; qui ont
toutes la dimension r;. Il peut exister, bien entendu, sur K; une union des
variétés (appellées des variétés fondamentales de la correspondance) pour
lesquelles et pour leurs subvariétés le regle, concernant la conservation de la
dimension, ne vaut plus. La correspondance algébrique décrite ci-haut a la
dimension de la variété comme une quantité invariante et elle s’appelle la
correspondance finie au dessus de T.

Une correspondance finie étant donnée, deux nombres entiers ont une
importance décisive, a4 savoir les deux degrés de Iextensions algébriques
[T(P, P): T(P)] = « et [T(P, P"): T(P")] = B. On peut démontrer que les
deux nombres ne dépendent ni du choix des points généraux P et P’ ni du
choix du corps de référence T et par suite ils expriment une qualité géometrique
de la correspondance. En effet, 4 un point général P dela variété K, au dessus
de T, il correspond, dans ce cas, un ensemble de « points de la variété K; et
réciproquement a un point P’ de la variété K, général au dessus de T, § points
justement de la variété K, sont homologues. C’est pourquoi nous donnons
a une correspondance W de telle sorte un titre plus précis: [«, f] — correspon-
dance finie au dessus de T.

%) La composantc est une variété qui fait partie de I’'union, mais qui n’est pas contenue dans
une autre varié¢té de 'union.



Si, spécialement, o = 1, c. a d. si 7(P, P') = T(P), les proportions des
éléments x, . . ., xj, sont contenues dans le corps T(P) et 'on peut écrire
H T 0B < g, 21.2.

X (e Xps - v %)

ot les polyndmes homogenes ¢, ont tous le méme degré, ce qui est une qualité
de lextension homogeéne comme il en est ie corps 7(P) au dessus de 7. On
énonce souvant le résultat obtenu sous une forme moins précise en disant que
les équations qui proviennent des polynomes 2.1.1., comparés & zéro, peuvent
étre résolues rationnellement par rapport 3 X’'. La correspondance; ou il y
a o = 1, alors une [1, p]-correspondance, s’appelle aussi une correspondance
rationnelle en direction K; — K et puis K; est la transformée rationnelle de
la vari¢té K;. A un point général de la variété K, il correspond un seul point
de la variété Kj.

8’il y a encore f# = 1, il est T(P) = T(P') == T(P, P'). La correspondance
algébrique de cette sorte s’appelle une correspondance (transformation) bira-
tionnelle entre K, et Kj. Dans ce cas, il est possibie d’écrire, en outre des relations
2.1.1., encore

X (%05 s+ o Xin)

X pu(xo X e W)
ott les polyndmes homogénes y, aux coefficients du corps T ont tous le méme
degré qui n’est pas nécessairement identique avec le degré des polynomes ¢,
dans les relations 2.1.2. Les expressions 2.1.3. peuvent s’obtenir des expres ions
2.1.2 et réciproquement a I’aide des polynémes de base des idéaux qui expriment
la variété K, dans S, et la variété K; dans S;,.

2.2. Les transformations de Cremona. — Les circonstances les plus
simples concernant les transformations birationnelles sont celles, quand la
vari¢té K est identique avec P’espace S, et quand en méme temps la variété
K co'ncide avec ’espace S;,, quand, alors, il s’agit de la transformation biration-
nelle entre deux espace projectifs. Dans ce cas, naturellement, il y a 7 = m.
L’ensemble (ox,, . . ., 0%,), 0 # 0, et 4 la fois ’ensemble (0x), . . ., 0x}), 0 # O,
sont composés des 7 4- 1 éléments algébriquement indépendants au dessus
de T, alors des éléments que 'on peut considérer comme des indéterminées
au dessus de 7. Afin de faire observer cette circonstance, nous écrirons X, ..., X,
au lieu de x, ..., x, et de méme Xj, ..., X, au lieu de x, . . ., x;,. Aprés cela
Pon peut écrire les relations 2.1.2 et 2.1.3 sous la forme suivante '

OXj’ = ‘I’;(Xna Xy X)), 0 =j=mn, 2.2.1
oXp = (X, X5 .. X)), 0=k =n, 2.2.2

ot o £ 0, 0 # 0 sont des éléments arbitraires et transcendants au dessus de
T(X) respectivement au dessus de 7(X’). Dans ce cas, on peut obtenir les
expressions 2.2.2. des relations 2.2.1 sans autres conditions et réciproquement,
car les deux idéaux déterminés au dessus de 7 par les ensembles (X)) resp. (X")
sont nuls. Maintenant, la transformation est appellée la transformation de
Cremona entre les deux espaces S» €t Si. Au lieu des relations 2.2.1. nous
écrirons plus succintement X' = W(X) et au lieu des relations 2.2.2. par

analogie X = W-1(X").

2.1.3
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2.3. Quelques propriétés des relations 2.2.1. et 2.2.2, — La transfor-
mation de Cremona est complétement déterminée par les relations 2.2.1 ou
2.2.2, comme nous I’avons d¢ja constaté plus haut. Néanmoins, il est évident,
que les polyndmes ¢, et y, ne peuvent pas étre tout a fait arbitraires pour
qu’on obtienne une transformation de Cremona (a comparer 1. p. 613 et suiv.)
Les proprié¢iés que neus indiquerons ci-bas pour les relations 2.2.1. et 2.2.2.
sont nécessaires pour définir la transformation de Cremona, cependant elles
ne sont pas suffisant du tout.

a) Les polyndmes homogeénes ¢,(Xy, ..., X,) resp. ¢,(X, ..., X;) sont
privés d’un diviseur commun qui serait de degré surpassant zéro. On peut
toujours supposer que chaque diviseur commun de cette sorte, qui arriverait
eventucllement, fit enlevé par division ce qui érait permis, car le diviseur
commun en question ne pouvait jamais acquérir la valeur zéro, les X et les X’
étant indéterminées.

b) Les polyndmes homogénes ¢, resp. y, sont algébriquement indépendants
au dessus de T, parce que chaque polynome D(Yy, ..., Y,) aux coefficients du
corps T pour lcquel Pégalité¢ @(gy, ..., ¢,) = 0 aurait lieu, signifirait une
relation @(0Xj, ..., 0X;) = 0 qui ne pourrait étre satisfaite que dans le cas,
si (Y, ..., Y,) était nul identiquement.

c) Tous les polyndmes homogeénes ¢, ont le méme degré r, et analogiquement
tous les polynomes v, ont le méme degré »,,.%) Cette propriété est un corollaire
du fait que nous employons des coordonnées et des extensions homogeénes,
comme aous l’avons déja commenté.

Les propriétés a), b), c) ne sont suffisantes que dans le cas, si r; == 1. Puis
nous avons aussi 7,-, = 1 ct la transformation est une homographie.

3. Des variétés de base et des variétés fondamentales.

3.1. Des variétés de base. — La transformation de Cremona est biunivoque
pour un point général de I'espace S, resp. S;, mais cet univocité¢ peut étre
corrompue dans une direction, si 'on considére une spécialisation du point
général, ou bien la correspondance méme peut cesser a exister tout & fait. Nous
voulons maintenant étudier les exceptions de telle sorte.

Deﬁmton 3.1.1. Les points (y) en S, pour lesquels nous avons g;(Ygs « + » ¥,) =
= n, Sappellent les points de base dans I’ S,. Analogiquement sont
deﬁms les pomts de base dans I’ S,,.

Pour les points de base, le theoreme suivant a lieu:

Théoréme 3.1.2. Aux points de base et seulement & ces points, il n’existe pas
Phomologue, dans Pautre espace, par la transformation de Cremona.

Démonstration: Pour les points de base dans I’ §, et seulement pour
ces points, il y a Xj =0, 0 : = n, d’aprés les relations 2.2.1, ce qui donne
Pespace nul et pas un point gcomemque dans I’ §j,. La dumorstrauon analogue
vaut pour les points-de base dans I’ 5.

Remarque: Le théoréme 3.1.2. diffire essentiellement de la formulation
habituelle employée en géométrie algébrique et il differe méme de la concep-

3 Pour n = 2 cela pourrait conduire 4 uvne confusion apparente. Cependant, dans ce cas, il
¥ a toujours r; = 1,y (voir 1. p. 633) de sorte que la symbolique est admissible.
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tion habituelle (4 comparer p. ex. 11,8,9 et d’autres) qui parle des homologues
coordonnés aux points de base. Nous aurons I’occasion, plus tard, de définir
tout a fait précisement le sens que nous voulons donner a Passertion qu’un
ensemble de points dans I’ S;, corresponde & un point de base dans S,. Jamais,
cette correspondance ne sera donnée par les relations simples 2.2.1 ou 2.2.2.

L’ensemble de points de base dans I’ S, s’appelle /a base dans I’ S, et il est
un union de variétés nommées les variétés de base dans I’ S,,.

Théoréme 3.1.3. La plus grande dimension de la variété de base est n-2.

Démonstration: (x) étant le point général au dessus de T d’une variéte de base
U dans I'S,, il y a ¢;(x) = 0, pour 0 = j = n, ce qui signifie que tous les poly-
ndmes homogeénes ¢,,(X) appartiennent a Pidéal défini au dessus de 7' par le
point (x). Mais les polyndmes.¢,(X) sont privés d’un diviseur commun de degré
positif d’apres la propriété a), art, 1. 3., et c’est pourquoi Iidéal cité ci-haut ne
peut pas étre in idéal principal, c’est a-dire il a comme sa base au moins deux
polyndmes homogeénes. 11 en suit que la variété U a la dimension qui ne surpasse
pas le nombre 7-2.

Nous pouvons en tirer une conséquence, d savoir celle que pour 7n = 1,
c.a-d.s’il s’agit de la transformation entre deux droites, les points de base
n’ existent pas du tout et alors que la correspondance vaut sans exception pour
tous les points dans une et Pautre direction. Nous retrouverons ce résultat
encore par un autre procédé.

32 Les variétés fondamentales. — Désignons par ¢;,(X), 0 =
0 = r = n, la dérivée particlle, formellement effectuée, du polynome homo—
gcne q ; par rapport 3 I’ indéterminée X, et soit ¢, (X"),0 =k <n,0=s=mn,
un symbole analogue. Nous appellons la Jacobienne de la transformation W
resp. W' le déterminant a n - 1 colonnes |¢;(X)| resp. |y,(X’)|. Les deux
Jacobiennes sont des polyndmes homogenes dans 7(X) resp. dans 7(X’) et

7

alors elles définissent un union d’hypersurfaces dans I’ S, resp. dans I S;,.

Définition 3.2.1. Les hypersurfaces de Punion de variétés définies dans I’ S,
par le polynéme homogéne I(pj,(X)\ sSappellent les hypersurfaces fondamentales
de la transformation W dans I’

Par un procédé analogue, on " définit les hypersurfaces fondamentales de la

transformation W-! dans I’ ;. .
Le theoréme suivant garantit que la définition 3.2.1. n’est pas sans contenu:

Théoréme 3.2.2. Le polyndme |¢;,(X)| ne peur pas étre nul identiquement.

Démonstration: S’il y avait |¢,(X)| = 0, nous aurions pour le point
général de I'espace S,,, que les polynémes ¢;(X) étaient dépendants, ce qui
contredisait la propriété b) art. 1.3.

Néanmoins 'union de variétés fondamentales peut étre vide. Une information
plus précise présente le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.3. Si 'union de variétés fondamentales est vide, la transformation
de Cremona est une projectivité réguliére et réciproquement.

Démonstration: L’union de variétés fondamentales n’est vide que dans
le cas, s’il y a |@;(X)| = a, all a est un élément du corps T qui est différent de
zéro suivant le théoréme 3.2.2. Cela signifie naturellement, que ¢;(X) = [
ou ayr € T, et alors ¢(X) = 2 a;,.X,. Ainsi la transformation est une projecti-
vité ‘qui est réguliére, car |a;| = a # 0. L’assertion réciproque est évidente.
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Théoréme 3.2.4. L’homologue d’un point général au dessus de T d’une hyper- -
surface fondamentale de la transformation W dans I’ S,, est un point de base dans
> o

e

Démonstration : Supposons que 'union de variétés fondamentales de la trans~
formation W ne soit pas vide (autrefois on n'aurait rien & démontrer), que V soit
une hypersurface de cet union et (x) son point général au dessus de 7. La rela-
tion ¢;(x) = 0 pour chaque j n'est pas possible, car autrefois la variété V serait
une varicté de base, ce qui est impossible a I’égard de sa dimension et du théo-
réme 3.1.3. Alors, suivant le théoreme 3.1.2., au point (x) doit correspondre un
seul point (x”) dans I’ S;,. Cependant, les relations ox} = ¢,(x), qui sont vala-
bles entre les points (x) et (x’) ne peuvent pas étre résolues par rapport a (x),
parce qu’il y a |, (x)| = 0, et cela signifie qu'au point (x’) il n’existe pas un
homologue bien déterminé dans I’ S,. Il en suit que (x”) est un point de base

nsl’ S,.

L existence des hypersurfaces fondamentales dans I'un de deux espaces
implique alors 'existence des variétés de base dans I’autre espace. Ainsi le
théoréme 3.2.3. énonce, que toutes les transformations de Cremona a I’ excep-
tion des projectivités réguli¢res doivent avoir des variétés de base dans les deux
espaces. Une projectivité réguliére na pas, en effet, les points de base, parce
que les relations ¢;(&) == Xa;;& = 0 n’ ont pas une solution pour |ay| # 0.

Nous ne voulons pIus nous occuper des transformations pm)ectlves et pour
cela nous supposerons dans tout ce qui suit r; > 1etr,.; > 1.

éoréme 3.2.5. Il ne peut exister, entre deux espaces projectifs & dimension 1
(droites), une autre transformation de Cremona que I’homographie.
Démonstration: Si nous supposons n == 1, les relations 2.2.1 ont la forme
0Xy = o(Xo» X1)» 0Xi = ¢:i(Xo, X1) ©
Les équations gy(&; &) = 0 et ¢,(&), &)=0 ne peuvent avoir qu'une solution
triviale &, = 0, &, = 0, car autrefois les deux polyndmes g, et ¢, auraient un
diviseur commun, ce qui nous avons exclu. Ainsi la transformation ne posséde
pas des points de base dans 1" S, et suivant nos résultats préccdents elle est
nécessairement ’homographie.

En conséquence de ce théoréme, nous voulons ci-aprés supposer encore z > 1.

La relation mutuelle des variéiés de base et des variétés fondamentales sera
complétée encore par le théoréme suivant:

Théoréme 3.2.6. Chaque variété de base dans I’ S,, est contenue au moins dans
une variété fondamentale dans S,.

Démonstration: Soit (x) le point général au dessus de T de la variété de
base dans lespace S,, de sorte qu’il y a ¢,(x) = 0, 0 = j = »n. Nous voulons
examiner le déterminant |¢;,(x)|. S’il a y par exemple % # 0, nous multiplions
1a seconde, la troisiéme, . . ., 1a (n-1)*m colonne du determmant successivement
par les éléments x;, X,, . . ., X, €t puis nous les aditionons 2 la premiére colonne
multipliée par x,. Le thioréme d’Euler sur les fonctions homogénes conduit
a Pégalité x, . |¢;(x)| = 0, qui démontre notre théoréme.

3.3. La multiplicité des variétés de base. — Le role important dans notre
théorie ont les matrices a4 7 + 1 lignes, qui nous désignerons par H,(X),
1 = m = r,. Elles sont construites 4 la manicre suivante.

La matrice H,,(X) posséde, dans sa ligne a Pindice 7 (0 < i < 7), toutes les
dérivées partielles du m-tme ordre du polynéme ¢-(X) par rapport aux indéter-
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minées X;. L’arrangement, en lequel les dérivées suivent dans une ligne donnée,
n’est pas essentiel, cependant il doit étre le méme dans toutes lignes de la ma-
trice. Pour fixer les idées, nous convenons que ce sera I’arrangement lexico-
1,

‘I’i(X)

x"'" oo

M

graphique suivant les puissancesdx . . . ox;

. L, o (X
précédera la dérivée — ——’l( )
Xy

,C’esta dire, la dérivée

, juste quand la premiere difércnce, my-¢; qui

L Ox)n
, R | . m —+ )
n’est pas nulle, sera positive. D’aprés cela, la matrice i,(X)a ( ”'1 ) colonnes

en entier, particulicrement H,(X) est une matrice carré, dont le deierminant
cst la Jacobienne de la transformation. Pour simplifier quelques formulations,
il est convenable d’admettre aussi la matrice H,(X), qui est une matrice é
n -~ 1 lignes et a une seule colonne, formée par les polynémes ¢;(X), 0 == 7 =

(x) étent un point arbitraire dans P’espace S,, nous désignerons par ,,,(x),
respectivement par /,,(x), la matrice /,(X) resp. son rang, quand nous y avons
substitué les indé¢terminées (X) par les coordonnées (x) du point. Soit pour un m
donné 7,,(x) = 0. A Paide du théoréme d’Euler sur les fonctions homcgcnes,
nous démontrons tout de suite qu’il y a aussi /7(x) =0, 0 < & . De cet
obse:vation jaillit la définition:

Définition 3.3.1. Le point (x) dans Pespace S, est appellé le point m-uple dans
la base (m =2 1), s’il y a b, (x) > 0 et I, y(x) = 0.

On peut introduire aussi le terme ,,le pomt a la multiplicité egal A zéro dans
la base®, s’il a a Ay(x) < 0. vadcmenl, il s’agit d’un point qui n’appartient pas
ala base Soit (x”) une spcuahsanon du point (x) au dessus de 7. Il est clair,
que nous avons /7,(x’) = J(x), de serte que la muitiplicité du point (x’) ne
peut pas ctre inférieure a celle du point (x). Particuli¢rement, si (x) et (x) sont
deux points généraux au dessus de 7' d’une variété ct m et m leurs multiplicités
respectives dans la base, il y a nécessairement m = . Ainsi, la définition
suivapte est justifiée:

Définition 3.3.2, La variété de ste U est une variété m-uple dans la base,
guand son point général au dessus de T est m~uple dans la base.

Une conséquence immédiate est le théor me:

Théoréme 3.3.3. U érant une variété m-upie dans la base, chague variété de

base contenant U est au plus m~ uple (in

Le théoréme n’ a pas besoin de la demoqsrratmn ‘Particuli¢rement, si m = 1,
la variéeé d2 base, contenant U est justement simple dans la base.

La multiplicité du point d ns la base et la multiplicit¢ du méme point comme
un point de la vari¢té de base sont deux choses différentes. Un point, qui est
simple sur la variété de base, peut étre, malgré cela, multiple dans la base. Le
plus simple exemple en est le point général d’une variéré multiple dans Ia base.
Réciproquement, un point nultiple sur la vari¢té peut étre simple dans la base.
Nous expliquerons maintenant ces circonstances plus en détail.

Définition 3.3.4. Suient Aoy« s Ay les indéterminées. Une hypersurface,

exprimée par le polynZme L 21%( X), sappelle 'homaloide général. Si (1) — (p)

est une spécialisation des quamztes (%) au dessus de T, Punion d'hypersurfaces
donnée par X p,p(X) est appellée I’homaloide.
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Pour &tre complet, il faudrait montrer que ’homalo’de général était en effet
une hypersurface, c.-a-d. que le polynéme X 4,¢,(X) était irréductible. Mais
c’est évident eu égard P'indépendance des élément (2). Aprés cette définition
on peut énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 3.3.5. La multiplicité d’un point dans la base est égal
a la mulziplicité du mime point sur Phomaloide général.

Démonstration: Dés'gnons par F(X) le polyndme homogene qui dé-
termine ’homalo de général. Si le point (x) est m-uple dans la base, toutes les
dérivées d’ordre m-1 de tous les polyndmes ¢, (X) sont égales 4 zéro dans ce point
et il existe au moins une dérivée d’ordre m, qui diff re de zéro. Il en suit, que
toutes les dérivées d’ordre m — 1 du polyn me F(X) sont égales a zéro, mais,
(%) étant des indéterminées, une dérivée au moins d’ordre 7 du polyndme F(X)
différe de zéro dans le point (x), ce qui démontre notre assertion.

En connexion avec le précédent, nous énon;ons encore un théoréme, con-
cernant les points multiples:

Théoréme 3.3.6. L’homaloide général ne posséde aucun point multiple en
dehors des points multiples dans la base.

On appelle ce théoréme le deuxieéme théoréme de BER TINI sur les systémes
linéaires. Sa démonstration peut étre trouvée p. ex. en 13. p. 201.

Nous finissons ce paragraphe encore par une définition:

Définition 3.3.7. Soit (x) un point m-uple dans la base et soit (x”) une spécia-
lisation de ce point au dessus de T. 8’1l y a h,y(x) > h,(x"), le point (x") sappelle
une spécialisation irrégulicre du point (x") au dessus de T. Toute autre spécialisation
est régulicre.

4. Des variéiés de base simples

4. 1. Des conditions de contact du 1°* ordre. — Nous voulons ci-aprés
nous occuper seulement des variétés de base simples et pour cela nous suppo-
serons constamment, qu’il y ait /,(x) > 0, ot (x) soit un point général de la
variété de base au dessus de T.

Théoréme 4.1.1. Si (x) est un point général au dessus de T d’une variété a la
dimension r, qui est simple dans la base dans S,,,ily a hy(x) =n —r.

Démonstration: Soient G,(X) des polyndmes homogenes, qui forment
la base de I'idéal P, défini au dessus de T par le point général (x). Dans le point
(x), il existe une variété tangente L a la variété de base et — comme on sait —
elle est une variété linéaire a r dimensions (13.p.171 ou 15.p.99), donnée par les
polyndmes homogénes

n
N'x, 26.@
LX’C 7 X, . (4.1.1.)
k=0
Le rang de la matrice, construite des cofficients aux indéterminées, est juste-
m"ent n — r. D’ autre part, ’homalo.de général est determiné par le polyndme

zﬂs%(X) et son hyperplan tangent dans le point simple (x) s’écrit

i=0 »
4
2 2> % G
k=0

n
i=0
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Cet hyperplan tangent appartient dans un systéme linéaire a la dimen-
sion A,(x) — 1. Ainsi, il suffit de montrer, que tous les hyperplans du systeéme
contiennent la variété linéaire L, car, s’il est vrai, nous avons — eu égard 2 la
dimension de la variété L — (X)) <n — r. Il vaut ¢;(x) = 0,0 <7 < n, et
alors tous les polyndmes ¢;(X) appartiennent 3 I'idéal P, ce qui veut dire, que
P’on peut les mettre sous la forme ¢,(X) = Z,4,,(X) . G,(X). Il en suit

2 gu(x) 3 G,(x)

S = 5 A T

parce que nous avons G,(x) = 0. Ainsi on obtient

S‘ Zxkﬂ‘(”) EC(x)ZX,,

EEr i

)
o (4.12)

ou C(X) = ZAiA,.i(X). En comparant les expressions 4.1.2. et 4.1.1., nous
o

en tirons notre assertion, que tous les hyperplans tangents des homaloides dans

le point (x) — tant qu’ils existent — contiennent la variété linéaire L. Par la le

théoréme est démontré.

Le nombre /,(x) est de grande importance pour les variétés de base simple,
comme nous le verrons plus tard. Souvent nous avons beaucoup d’avantage —
surtout au sens intuitive — de la définition d’un autre caractére numérique, que
nous donnons ci-bas:

Définition 4. 1. 22 (x) érant le point général au dessus de T de la variété a la
dimension r, qui est simple dans la base dans S, le nombre entier non négatif ¢ =
=n—r — I (x) Sappelle le nombre de conditions de contact du 1 ordre de la
variéé.

Le théoréme suivant est presque évident.

Théoréme 4.1.3. Le nombre de conditions de contact du 1¢* ordre d’une variété
de base donnée ne dépend pas du choix du point général de la variéré au dessus de T.

Si (x) est un point général au dessus de 7 d’une variété de base U a r dimen-
sions, qui est simple dans la base et, qui est une subvariété d’une autre variété
de base simple V, et si (x,) est un point général 4 la dimension r, au dessus de T’
de la variété V, puis les rélations suivantes ont lieu:

(%) — (x) au dessus de T'; r; > 75 =y(x;) = ~y(x) -
Il en suit
Qr=n—1r—Ihx)<n—r—hx)=qy.

Nous en déduirons comme conséquence, que si le nombre de conditions de
contact du 1¢r ordre d’une variété de base est égal 4 zéro, cette variété est néces-
sairement une composante simplede base. Les composantes de cette sorte exi-
stent en effet et elles ont par leur simplicité une importance particuliére. Nous
donnons a eux le nom spécial:

Définition 4.1.4. Une composante simple de la base, pour laquelle il y a ¢ = 0,
s’appelle une composante ordinaire de la base. Quand la composante ordinaire a la
dimension zéro, c’est & dire quand elle est réduite a un point, elle s’appelle le point
is0lé de la base.
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L’interpretation géometrique du nombre g peut etre donnée, comme il suit:
Supposons que le symbol L ait la méme signification comme en démonstration
du théoreme 4.1.1, cela veut dire que ce soit la variété linéaire tangente dans le
point (x) a la variété de base simple. Désignons par L’ une variété linéaire com-
plémentaire & L, alors une variété 4 » — r — 1 dimensions et de telle sorte,
que I’ intersection de L et de L’ est un ensemble vide. Les hyperplans tangents
dans le point (x) 4 tous les homaloides — tant qu’ils existent — coupent la
variété L’ dans un systeme & 4,(x) — 1 dimensions, formé par les variétés liné-
aires 4 n — r — 2 dimensions. La base de ce systéme est alors une variété linéaire
qui a la dimension n — r — /(x) — 1 = ¢ — 1. La base est complitement
déterminée, si I’on préscrit justement ¢ points linéairement indépendants dans L’.
Ainsi le nombre de conditions de contact du 1 ordre est égal au nombre de
points linéairement indépendants dans L’, qui sont nécessaires 4 déterminer
un espace linéaire dans L’ commun aux hyperplans tangents a tous les homa-
loldes dans le point (x).

4.2. La dimension de fixation et la dimension homologue de la variété
de base. — Pour nos études, qui suivront, nous avons besoin d’introduire
encore quelques symbols utiles. S’il n’y a pas danger de confusion, nous écrirons
simplement / au lieu de hl(x) Par le symbol A(x) ou simplement 4 nous désig-
nerons un déterminant & % lignes, différent de zéro, choisi de la matrice H,(x)
du rang k. Supposons, que le déterminant soit composé¢ des éléments des lignes
aux md1ces 115 1y« « oy Iy 0 = 7 = m, et des colonnes aux indices %y, ky, . . ., kpy
0=k, =<

Désignons encore par A;(x) ou simplement par 4;; un déterminant 2 h
lignes qu’on obtient du 4 en y remplagant la ligne, qui porte I'indice i(i = 7,
<o 1p), par la llgne a l'indice j (0 =j =< n) de la matrice H,(x), les éléments
étant choisis toujours des mémes colonnes ki k, comme auparavant. Cela
signifie par exemple, que 4, = 0 pour j = 7;,...,4, et £ # j et qu’il y a, évi-
dement, 4, = 4.

Enfin, pour simplifier écriture, nous voulons introduire encore une abré-
viation, 4 savoir a; = —ﬂ =1y .. 0=j=mn). De ces définitions il est

clair, que le determmant A et tous les 4, et alors aussi les a;; appartiennent
au corps T(x). S;(x) est, comme auparavant, le point général au dessus de T'
d’une variété V, simple dans la base, qui est de la dimension r, nous trouvons
r égal & la dimension homogene de ’ensemble (x) au dessus de T et pour cela
il y a dimg(a;) = r.

Définition 4.2.1. Le nombre entier non négatif s = r — dimq(ay;) sappelle
la dimension de fixation de la variété dans la base.

La dimension de fixation peut étre évidement définie aussi comme la dimen-
sion (homogene) de ensemble (x) au dessus du corps T(a;;). Son interpretation
géometrique sera expliquée mieux plus tard. Les valeurs extrémes de la dimen-
sion de fixation sont évidement des nombres 0 et r et tous les deux peuvent étre
atteints, comme nous le verrons aux exemples. Si la variété se réduit au point,
sa dimension de fixation est toujours égale a zéro, ce qui veut dire — eu égard
au théor¢me 3.1.3.— que le contenu du terme justement défini est trivial pour
les transformations de Cremona dans le plan.
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Théoréme 4.2.2. La dimension de fixation ne dépende pas du choix du point
général au dessus de T de la variéié de base.

Démonstration: Soient (x) et (x) deux points généraux au dessus de 7" de la
méme variété simple dans la base. Nous savons déja que les deux matrices H;(x)
et H,(x) ont le méme rang et que les deux déterminantes /(x) et A(x) différent
de zéro simultanément. Cela veut dire qu’on peut, dans les deux cas, définir les
éléments a;;(x) et a;;(x) analogiquement. On voit de suite, qu’il existe une corres-
pondance isomorphe (3 voir 13.p.111; 16.p.28; 10 b,p.21) entre T(x) et T(x)
et que cette correspondance coordonne a;;(x) & a;;(%). Il en suit I’énoncé de notre
théoréme.

Le théoreme précédent était nécessaire, pour que la définition 4.2.1. fat 1é-
gitime. Pour le méme raison, il faut, que le théoréme suivant soit valable:

Théoréme 4.2.3. La dimession de fixation ne dépende pas du choix du déter-
minant A a h lignes, différent de zéro, dans la matrice H,(x).

Pour démontrer le théoreme, il suffit évidement de faire voir, que la dimension
dimy(a;;) ne change pas, si nous partons de différents déterminants 4 en con-
struisant les éléments a;;. Mais c’est un corollaire immédiat du théoréme suivant,
qui est plus général.

Théoréme 4.2.4. Soient A et A’ deux déterminants & h lignes, non nuls, choisis
de la matrice H\(x), qui est de rang h, et soient a; les éléments du corps T(x),
construits de A par le procédé décrit plus haut,a'yy les éléments construits par le
procédé analogue de A'. Puis il y a T(ay) = T(a’”rs

Démonstration: Le déterminant 4 soit composé des éléments de la matrice
H (x), qui sont pris des lignes 7y, . . .7, et des colonnes £, . . ., k), le déterminant
A’ soit composé des lignes i1, . . ., 7, et des colonnes %, ..., k; de la méme
matrice. Désignons par 4" le déterminant composé des lignes 7, . . ., 7, et des
colonnes ki, . . ., ky; puis le symbol af; a une signification bien compréhensible.

A I’égard du rang / de la matrice H,(x) on peut écrire

n (4.2.1)

IA

D (x 0@ (x . ~
J__(_z = Zeq --","(,v)—,o =i=n, 0=k
9 Xy 9 xg

ou Pindice de summation s parcourt les valeurs %, . . ., %, et cg sont des éléments
o ()
0 Xy
k= ki . .., ky. Nous verrons plus loin, que 4” = 0 et alors que |cy] # 0.
La transformation (4.2.1) se rapporte aux colonnes entiéres, de sorte que nous
pouvons écrire

du corps T(x). Ainsi nous avons 4" = = leg| Ay s=1hy .0 By,

" yi| Al , P
Aj = legy| Ay et de cela ay; = —A’-’ = A‘if = aj. On en déduit naturellement

T(a;) = T(az).
Maintenant nous effectuons une combinaison linéaire des lignes de la matrice
H(x) qui est analogue 2 celle faite en 4.2.1 sur des colonnes. Nous obtiendrons

I\

W0 xa, BP0 sjn 0sk=n,
k

Ox .
ol l'indice de summation i parcourt des valeurs 7, . . ., %,. Dans ce cas, nous
pouvons déterminer plus précisement les coefficients d;; dela combinaison: on
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voit aisément, qu’il y a d;; = ;. Nous trouverons — comme auparavant —

dpy(x)
0 Xy
— selon la supposition du théoréme — A’ = 0. De méme, ona Adi; = A" . |ay.|,

‘ou lindice 7" dans le déterminant |ay;.| atteint successivement des valeurs
715 . . ., 1, €xcepté la valeur i’ qui est remplacée par I'indice j. De ces relation, on
voit qu'il y a aj.;e T(az;) = T(ayy) et alors T(a;;)C T(a;y). La considération entiére
peut étre, bien entendu, effectuée réciproquement, c’est a-dire, on peut exprimer
a;; comme un élément du corps T(a;.;), ot il suit T(a;;) C (Tay;) et finalement
P’énoncé du théoréme ,cela veut dire I’ égalité T(ay;) = T(ay;).

Soient encore &, ¢ = iy, . . .5, de tels éléments, que ’ensemble (&) ait la di-
mension 7 — 1 au dessus de T(a;;). Celase réalise par exemple comme il suit:
on prend I'un de ces éléments & égal 4 1'unité, les autres étant considérés comme
des indéterminés et par conséquent comme algébraiquement indépendants au
dessus de T(a;;). Désignons enfin par (y) I’ensemble des 7 + 1 éléments donnés
par les relations

que 4" =

= |a;| 4", d’'ou il suit 4"+ 0 et aussi |a;’|# 0, car il est

Yy = 2;‘“/‘7&3 0=j=mn,
ot I'indice de summation 7 parcourt, comme dans les cas précédents, des valeurs
Ty o ooy lpe

Définition 4.2.5. Le nombre entier non négatif p = dimp(y) sappelle la di-
mension homologue de la variété de base.

Le sens géometrique et la raison your le choix du nom de la dimension
homologue seront expliqués plus tard.

Théoréme 4.2.6. La dimension homologue ne dépend pas du choix du point
général au dessus de T de la variété de base.

Démonstration: Nous avons vu au cours de la démonstration du théoréme
4.2.2., que (x) et (x") étant deux points généraux au dessus de T de la variété
de base, il existe un isomorphisme entre 7(x) et T(x) au dessus de T, qui'fait
correspondre a;;(x) a a;;(x). Si I'ensemble (&) est de la dimension A-1 au dessus
de T(a;(x)) et I’ensemble (£) de la dimension /-1 au dessus de T(a;(x)), on
peut toujours — aprés un arrangement convenable des indices, s’il en est
besoin — étendre notre isomorphisme, de sorte qu’il y ait a;(x)& ~ a;(%)&;.
Puis évidement, il est aussi y; = X a;(x)& ~ X a,(x)& = ¥;, ce qui démontre
notre assertion.

Comme dans le cas de la dimension de fixation il faut démontrer encore le
théoréme suivant:

Théoréme 4.2.7. La dimension homologue de la wariété de base ne dépend
pas du choix du déterminant A, a h lignes, différent de zéro, dans la matrice H,(x).

Démonstration: Les symbols 4, 4’, A" et d’autres ayant la méme signi-
fication comme dans la démonstration du théoréme 4.2.4, nous écrirons plus
en détail I’expression pour aj; que nous y avons obtenue

Quits « o5 gy + o Qi Qiils + o Ay,
L T 3 T N -y - S (4.2.2)
) , )
Qs+« o5 Quygs + + o> Ay Qipals o o> Ay,

dans cet expression, nous avons supposé — pour simplifier la forme du
e
premier déterminant — que lindice 7' ne fut pas identique avec #; ou avec 7).
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Maintenant nous développons le premier déterminant selon des éléments de
la colonne a I'indice #':
.
ap; = Xy aydpi .
Cependant, il y a A;; = aj . |a;], une relation, que nous vérifions aisément
en posant dans 4.2.2. succéssivement j = iy, . . ., #,. Alors, nous avong
az;:“:au api Nl 0=j=n, =gty
D’autre part, il est clair, que le déterminant |a},| est différent de zéro, car il
est engagé en relation A" = |aj,| . A4". De cela il suit, que la correspondance
entre les deux ensembles d elcmems (&) et (&) donnée par des relations

T o .
&= Ziapby,  i= Lis oo s lp s

est réguliére. Si alors ’ensemble (E) est de la dimension /-1 au dessus du corps
T(a;y), Pensemble (&) est de la méme dimension au dessus du méme corps et .
aussi au dessus du corps T(a;-;) (voir le théoréme 4.2.4). Dans ces conditions
nous avons

= Z; ai;f‘ . Eiaijz' ap &y = ’Yi'f;"zia[]a;’j =

. i =j=n. 4.2.
xamZ"”f “fal do 0SS #23)

Cette relation démontre notre théoréme et encore plus. On en déduit, que les
coordonnées (homogenes) du point (¥) ne dépendent pas du choix du déter-
minant 4 dans la matrice H,(x).

Nous essayons a trouver des valeurs extrémes de la dimension homologue.
Parce que I'ensemble (&) est de la dimension %-1 au dessus de T(ay), il est
certainement p = A-1 et aussi p = r-s. La dimension homologue peut acquérir
la valeur zéro — et elle l’acquiert, comme nous le verrons aux exemples — si
les deux conditions sont satisfaites simultanément: 1°. Il est 2 = 1, ce qui ne
peut arriver que dans le cas, ou la variété de base posséde au moins une condi-
tion de contact du 1°F ordre; 2°. La dimension de fixation est égale a la dimen-
sion de la variété. D’autre part, il est clair, que p = dimy (ay) + 2—1 =
= r—s + h—1. En utilisant la relation % = n—7r—g nous obtenons I'inégalité
p =n—s—g—1. On en déduit, que la dimension homologue peut atteindre
au plus la valeur n— 1 et cela arrive pour les composantes de la base ordinaires,
dont la dimension de fixation est zéro. Particuliérement, nous avons un théo-
réme:

Théoréme 4.2.8. La dimension homologue d'un point de base isolé est p =
=n—1.

4.3. Les obiets géométriques, correspondants en premitre approxi-
mation aux variétés de base. — D’aprés le théoreme 3.1.2., ce sont les
points de base et seulement ces points, auxquels aucun homologue n’est coor-
donné dans lautre espace. Néanmoins, si une variété quelconque, dans I’ S,,,
qui n’appartient pas & la base, passe par un point de base on voit, que la variété
correspondante dans I’ Sj est soumise & certaines conditions exprimantes,
comment elle se comporte par rapport a une hypersurface fondamentale bien
déterminée. Maintenant, nous voulons nous occuper plus en détail du rapport,
qui existe, au sens expliqué tout a I’heure, entre les points de base dans un
espace et certains points des variétés fondamentales dans Iautre espace.
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Soit V une variété simple dans la base, qui est de la dimension r, et soit (x)
son point général au dessus de 7. Désignons par % le rang /,(x) de la matrice

H\(x) pour le point (x). Nous avons déja montré en 4.1., que les hyperplans
tangents de tous les homaloides dans le point (x) — tant qu’ils existent — pas-
sent par une variété linéaire 4 n— £ dimensions, que nous désignons par M.

Définition 4.3.1. Les variétés linéaires an — h - 1 dis lons, qui ¢
la variété M, s" appellent les directions tangentes dans le point (x).

Les directions tangentes peuvent étre projectivement coordonnées aux
points d’un espace linéaire a /-1 dimensions.

Ci-dessous nous suivrons, par le procédé analytique, I’idée, que nous voulons
maintenant expliquer sous une forme approximative. Nous fixons une direction
tangente K dans le point (x) et considérons tous homaloides, chez lesquels
P’hyperplan tangent dans le point (x) contient la direction tangente K. Par cette
demande, on impose aux coordonnées (A1) de I’homalo’de général une seule
condition linéaire et alors, les hyperplans correspondants dans Iespace S
passent par un point fixe K’. Nous définissons: Le point K’ correspond a la direc-
tion tangente K.

Puis nous étendons I’idée de la direction tangente 4 un point quelconque —
soit (x) — de la variété de base et nous considérons ’ensemble de toutes les
directions tangentes dans tous les points de cette variété. L’ensemble de points
dans P’espace S, qui correspondent — au sens justement défini — & cet ensemble
de directions tangentes de la variété V dans S, s’appelle un objet géometrique
correspondant @ la variété de base V' en premiére approximation.

La formulation précise aussi que le complétement de ces considérations et
de ces résultats est contenu en théoréme suivant, qui est par cela le résultat
principal de nos recherches.

Théoréme 4.3.2. Soit V une variété a r dimensions, simple dans la base dam
Sy et soit (x) son point général au dessus de T supposons que les nombres h, s, p
et les symboles A, Ay, a;; aient la mime sigm'ﬁcation comme auparavant. Dans ces
conditions, & un point (X), qui est une spécialisation réguliére du point (x) au dessus
de T, il correspond dans S, en premiére approximation une variété linéaire n(x)
a h—1 dimensions, qui est définie au dessus de T[a;(x)]. La correspondance est
de la maniére, que les points de la variété n(x) sont projectivement coordonnés
aux directions tangentes dans le point (x). De plus, les variétés n engendrent un
systéme d r—s dimensions et Punion de tous leurs points est une variété w d p dimen-
sions, définie au dessus de T, qui correspond a la variété V en premiére approximation.

Démonstration: Comme nous I’avons trouvé déja plus haut (4.2.2), on peut
écrire, sous les hypotheéses faites sur le point (%),

%@:Z ajw;(x) 0<jsn, 0k
Oxy,

IIA

n,

ou I'indice de summation parcourt des valeurs ,, . . ., 7,. Dans ce cas I’hyperplan

tangent
n n a ( )
n _
Pix
Z 4 ZXk 2
j=0 k=0
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de I’homaloide général dans le point (x) peut étre écrit en forme

n
ZXIcZi/"i oxp

k=0
ol p; = Zayp;, 1 == 1y, . . . 1. Les ¢léments (u) sont les coordonnées duales
dans Pespace projectif a4 %—1 dimensions, qui est formé par les directions
tangentes dans le point (x). Ainsi, &, = 7y, . . ., 7;, étant les coordonnées homo~
geénes d’une direction tangente, la condition pour cela, que ’homaloide soit
tangent a cette direction, s’cxprime par la relation

kg n
> Zu,.j dy= > hoay&=0.
i i=0 i=0 i

Dans Pespace S;, & ces homaloides correspond un ensemble d’hyperplans,
dont les coordonnées sont soumises 4 la méme condition

ZA;‘Z‘JU &=0.

Jj=0 i
Par cet équation, un point aux coordonnées y; — Xa;&, 0 =j =mn, est
determiné. .On en voit, qu’a P'ensemble de directions tangentes dans le point
(x), il correspond une variété linéaire a z—1 dimensions, dont le point général
au dessus de T[a;(x)] est donné par les égalités

¥; = Xay, (4.3.1)

ol (&) sont des variables au dessus de T(a;;). En effet, il est clair, que le rang
de la matrice |la;|| est justement %z, comme nous I’avons trouvé déja plus haut
(voir la démonstration du theoreme 4.2.4; la matrice maintenant considérée
contient la matrice carrée la;;||). Cela démontre notre assertion sur la dimension
de la variété et par conséquence la premiére partie du théoréme concernant
les variétés et la maniére, comment leurs points correspondent aux directions
tangentes.

Retournons maintenant au point général (x) de la variété V' au dessus de T
et désignons par 7(x) la variété lmealrc, qui lui correspond en premicre approxi-
mation. Les relations 4.3.1., ou I’.on a substitué (x) par (x), donnent le point
général au dessus de T(a;;) de la variété n(x). En effectuant les specialisations
régulieres (x) — (x) au dessus de T, on obtient en relations 4.3.1. toujours les
r—s éléments indépendants au dessus de 7, tandisque les autres dépendent
algébriquement des_précédents. 1l en suit I'assertion concernant la dimension
du systeme des variétés z. Bien entendu, le systeme n’est pas nécessairement
linéaire. Enfin, la derniére assertion est une conséquence immédiate du fait,
que chaque eusemb]e définit une variété au dessus du corps algebriquement
fermé et alors aussi 'ensemble (') des relations 4.3.1. définit une variété o qui
a p dimensions et qui correspond en premiére approximation 2 la variété V.
Par cela, le théoréme énoncé est completement démontré.

A présent, nous sommes capables de fournir une explication et des motifs
pour le choix des noms pour la dimension de fixation et pour la dimension
homologue. A un point de la variété de base, tant qu’il est une spécialisation
réguliére du point général, il correspond en premiére approximation une variété
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linéaire. Si I'on passe, sur la variété¢ de base, d’un point a l’autre, la variété
correspondante varie dans un systéme (pas nécessairement linéaire), dont la
dimension ne peut pas surpasser la dimension de la variété de base. La dimension
de fixation mdlque, jusqu’a quel degre la dimension du systeme est diminuée
par rapport a la dimension de la variété de base, cela veut dire elle indique la
mésure pour la ,,fixation* des variétés linéaires dans le systéme.

La dimension homologue est tout simplement la dimension de la variété,
qui correspond (est homologue) en premiére approximation & la variété de base.

Théoreme 4.3.3. Soit (x) une spécialisation réguliére au dessus de T d’un
point général (x) de la variété simple dans la base dans S,. Le point général au
dessus de T(x) de la variété linéaive dans S}, qui correspond en premiére approxima-
tion au point (X), peut s’écrire sous la forme

> af;(:) (43.2)
k

ou (1) est un point général de l’espace S, au dessus de T(x).

Démonstration: Le point général au dessus de T[a;(x)] de la variété en

question est donné par les relations (4.3.1), ou (£) sont variables au dessus de

T(ay;). On peut choisir comme ces variables des €léments
n

L 99(x)

S = Me 52— 5 LT=heoenly,

ou (») est un point général de 'espace S, au dessus de T(x). Dans ces conditions

nous avons
Z, S (x) 2" (%)
. L 9p(x) dpy(x
Yi = iaij M e Nk oy "
E=0

k=0
Mais, c’est I’assertion de notre théoréme, parce qu’il suit de P’observation du

I %( x)

rang de la matrice \

’ que le point (¥') est de la dimension 2—1 au

dessus de T(x) et alors qu ’il est un point général de la variété en question au
dessus du corps T(x).

La forme (4.3.2) du point général de la variété homologue est plus conve-
nable, s’il n’importe pas aux différentes directions de contact, et au contraire
la forme (4.3.1) indique en détail, comment les points de la variété homologue
correspondent aux directions tangentes dans le point (x).

Nous terminerons cette partie par un théoréme, qui est une conséquence
immédiate des théorémes 4.2.8; 4.3.3 et 3.2.4.

Théoréme 4.3.4. A un point isolé de base correspond en premiére approxtmatwn
un hyperplan de I’autre espace.

4.4. Les objets géometriques, correspondants en approximations
ultérieures. — On pouvait déduire la forme (4.3.2) du point général de la
variété homologue aussi par un autre procédé, qui nous montrerait la voie aux
recherches suivantes.
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L’hyperplan tangent dans le point (x) & ’homaloide général est donné par
un seul polyndéme
o A_‘ L’Q‘J(x)

> P X,L bl (4.4.1)

)
Soit (7) le point général de l’espace S,, au dessus de T(x); considérons une
droite donnée par les points (x) et (7), dont le point géneral a des coordonnées
('uoxIL + pym;). SiPhyperplan 4.4.1 doit contenir la droite en question, il faut,
qu’il y ait

PN (44.2)
Led

j=0 k=0

on obtient cette relation aprés la ‘substitution et Papplication du théoréme
d’Euler sur les fonctions homogénes. On trouve (4.4.2) une condition linéaire
pour les homalo.des qui sont tangents dans le point (x) a la droite considérée.
Les hyperplans, qui correspondent aux homalo.des satisfaisants & cette condi-
tion, forment, dans I’ S, une gerbe au sommet

n
, 2p:(x)
Yi = Zﬂk “ox;

k=0

(4.4.3)

En nous rendrant compte de cela, que (%) était un point général dans P’espace
S,, nous voyons, que la forme (4.4.3) donne le pom[ général au dessus de T(x)
de la variété linéaire, qui correspond, en premiére approximation, au point (x).
Cette forme est identique avec la forme (4.3.2).

Nous voulons étudier le procédé décrit tout a I’heure plus en détail.

La variété linéaire, homologue 4 un point isolé de la base est complétement
décrite par le théoréme 4.3.4. Ce cas n’étant pas trop intéressant, nous le voulons
considérer comme accompli.

Si le point (x) n’est pas un point isolé de la base et s’il est — comme nous
le voulons supposer constamment — une spécialisation réguliére au dessus
de T d’un point général de la variété de base, deux cas peuvent se présenter:
1°, le point (x) est un point simple d’une variété de base a la dimension égale
au moins 2 'unité; 2°, le point (x) représente ung variété de base a la dimenson
zéro, qui est munie des conditions de contact (dans ce cas, la spécialisation est
évidement un isomorphisme) Dans tous les deux cas, il existe une variété
tangente linéaire L, qui est touchée dans le point (x) par tous les homaloides.
Si P'on choisit pour (%) au lieu du point général de Iespace le point général ,
de la variété L, les relations (4.4.3) cessent de valoir, parce qu'il y a, pour chaque

Js ZW a%";(;x) = 0. Cela signific géométriquement, que I’ exigence imposée

a ’hyperplan tangent de I’homalo’de de contenir la droite pXi + fy7:x ne
représente aucune condition pour les homaloides. Dans ce cas, on peut infposer
aux homaloides des conditions supplémentaires.
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Désignons par () le point général au dessus de T(x) de la variété tangente L
dans le point (x) et conservons au symbole (7) sa signification précédente du
point général au dessus de T de I’espace S,. Par les points (x), (y) et (), un
plan g est determiné, dont le point général au dessus de T(x, y, 1) s’écrit

Vo= poXi + i+ e, 0=i=n. (4.4.9)
Le plan p coupe la variété linéaire tangente L suivant une droite (%, y); on
obtient les points de cette droite en effectuant la spécialisation yy —> 0

La polaire quadratique d’un homaloide général par rapport du point (x)

est donnée par le polyndme

n
. (%)
Zzi ZXJ rn (4.4.5)

Le plan o coupe la polaire quadratique (4.4.5) suivant une conique, qui
touche la droite (x, ). On obtient ’expression pour cette conique dans le plan o,
c.-a-d. un polyndéme expnme dans les indéterminées g, ;5 #y, €n substituant
dans (4.4.5) pour les X, X; les relations (4.4.4):

n
Z Z (1% + 13 + pray) (uo¥e + pye=+ pame) ax(p},(;)-

i=0
11 en suit

dx¢x

02 _ _ _ - —
Z Z i) [wsx%x + popa(Xx + Xi3) + potto(Xyme + Fpmy) +
=0

+ w3y + papeyme + Yemy) + pi mm]
Eu égard aux égalités

zm‘ P _ i — 1) @) = 0,

0x; 0%,

0=i=n

i ==
Z(xjyk + xkyj) % é(;l =2(r, — 1) ZJ’A— ’%ﬁ? =0, J
k=0

nous pouvons donner a Pexpression précédente la forme plus convenable

NN Py,
2(r, — l)llwzzl’ Z . oy (x) + u zzi ?_y Ve axq’agcx)

-0 k=0
8 X,
+ s Zzt Gy -+ 30m) L0 + 1 Z > S aae)
=0 gk =0k
§’il 'y a maintenant
- 2(ry — Daypopts + apii + agpps + aapti (44.7)
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une conique quelconque dans le plan ¢, qui touche la droite (¥, ¥) dans le point
(x), nous pouvons chercher ’ensemble des homalo'des, dont la polaire quadra-
tique oscule la conique (4.4.7) dans le point (x). Nous constaterons, qu ’aux
homalo’des de cet ensemble une seule condition linéaire pour 1 est préscrite,
ce qui veut dire que, dans espace S, des objets homologues a ces homalo des
sont les hyperplans passants par un point fixe. Si la conique et le plan lui méme
varient, le point trouvé ci-haut parcourt un ensemble de points dans I’ S, et
cet ensemble est une variété, comme nous le démontrerons plus bas. Nous
voulons nommer cette variété une variété correspondant au point (x) en seconde
approximation.

Nous pouvons aussi demander, que la polaire quadratique des homalo’des
ait dans le point (x) le contact d’ordre trois avec la conique considérée. De
cela on déduit deux conditions pour 1. Nous pourrons démontrer, que ce
procédé méne, sous quelques conditions supplémentaires, & une variété réglée
dans I’ S;, et nous dirons que certe variété corresponde au point (x) en seconde
approximation ultérieure.

Maintenant, nous voulons exposer nos.idées sous une forme précise.

Théoréme 4.4.1. La signification des symboles (%), (¥), (n) étant la méme
comme auparavant, nous avons:- Aux homaloides, dont les polaires quadratiques
osculent dans le point (%) la conique (4.4.7), correspondent, dans I’ S, des hyper-
plans passants par le point aux coordonnées

n

, " dpix
X = ay 277/: %;C(k‘) Z XYk

k=0

0<i<an, (4.4.8)

Si, en outre, la conique (4.4.7) et la polaire quadratique des homaloides doivent
avoir le contact d’ordre trois dans le point (x), Phyperplan homologue dans I’ S,
est obligé passer aussi par le point (4.4.8) et au surplus encore par un second point
aux coordonnées

n
- 2gu(x). (%) <
yi=ay Zn X ?(nm + m8) Grjox, > OSIEM (4.4.9)
k=0

Démonstration: Si les dcux coniques (4.4.6) et (4.4.7) doivent avoir, dans
le point (x), une intersection au moins triple respectivement au moins quadruple,
il est nécessaire et il suffit, que le polyndme quadratique, résultat de I’élimination
de la coordonnée p, des expressions (4.4.6) et (4.4.7), soit divisible par u,
respectivement par u3. Cela signific en premier cas la condition

z A Zm folx) _ Zﬂ §y, 62’“2 —0 (4410
i=0

en seconde cas la méme condition et encore une autre

n n
O oy (x
as Z A Z Nk '%EI:) ‘112 A4 Z(’?kyj -+ 098 axtpc(;:) 0. .(4-4~11)
k=0

i=0 = i=0 1k
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Ainsi nous avons obtenu des conditions linéaires pour 4. Aux homaloides
satisfaisants des hypothéses du théoréme correspondent, dans I’ S;, des hyper-
plans, les coordonnées de lesquels sont soumises 4 la méme condition (4.4.10)
respectivement aux deux conditions (4.4.10) et (4.4.11), C’est & dire, les hyper-
plans passent par le point aux coordonnées (4.4.8) respectivement par ce point
et encore par le point aux coordonnées (4.4.9). Cest ce que nous voulions
démontrer.

Losculation d’une conique quelconque dans le point (x) s’obtient par spéciali~
sation des points (7) et () et de la proportion a,: a,, dans la condition (4.4.9).
A cette spécialisation, le point (4.4.8) parcourt une variété, ce qui suit immédiate-
ment du fait, que les coordonnées x; dépendent rationnellement de (), de (¥)
et de a,: a;. On en voit, que le point (4.4.8) est un point général au dessus de
T(x) d’une variété, qui correspond au point (%) en seconde approximation.
Nous ne voulons y aller plus en détails; nous prions le lecteur de vérifier lui
méme, que le point général au dessus de T(x) d’une variété, qui correspond
au point (x) en seconde approximation ultérieure est donné par les expressions

n
, O ° *p,(x :
R = Ay Z’Ilz (Z;E;) a Z [asyx + as(niy; — 15 90 dxq);(x) (=<'
=0 ik

et que cette variété est reglée, si deux au moins points des trois cités ci-bas
sont différents:

n
op.(x L peE o2y .
(zﬂk q;—’%c)’)s (Zym afsx)) (S‘(’]kyj - ’ijk);x(pa(;?) 0= S n.
k=0 ik

On peut, par un procédé analogue, introduire la troisi¢éme approximation ou
méme les approximations d’ordres encore plus élevés, s’il en est besoin. Néan-
moins, nous ne déduirons pas des formules générales, car on choisit toujours
des méthodes spéciales pour réaliser les approximations plis élevées d’aprés
la nature des conditions préscrites aux homaloides dans le point donné.

5. Quelques exemples.

5.1. La transformation monoidale cubique dans I’ S,. — Nous nous
proposons d’étudier une transformation monoidale cubique dans 1'S;, qui
est donnée par les relations

0Xo = Xo(X3— XX, + 2X,Xy), 0X,= Xo(XoXs + X2 — 2X2X3),

oXi = Xi(X; — Xy), 0 X, = Xp(X; — X5),
0X;5 = Xy(X§ + X, X,), 0X, = XXt — 2X. X5 + XoXi —
— X1 X; + X X5),

0Xi = Xy(X: — XX, + 2X,Xy), 0X; = Xy(X;Xs + X2 — 2X:X3).

La base dans I'S; est formée par deux droites (X, X1)5 (X, X,) et par deux
points (1, 1,0, 0) et (1, —1, 1, 1), dans 1’ S} par trois droites (Xj, X3); (X2 X3);
(X — Xs, X2 X3) et par un point (0, 0, 1, 2).
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Nous construirons la matrice H,(X)

3X2 — 2X,X; - 2X, X, — X2 2XX,5 0, 2X,Xy
2X, X, — 2X X, 0, X3 —X:
2X, X, X3, , X0+ 2X, X,
2Xo X3 — X1 Xs, — XX, +2X2, 0, X:— X,X, +4X,X,

L’union des hypersurfaces fondamentales dans I’espace S, est composé des
plans X5 X33 X, — X;, dont le premier est quadruple dans la Jacobienne, et
d’un céne quadratique au sommet en point O,: X3 — XX, + 2X,X;.'La’
matrice H,(X) posséde le rang zéro pour le point général (0, x;, x,, 0) de la
droite (X, X3), de sorte que la droite est au moins double dans la base (voir
définitions 3.3.1; 3.3.2). On pourrait se persuader, qu’elle est justement double,
si ’on examinait la matrice Hy(X) pour le point (0, x,, ¥, 0). La duplicité de
la droite de base dans IS, est une propriété caractéristique de Ia transformation
monoidale cubique (voir [12]).

En ce qui concerne des points de base (1, 1, 0, 0) et (1, —1, 1, 1), on trouve
hy = 3, ce qui signifie, que les deux points sont les points isolés de base (défini-
tion 4.1.4) et suivant le théoréme 4.3.4 il leur corresponde en premiére approxi-
mation un plan fondamentale. On voit aisément, que C’est le plan X3, s’il
s’agit du point (1, 1, 0, 0) et le plan X, — X3, §’il s’agit de P’autre point.

Les circonstances beaucoup plus intéressantes ont lieu pour la droite (X,, X;).
Le point général (0, 0, x,, x3) de cette droite au dessus de 7 donne

00 00

00 00
H,(0, 0, xy x3) = (0 x2 0 0) -

0 2x3 0 O
de sorte que /; = 1 et la droite est une variété¢ de base avec une condition de
contact de 1¢r ordre (définition 4.1.2), qui consiste dans le fait, que le plan
tangent de tous les homaloides lelong de la droite (a I’exception du point O,)
est fixe et quil coincide avec le plan X;. Le point O, est une spécialisation
irréguli¢re du point général (0, 0, x,, x3) au dessus de T' (définition: 3.3.7), il est
double dans la base et simultanément un point double uniplanaire pour ’homa-
lolde général.

Retournons au point général de la droite. Nous prenons comme déterminant
3 une colonne 4 ’élement x% de la troisiéme ligne. Evidement, ils n’existent
que deux proportions différentes de zéro, & savoir ay, = 1, ayy = 2. Il en suit,
que la dimension de fixation (voir définition 4.2.1) est égale 4 l'unité et que
la dimension homologue (définition 4.2.5) p = 0. Suivant le théoreme 4.3.2.
nous constatons, qu’ a chaque point de la droite (& exception du point O,)
aussi qu’a la droite méme, il corresponde en premiére approximation toujours
le méme point (0, 0, 1, 2). On obtient les coordonnées de ce point conformément
des formules (4.3.1) et (4.3.2).

Maintenant nous allons exécuter des recherches analogues dans 1’espace S.
Le lecteur veuille vérifier lui méme, que, dans ce cas, la Jacobienne exprime
une union des surfaces, composée des plans fondamentaux Xg; X35 Xo — X3,
dont chacun est compté deux fois, et d’un cone quadratique au sommet O;:
X3+ XoXp — 2X3X5. .

La droite (X;, X3) — en analogie avec le cas précédent — se présente comme
une droite double dans la base dans I’S;. C’est nécessaire, parce qu’une trans-
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formation monoidale doit étre monoidale dans tous les deux espaces ambients.
[12].
Pour le point général (x,, 1, 0, 0) de la droite (X3, X3) on a:

' 0 0 x 0
1t ’ 2 — a2
mesoo - (b8 5 )
0o 0 O 0

Il'y a 2= 2 et la droite est une variété ordinaire de la base. En prenant 4 =
= —xu%, nous avons s = 0 et p = 2. La spécialisation irréguli¢re est le point
(0, 1, 0, 0), C’est & dire le point d’intersection de la droite considérée avec la
droite (X, X3); le point est double, biplanaire dans la base. Ainsi, toutes les
conclusions, qui suivront, perdent leur valeur pour ce point exclusif. D’autre
part, pour tout autre point (xg, ¥1, 0, 0), x5 # 0, de la droite, notre théorie dit,
que I’homologue est une droite dans le plan X, passant par le point (1, 1, 0, 0).
A la droite (X3, X3) en entier correspond en premiére approximation le plan
fondamental X.

On trouve des ‘circonstances tout a fait analogues aussi pour la droite
(Xo — X3, X; — X;). A un point, qui est une spécialisation réguliére du point
général, correspond une droite dans le plan X, — X;, passant par le point
(1, —1, 1, 1); le plan X, — X, est ]’homologue en premiére approximation
de la droite en entier. Comme la spécialisation irréguliere on retrouve ici encore
une fois le point double O,.

Alors, c’est le point (0, 0 1, 2) seul, qui nous reste 4 étudier dans ’espace

S3. A ce point nous avons
0 0 0 0
0 0 0 0)

H(0,0,1,2) = (2 —4 8 4
2 0o -8 4
de sorte qu’il y a 7, = 2 et le point en question posséde une condition de con-
tact du 1¢ ordre. Cette condition consiste en fait, que I’homalo.de général
touche dans le point (0, 0, 1, 2) la droite donnée par les polyndmes Xi, X,
— 4X; + 2X;. Des recherches plus approfondies on déduit, qu’il y a s = 0,
p = letque Cest la droite de base (X, X,), qui correspond en premiére approxi-
mation au point (0, 0, 1, 2).

En cherchant des objets homologues en seconde approximatien aux variétés
de base considérées ci-haut, on n’obtient de nouveaux résultats que pour la
droite (X, X;) dans I’ S; et pour le point (0,0, 1, 2) dans I’S3, alors pour les
variétés, qui était munies des conditions de contact.

Le point général au dessus de T de la droite (X,, X,) soit (0, 0, x5, x;), le
point général au dessus de T(x) du plan tangent soit (¥, 0, ¥, ¥3) et enfin
(0> M1> M 7g) soit le point général au dessus de 7' de ’espace S;. Suivant
des formules (4.4.8) on a

% =0,

¥ = —a,y; . 2%y — 2x),
;o 2 2 D

Xg = GM1X3 — Q1Yo « £X35

X3 = ayny . 2x% — a,y% . 2x,.



Les exprcssxons obtenues peuvent étre simplifiées, si I'on substitue ay; = 2,
—2a,y3 = . Aprés cela on détermine aisément ’homologue du point général
de la droite (X,, X;) en seconde approximation. L’homologue est une droite
donné par deux point (0, 0, 1, 2) et (0, x, — X3,.X3, x3). En effectuant toutes
les spécialisations régulieres du point (0, 0, X,, x3), nous obtiendrons comme
homologues en seconde approximation des droites d’un faisceau, qui est situé
dans le plan X, et qui a pour son sommet le point de base (0, 0, 1, 2). Plus
précisement, les points de la droite (X,, X,) et les droites correspondantes
du faisceau en S; sont coordonnés projectivement. Finalement, a la droite en
question en entier correspond en seconde approximation le ‘plan Xj.

Nous voulons montrer la seconde approximation encore pour le point
(0, 0, 1, 2) dans I’ S;. Ici il faut prendre pour (y) le pomt général de la droite
(X, Xo — 4X; + 2X;), Cest-a-dire le point (4y, — 2y, 0, Vs, ¥5) Ainsi nous
obtenons dans Iespace S,

%y = 05 x, = 8“1(2.3’2 3)*s %y = 2a5(ng — 27y — 4yt 205)—4ay(2y, — 35)%;
2‘12(770 — 4y + 2n3) — 4ay(2y, — ¥5)* .
Tout ce qui suit pcut se simplier par introduction des parameétres nouveaux

— 44,2y, — 33 = @5 2ay(ng — 4np -+ 2m) = B3 —Aaym =y.
par celaon a

Xy =03 X, = — 2a; X, =oa+ 4+ p; Xg=o 4+ f.

La seconde approximation donne alors le plan X, dans I'S; comme ’homologue
du point (0, 0, 1, 2). La formule peut fournir des renseignements plus detaillés
sur les objets homologues aux différentes coniques d’osculation, cependant
nous ne voulons pas y entrer. Nous ne nous apercevrons que d’une seule circon-
stance.

Par P'introduction des parameétres nouveaux o, f, y nous avons montré, que
le point () n’a pas le role décisif en détermination du plan o et de la conique.
C’est naturel, car tous les plans considérés contiennent la droite tangente
enti¢re. La position du plan est déterminée déja par le point (), c’est-a-dire
par la proportion f: y. Cela veut dire, que, aprés 'élimination du paramétre o,
nous devons obtenir le faisceau de droites dans I’ S;. En effet, la droite générale
du faisceau est donné par des polyndmes

X, et. 2p(X,— Xy) — y(2X; + X,). (5.1.1)

Les droites différentes du faisceau s’obtiennent par la spécialisation de la pro-
portion f: yp et on en déduit facilement, que chaque droite correspond & une
position du plan ¢ et que chaque point d’une certaine droite correspond a ’oscu-
lation d’une conique dans le plan appartenant. Le sommet du faisceau (5.1.1),
a savoir le point (0, —2, 1, 1), est ’homologue 2 la tangente fixe des homaloides
dans le point (0, 0, 1, 2) dans I’S.; Il est intéressant, que le point (0, —2, 1, 1)
n’est pas le point de base dans I’ 83, que c’est un point ordinaire du plan fonda-
mental X|,. Le lecteur peut se persuader assez facilement lui méme, que chaque
droite dans ’espace Sy, qui passe par le point (0, —2, 1, 1) et qui n’a pas un
point commun avec une variété quelconque de base dans I’S;, est transformée
en une courbe cubique dans I'S; ayant la droite (Xi, X; — 4X; -+ 2X3) pour
sa tangente d’inflexion en point (0, 0, 1, 2).
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5.2. L’involution simplexale dans I’ S,. La transformation 3 étudier
soit donnée par les relations

, , , 1 1 1
Xo: X1t X =< it

On voit tout de suite de la forme des équations, que la transformation est une
involution. Nous T’appellons la transformation simplexale dans 1" S,,, spécialle-
ment, pour 7 = 3, la transformation tétra¢drale (11). Le nom provient du
rapport ¢troit de la transformation au simplex des coordonnées. Elle est un cas
spécial de la transformation dite normale dans I’ S, qui est une transformation
de degré n ayant toutes les variétés de base simples et & # — 2 dimensions.

Dans notre cas, les hypersurfaces fondamentales sont des hyperplans du
simplex des coordonnées, il existe en somme (%) variétés de base qui sont
linéaires, 4 n — 2 dimensions et simples dans la base. Nous voulons examiner
qu’est-ce quie correspond par exemple 4 la variété de base donnée par les poly-
ndémes homog:nes X, X;. Pour le point général de cette variéié il y a

0 XoX3...x%, 0 . 0

XoXg o v o Xy 0 0 e 0

H, = 0 0 0 .o 0
AR RERERE PSR RERRRRRE o

Le rang de la matrice est #, = 2, ce qui signifie, que la variété en question est
une variété de base ordinaire. Chaque point qu’elle a commun avec une autre
variété de base est une spécialisation irréguliére, car il est double au moins dans
la base. Suivant les définitions du paragraphe 4.2., nous constatons, que la di-
mension de fixation est égale & n — 2 et la dimension homologue & p = ] =
= h; — 1. Pour la dimension donnée de la variété nous y avons la plus grande
fixation comme elle est possible et par suite aussi la plus petite dimension homo-
logue. Nous avons alors le résultat: A chaque point da la variété, qui est une
spécialisation réguliére du point général, correspond toujours la méme droite
0,0, dans S7,; cette droite est alors ’homologue en premiére approximation a la
variété de base entiére.

Dans ce cas, la seconde approximation de méme que les approximations ulté-
rieures ne peuvent donner rien de plus. Ici on le voit tout de suite, parce que la
variété linéaire tangente L se confond avec la variété de base elle méme.

5.3. La transformation quadratique specialisée du plan. Le dernier
example soit une transformation quadratique déterminée dans le plan S, respec-
tivement S; par des relations

0Xo = XoX, + kX2 oX, = Xi X4 — kX2
oXi = X, X, oX, = XiX; . (k #0)
0X; = X} oX, = X352

La base dans le plan S, est formée par le seul point O, et par analogie dans
le plan S; par le seul point Oq. La Jacobienne

X, 2kX, X, .
0o X, X = 2X3

0 02X,



montre une seule hypersurface fondamentale, 4 savoir la droite 0,0, dans
I’ S, et le méme résultat dans le plan S;. Nous voulons appliquer notre théorie
au point O,. Nous constatons qu’il y a 7, = 1 ce qui veut dire que le point O,
posséde une condition de contact. La dimension de fixation — come toujours
dans le cas du plan — est égale a zéro et alors la dimension homologue ne peut
pas surpasser ce nombre. L’homologue en premiére approximation du point O,
est le point O.
Nous employons la seconde approximation et nous choisissons

(%> %15 %2) = (1,0,0)5 () = (¥0> 1,0). Aprés cela, nous avons

Xo = @yny — @ 2kyimy; x=0; x%=0, (6.3.1)
C’est & dire encore une fois le point Oj.

Alors, dans ce cas, on est obligé d’employer la seconde approximation ulté-
rieure qui donne
Yo = agfly — &NzYo — 4akny Y13 ¥1 — ayine3 ¥z =0 (53.2)
C’est & dire la droite fondamentale O;O;. Des relations (5.3.1) et (5.3.2) il suit,
que la proportion @, : @, n’a aucune importance pour la détermination de I’homo-
logue au point O, et qu’il n’importe qu’a proportion aj : a,. Le fait a cette
signification géométrique: Si on préscrit aux homaloides — cela veut dire,
dans notre cas, aux coniques — qu’elles doivent osculer au point O, une conique
donné, on n’a formulé aucune condition pour eux. En effet, les homalodes ou
bien ne peuvent pas satisfaire a cette condition et ils dégénérent (deviennent une
union de deux droites), ou bien ils la satisfont automatiquement. Pour cela il est
nécessaire désirer le contact d’ordre trois avec une conique variable, pour qu’on
obtienne une condition.
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PE3IOME

O JITIPOCTBIX MHOT'OOBPA3BUMAX BA3HMCA
B KPEMOHOBBIX IIPEOBPA3OBAHUAX

NOCN® METEJ/IKA

TlepBLie J1Be ri1aBBI HOCBAIICHB! BBOIHBIM NIPeJUIOHICHAM I 061eit Teopun
anrebpanyeckuX IpeodpazoBaHNii, BKIIOYAdA ONpEEICHUE KPEMOHOBHIX
upeobpasosanmii B S, (cMorpu 2.2.1 u 2.2.2.). B cuenylomeii riraBe npuio-
MHHAIOTCA KOPOTKO IVIABHBIE CBOiiCTBA MHOToOOpasmii 6asnuca U IITaBHBIX
MHOT006pa3uii, oONpeleNAeTCA aNaJuTHICCKH KPaTHOCTL MHOT006pasuil
Gasnca, ucuoaL3ya panr f,(x) marpunsl H,(x),1 ==m =r, ¢ h-+1 crpo-

0"epy(x
KaMu, KOTOpPas COCTABJICHA M3 YACTHLIX HPOIM3BONHBIX 3}%"'
o, .. Ox
0 n

Bcee ocranbHoe KacaeTes TOIHKO NPOCTHIX MHIOT00GPAsIii, TO eCTh TAKUX,
I KOTOPBIX /2,(x)>0. IIpn momomu panra /,(x), oupeaensercs HeOTpUIa-
TENBHOE YHCIO ¢ =7 — r — /;(X), HABBIBAMOE YHCIOM YCIOBYil IPUKOCHO-
BennsA 1epnoii cremenn. Osnavaer jm A # 0 onpefeiurenb ¢ ; CTPOKAMH,
BuiOpanubii 3 H,(x), m A; onpenenureib, KOTOPHIl moiydaercsa us A
3aMEHOIi CTPORM ¢ MHEKCOM 7 CTPOKOIL € MIJIEKCOM j, U, HAKOHEll o3lavdact

Agf
am ay = Tj’ TO MOKHO ONpeJeTHTL enle JBa HeOTPHUATEIbHBIX YHCia:
s =h— dimy (a;), Ha3LIBACMOE DPa3MEPHOCTLIO TPUIPEILIEHUsA, M p =
= dimg, (Eaijéi)(§i~onnoponﬂbxe nepeMerinnle) HaspBacMoe TOMOIIOTHYe-

croit pasmepﬂomblo Yucaa g, s, p ABIAIOTCA XaPaKTEPUCTHYCCKUMU MI-
BapuauTaMH MHOrooOpasns Gasuca.

Hanbume goxaseiBaeTcs teopema 4.3.2., B KOTOPOIl TOBOPUTCA, YTO oﬁpa-
30BAHMC COOTBETCTBYIOIlee B IEPBOM NPHOMIKEHUN TOYKe (¥) MHOTo-
ofpasus Gasica, KOTOpWil SBJIACTCA TPOCTHM ¥ HMECT pasMep r, ecth
anHeiinoe mmorooGpasme (-1)-pasmepnoe, obmas To4ka KOTOPOIO ompe-
nexena 4.3.1.. MuorooGpasua, TakuMm o0pa3oM NOIy4YeHHBIE, 00pas3yloT
(r-s)-pasmepHyio cucreMy (HC BCerja JIMIeNHyl0) U p-pasMepHoe MHOTO-
ofpasue, COOTBETCTBYIOLICE MCCIIEOBAHHOMY MHOT000pasmio Oasuca.

B nmanpHeiimeM uayvaioTcs Apyrue anpoKcHMainy, MOPegosioras, 4To
CyulCCTByIOT yCHOBHH l[pMICOC"(]BCHHﬂ. 811ecb HMeeT Jeiio ¢ conpmcacalo-
IHIMCA TOMOJIOMIOM 1 € OJIPeeJeHHBIMI KOHIMYCCKUMI ceYeHNaMu B TOUKe ().
W3 nccaenosanna puirexaor 4.4.8. n 4.4.9., KoTopee ONPEACIAIOT 06IYIO
TOYKY COOTBETCTBYIOUX MHOTooGpasuit.

ITaTas riaaBa mocBsuieHa HECKOJIBLKNM puMepaM. Muoroo6pasus 6asuca,
€ KOTOPLIMHU 3JieCh BCTpevaeMcd, YIOBICTBOPAIOT YCIOBMAM IIPUKOCHOBCHSA,
Y HUX IIOJIO}KNTENbHBI pasMep MPUKPEIUIEHNA, U MOTYT noaromy X0pOoIo
WLIOCTPUPOBATh HPEABIIYILYI0 TECOPHIO,



SHRNUTI

O JEDNODUCHYCH VARIETACH BAZE V CREMONOVYCH
TRANSFORMACICH
JOSEF METELKA

Prvni dva paragrafy jsou vcnovany tvodnim pozndmkim o obecné teorii
algebraickych transformaci véetn¢ definice Cremonovy transformace v S, (viz
rovnice 2.2.1. a 2.2.2.). V dalsim paragrafu se kratce pfipominaji hlavni vlastnostl
variet bdze a hlavnich variet, definuje se analyncky nisobnost variet baze za
pouziti hodnosti %,,(x) matice H,,,(x), 1 =m =ry, on- 1 fadcich, ktera je

. x
sestavena z parciélnich derivaci — i Z .
Oxg® . . . 0x%n

Vie dali se tyka jen jednoduchych variet, tj. takovych, pro n&% 7,(x) > 0.
Definuje se pomoci hodnosti 4,(x) neziporné ¢islo ¢ = n — r — k,(x), nazvané
pocet podminek dotyku prvniho fadu. Je-li 4 +# 0 determinant o % F¥adcich
vybrany z H,(x), 4;; determinant, ktery obdrzime z A nahrazenim fadku o in-

dexu i fddkem o indexu j, a je-li kone¢né a;; = éAil , mizeme definovat dalsi dvé

nezdporna Cisla s = r — dimy(a;;), nazvané rozmér upoutini, a p = dimy
(2 a;;&) (& jsou homogenni proménné), tzv. homologicky rozmér. Cisla g,s,p
jsou invariantni charaktery variety baze.

Dile je dokdzdna véta 4.3.2., ktera fikd, Ze Gtvar odpovidajici v prvnim pf¥i-
bliZeni bodu () variety baze, jeZ je jednoduché a ma rozmér r, je linedrni varieta
(h — 1) rozmérna, jejiz obecny bod je ddn vzorcem 4.3.1. Variety, které tak
dostaneme, tvofi (r — s)- rozmérny systém (ne nutné linedrni) a vytvateji p-
rozmérnou varietu odpovidajici vySetfované varieté béze.

V dal$im se studuji dalsi aproximace za pfedpokladu, Ze existuji podminky
dotyku. Jde o oskulaci homaloidu a jisté kuZeloseCky v bodé (x). Z tohoto vy-
Setfovani plynou formule 4.4.8 a 4.4.9, jeZz déavaji obecny bod odpovidajicich
variet.

Paty paragraf je vénovan nékolika pnk]adum Varzety béze, které tu pfichdzeji,
maji jak podminky dotyku tak kladny rozmér upoutam, takZe mohou poskytnout
dobry pohled na pfedeslou teorii.
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