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PRIMARNI ROZKLADY

VAcLAvV VILHELM, Praha

(Doslo dne 1. biezna 1985)

Souhrn. V préaci se vySetfuji priméarni rozklady prvka uplného svazu, na némz operuje dana
pologrupa. Vysledky poskytuji jednoduchy spoleény pohled napt. na primarni rozklady podmo-
dula v modulech, na primarni rozklady ideala a kongruenci na pologrupach.

1.

1.1. Definice. Necht (L, v, A) je uplny svaz, (S, +) pologrupa a u: S x L— L
(pisme u(x, @) = aa) zobrazeni splitujici pro libovolné prvky a;e L (iel * (Z))’
a,belL, a, €S pozadavky

(1) o(V ) =V (xa),
() (#8) a = alpa)

(3) @a £ a.

Trojici (S, L, u) nazveme levym S-scazem a oznalime ji sL. Symetricky definujeme
pravy S-svaz (L, S, u) = Lg; misto u(a, o) budeme psét ao.

Pfiklady. 1. Necht M je levy modul nad komutativnim okruhem A, L necht je
uplny svaz vSech jeho podmoduli. Pro kazdé x e A a pro kazdy podmodul Ne L
definujme u(x, N) = xN. Pak Lje pfitakto definovaném nasobeni prvky pologrupy
S = (4, ) levy S-svaz.

2. Necht (L, v, A) je plny svaz, (S, +) podpologrupa pologrupy uplnych endo-
morfismi polosvazu (L, v) takova, ze a € S = Vx € L(a(x) < x). Pak Lpf¥i ndsobeni
prvky z S definovaném pfedpisem ax = a(x) je levy S-svaz.

1.2. V levém S-svazu sL plati pro kaZdd o, B,ye S, a,be L a kaZdé pFirozené
Cislo k nerovnosti

(i) a £ b=>aa < ab,
(i) (B)*a < o*a A B a, (ayB)* a < (af) a.

Dikaz. Z vlastnosti (1) v definici 1.1 plyne a v b = b =oaa v ab = ab, tedy
aa < ab, jakmile a < b. ProtoZze fa < a, je tedy (¢f)a = «(Ba) < aa a dile
(«B) a = «(Ba) < Ba podle (3), takZe (af)a < aa A Ba. Déle je afa < xa =
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= Pofa < aa = afafa < o*a = ... = () a = d*a; podobn& oafa < fa =
=papa < p2a = o(fapa) < p*a = ... = («f)* a < p*a, takZe plati (xB)* a < *a A
A B*a. Konetn¥ (ayf) a = «(ypa), odkud v disledku nerovnosti yfa < Ba plyne,
Ze ofyBa) < aPa. Odtud indukci dostaneme posledni tvrzeni.

1.3. Definice. Pro libovolnd a, be L, « € S definujme v gL

a:b={yeS|yb < a},

a:aq= V{xeL]ax < a},

r(a) = {yeSl 3k 2 1(y* 1 £ a)},

R(a) = {ye S| 3k = 1(y*a = 0)},
kde 0 je nejmens3i, 1 nejvétsi prvek svazu L. Pro libovolny oboustranny ideal 4 polo-
grupy S polozme r(4) = {y € S| 3k = 1(y* € A)}; zfejmé pak plati r(4 N B) = r(4) N
N r(B) pro kazdy oboustranny idedl Bv S.

1.4. MnoZiny a : b, r(a), R(a) jsou oboustranné idedly pologrupy S (pFipadné
prazdné).

Dukaz plyne z tvrzeni 1.2 (ii).

L5. Pro libovolnd a, b, a;e L(i el = 0) plati v sL
(i) (‘Qai):b = ig(a,-:b), b:(i\E/Ia,.) = .-en;(b:ai)’
(i) r(a A b = r(a) n r(b),
(iii) R(a v b) = R(a) n R(b).
Dukaz. (i) a€ (é\;ai) tbeVel(ab < a))«>Viel(aea;:b)=ae Ql(a,- : b).

Podobng se ov&ki druhé tvrzeni v (ii) uZitim (1) z definice 1.1.

(ii) Pfedng platizer(a Ab)=>o*1 <aanb=o"1<a,el <Sb=aer(a)n
n r(b). Naopak, je-li aer(a)nr(b), pak a'1 < a, o1 < b pro n&jaka I =1,
h = 1, takZe pro k = max(l,h) je &*1 < a, a1 < b, tedyi *1 < a A baae
er(a A b). Stejn& snadno se ov&fi (iii).

1.6. Pro libovolnd a,a;e L(i €I # 9) a libovolnd «, B € S plati
(i) o(a:a) < a,

(li) Al(ai:a) = (./\Ia,'):a,

(iii) a:(af) = (a:2): B,

(iv) a:a 2 a.



Dikaz. (i) a(a : @) = « V{xe L{ax < a} = V{ox|ax < }

(ii) Podle (i) plati pro kazdé jel oc[( /\ a):a] £ /\ a; < a;, tedy (/\ a):a <
< a;:a a proto (/\a‘) @ < /\(aj oc) S druhé strany mime pro kazde jel
nerovnosti of /\(‘11 oc)] oc(a X a) < a, takfe of /\ (a;:a)] £ Aa; a proto

Jjel
Aa; 1) < (Aaj):a.
iel JeI

(iii) plyne z ekvivalenci x L a:(ef)<>afx S a<px<a:a<x=<(a:a):p.
Konetng (iv) je zfejmé, nebot aa < a.

L7. Necht L* = (L, vV*, A*, £*) je dudlni svaz ke svazu (L, v, A, S); pro
kaZdé a €S, ae L definujme u(a,«) = a :a. Pak (L*, S, u) = L} je pravy S-svaz.

Dikaz plyne z tvrzeni 1.6.
Nejmens3i (nejvétsi) prvek v L* oznadme 0*(1*), takZe 0* = 1, 1* = 0. V pravém
S-svazu LY analogicky definujme

a:*b= {yeS| by S*a}, a:*a = V*{xeL|xa <*a},
r*(a) = {ve S|k 2 1(1%* <*a)},
R¥(a) = {ye S| 3k 2 1(ary* = 0%)},

kde aa znadi prvek a : « = u(a, «).

Analogicky k tomu, jak jsme v 1.7 ptifadili levému S-svazu gL pravy S-svaz Lg,
ptitadme pravému S-svazu L} levy S-svaz gL**.

1.8. Plati gL** =

Diikaz plyne z rovnosti a *a = V*{xe L| xx <*a} = AlxeL|x:a2a} =
= A{xe Ll @a < x} = aa platné podle 1.6 (i) pro libovolnd ae L, a € S.

Ve shodé€ s tim, jak se v modulu nad komutativnim okruhem definuje primdarni
podmodul a s tim, jak v [2] definoval K. Drbohlav primarni kongruenci na komu-
tativni pologrupg, zavedme nasledujici definici.

2.1. Definice. a) Prvek g € L nazveme primdrnim prokem levého S-svazu gL, jestliZe
pro kazdé a € S a kazdé x € L plati implikace

x<q, xfqg=a1=g,
kde k je n&jaké pfirozené &islo.
b) Prvek g € L nazveme D-primdrnim prokem levého S-svazu gL, plati-li pro



kazdé a € S implikace
ag < q=>0aq=0
pro né&jaké pfirozené &islo k.
Symetricky definujme primdrni a D primdrni prvek pravého S-svazu Lg.

2.2. Nechf ae L. Pak plati

(i) r(a) = R*(a), R(a) = r*(a),

(ii) a je primdrni (D-primdrni) v gL, pravé kdyZ je D-primdrni (primdrni) v Lg.

Dikaz. (i) R*a) ={yeS|Ik 21 (ay* = 0%)} = {ye S|k 2 I(a:9* =1} =
={yeS|3k 21 (4*1 £ a)} = r(a).

Odtud a z tvrzeni 1.8 plyne druha &ast tvrzeni (i).

(ii) Necht g e L je primarni v LS a necht ag < q. V 5L plati pro kazdé eSS,
x € Limplikace

(1) x:fzq, xkq=>0:f2¢q

pro n&jaké p¥irozené k, nebot q je v L} primarni.

Z nerovnosti «g < ¢, ¢ < («g) : @ a z (1) plyne pro x = aq, f = «, Ze pro n&jaké
k = 1 plati 0 : ¥ = g, coZ znadi, Ze a*q = 0 a prvek q je tedy D-primdrnim prvkem
v sL.Naopak, nechf g € L je D-primarni prvek v sL. Necht v pravém S-svazu Lg plati
xa <*q, x £*q; tedy vsLje x : a0 = ¢q, x & q. Odtud plyne, Ze ag < x; protoZe
q £ x, nemlZe byt ag = q a tedy plati ag < g, takZe o*q = 0O pro n&které k = 1.
To viak znamend, e ¢ < 0 : o* neboli v L% plati 1¥a* <* g, takZe q je v L§ primarni,
Odtud a z 1.8 plyne druhd &4st tvrzeni (ii).

2.3. Je-li g € L primdrni (D-primdrni) prvek v sL, potom r(q) (R(q)) je prvoidedl
pologrupy S.

Dikaz. Necht g je v sL D-primarni a nechf af e R(q). Tedy («f)* g = 0 pro
n&jaké k = 1. Nechf k je nejmensi takové &islo. Necht pfedné k = 1. Pokud f8q = g,
pak afg = aq = 0 a a € R(q); jestliZe je Bg < g, potom f'q = 0,1 = 1 a fe R(q).
Necht k > 1. Pak («f)*~* «fq = 0; v pfipad& fgq < g je B € R(q), v piipad€ fq = ¢q
je pak («B)*~! ag = 0. Protoze v¥ak plati («B)* "' ¢ > 0, nemiZe byt aqg = q. Tedy
je aq < g a proto a € R(q). VZdy je tedy o € R(q) nebo f € R(q), takZe R(q) je prvo-
idedl. Odtud ze symetrického tvrzeni pro pravy S-svaz a z 2.2 plyne: je-li g primérni
v 5L, je D-primarni v Lg a proto R*(q) = r(g) je prvoideal v S.

Vzhledem k tvrzenim 1.8 a 2.2 se v daliim omezme na vySetfovani D-primarnich
prvkl v L. K tomu pak staci pouZit metod obvyklych pro vySetfovani priméarnich
rozkladii idedld v komutativnim okruhu (viz nap¥. [1]).

2.4. Nechf q4, q2 jsou D-primdrni proky v Ls tymZ asociovanym prvoidedlem
R = R(q,) = R(42)- Pak i q, v q; je v sL D-primdrni a R(qy v 9;) = R.



Dikaz. Predn& podle 1.5(iii) je R(q; v ¢2) = R(q;) n R(q,) = R. Necht
q = q, V g, a necht pro néjaké a € S je ag < q. Pak tedy plati ag; v ag, < q; Vv
V q,, takZe existuje j € {1, 2} takové, Ze aq; < q;. Tedy pro n€jaké k = 1 je a"qj =0
a proto o€ R(q;) = R. Pro dostatetnd velké [ = 1 tedy plati «'q, = a'q, = 0.
TudiZ o'q = a'q, v a'q, = 0 a q je v sL D-primérni.

2.5. Necht q € L je D-primadrni prvek v gL, x € L. Pak plati implikace
() g=x=>r(x:q) =S5,
(i) ¢ £ x = r(x : q) = R(q).

Dikaz. Nechf ¢ < x. Pak x:g = S a tedy r(x : gq) = r(S) = S. Necht g £ x.
Jelli @e R(q), pak plati o*q = 0 < x pro n&aké k = 1, takZe aer(x:q). Je-li
« ¢ R(q), potom musi byt ag = g, takZe pro kazdé k = 1 je o*q = g £ x a tedy
a¢r(x:q)

Vyjadieni prvku ae L, a > 0 ve tvaru spojeni kone€né mnoha D-primdrnich
prvkl v gL nazveme jeho D-primarnim rozkladem v L. Ma-li prvek a v gL D-pri-
marni rozklad, pak z tvrzeni 2.4 plyne, Ze ma nezkratitelny D-primdrni rozklad

) a=V{g|ieN}, N={1,2,..,n},
v némz R(q;) # R(q;) pro kazdd i,jeN, i +j, a v némz V{q;|jeN\{i}} % q;
pro kazdé ie N.

2.6. (Véta o jednoznacnosti D-primérniho rozkladu.) Nechf ae L, a > 0 md
v sL nezkratitelny D-primdrni rozklad (2). Pak mnoZina {R(q,),...,R(4,)} je
prokem a jednoznalné urlena (a pro kazdé ie N plati R(q;) = r(x;: a). x; % a).
Ddle je prokem a jednoznalné stanovena mnozina Q = {q;|j € N, R(q;) minimdlni
v mnoziné {R(q,), ..., R(q,)}} a pFi n > 1 plati pro kazdé q;e Q rovnost q; =
= A{oa|xe S\R(q;)} = %a.

Dikaz. Necht xe L, a £ x. Podle 1.5 plati
x:ia=x:V{g|ieN} =N{x:q]ieN}.
QOdtud z tvrzeni 2.5 plyne
(3) r(x:a) = N{r(x:q)| ieN} = N{R(q;)|jeN, x £ q;} .
R(g;), i € N jsou prvoidealy v S Je-li tedy r(x : a) prvoidedl v S, pak pro n&jaké
ieN je r(x : a) = R(q;). Tedy plati inkluze
@ {r(x: a)| x % a, r(x : a) prvoidedl} < {R(qy), ..., R(g,)} -

Abychom dokdzali prvni tvrzeni véty, stadi dokdzat, Ze v (4) plati rovnost. Necht
tedy i e N. Polozme x; = V{q;|je N\{i}}, x; = 0 v pfipadé¢ N = {1}. ProtoZe
rozklad (2) je nezkratitelny, je jisté x; £ g;, x; & a; pfitom pro kazdé je N\ {i}

6




plati x; = ¢;. TudiZ podle 2.5 méme r(x; : a) = N{r(x;: q;)|je N} = R(g;) a v (4)
skute¢né plati rovnost.

Nechf prvoideal R(g;). ie N je minimdlni v {R(g,),..., R(q,)}, n > 1. Potom
pro kazdé j e N \{i} existuje a; € R(q;), &, ¢ R(q,). Pro « = II{a;| j € N\ {i}} je pak
a € R(g;) pro kazdé j € N\ {i}, aviak o ¢ R(q;). Tedy pro dostatecn& velké pfirozené k
mame
%) aa =dofq, v ... v atq, = d*q; = q;,

nebot z D-primarnosti prvku ¢, plyne rovnost ag; = g;vzhledem k tomu, Ze « ¢ R(q;).
Pro libovolné Be S\R(q;) je fq; = q;, takZe Pa = fg, v ... v Bg, = q;; tudiz
4; = N{aa| a € S\ R(g,)}, cbd.

Vyjadteni prvku a € L, @ < 1 ve tvaru priseku koneéné mnoha primdrnich prvku
S-svazu gLnazveme jeho primarnim rozkladem v L. Primarni rozklad v gL

(6) a=AqlieN}, N={1,2,..,n}

nazveme nezkratitelnym, jestlize
r(q;) *+ r(q;) prokazda i,jeN, i*j, aAg]ieN~{i}} £q
pro kazdé ie N.

Z viéty 2.4 pouzité na pravy S-svaz L§ a prechodem k levému S-svazu gL = gL**
plyne, Ze pro libovolné primarni prvky ¢, q, S-svazu gL, pro n&2 r(qy) = r(q,) = r
jeiq, A q,primarnia r(q1 A q,) = r.Ma-litedy prvek a € L v sLprimérni rozklad,
ma i nezkratitelny primarni rozklad. Stejnou tvahou pak z véty 2.6 plyne (pro
aeL,xeLjex:*a = a:x) nasledujici véta.

2.7. (Véta o jednoznagnosti primarniho rozkladu.) Necht aeL,a <1 md v gL
nezkratitelny primdrni rozklad (6). Pak mnoZina {r(q,), ..., (4.)} je prokem a
jednoznatné uréena (a pro kafdé ieN plati r(q;) = r(a:x;), x; £ a. Ddle je
prokem a jednoznatné stanovena mnoZina Q = {q;| j e N, r(q;) minimdlni
v{r(qy), ... "(g.)}} @ pFi n > 1 plati pro kazdé q; € Q rovnost g; = V{a : o| a e S\
(g} = a:ay

Obratime se k otdzce po existenci D-primarniho resp. primarniho rozkladu.
Prvek a € Lnazveme spojové ireducibilnim. jestlize pro kazd4 b, ¢ € Lplati implikace
a=bvc=a=bneboa=mc

2.8. (V&ta o existenci D-primarniho rozkladu.) Necht svaz L md klesajici Fetézce
konecné. Pak v sLjsou tyto tFi podminky ekvivalentni:
(i) Kazdy prvek 0 < ae€ L md v sL D-primdrni rozklad.
(ii) Pro kaZdd ae L, «e S, pro néZ aa = a*a existuje be L a pFirozené Eislo
k=1 tak, Ze a*b = 0, a = aa v b.

(ili) Pro kazdd ae L, w€ S, pro né aa = o’a existuje pFirozené k = 1 tak, Ze
a=[an(0:] v aa



Je-1j L moduldrni svaz, pak (i) je ekvivalentni podmince

(iv) Pro ka%¥da ae.L, a€S, pro né aa = a’a existuje pFirozené k =1 tak,
fe a S oa v (0:a").

Spliuje-li gL podminku
(v) Pro kaZdd ae L,a€ S. pro né2 0: a < a, existuje be Ltak,Zea = b : a,

pak splituje i podminku (iv).

Dikaz. (i) = (ii): Necht aa = o?a, a > 0. Tedy a = V{q,-] ieN}, kde g; je
D-primérni pro kazdé i e N. Pro dostateéné& velké k = 1 je pak pro kazdé ie N
a*q; = 0 anebo o*q; = g;, takZe aa = a*a = V{o*q,|ie N} = V{g;lieN,}, N,
< N a oa*q; =0 pro kazdé ie N\Ny. Pro b = V{g;|ie N\ N} (resp. b = 0 pfi
N=N,)jea=>bv aa, o*b = 0.

(ii) = (iii): Je-lia = @a v b, a*b = 0, pak 0: a* = b, a = b,takZea A (0:¢*) 2 b
aprotoa=aavb=oaav[an (o)) =a.

(iii) = (ii): Nebof a*[a A (0: &¥)] < *(0: o) = 0.

(ii) = (i): Stagi dokézat, Ze kazdy spojov& ireducibilni prvek a € Lje v 5L D-pri-
marni. Necht pro néjaké f € S je fa < a. Pak existuje r = 1 takové, Ze ffa = f*1a.
Pro «a = f" pak plati aa = «®a, takZe existuje be La k > 1 tak, Ze o*b = 0, a =
= aa Vv b. Je-li b < a, pak z ireducibility prvku a plyne rovnost a = aa. AvSak
aa = fra £ Pa < a, coZ je spor. Tedy plati b = a a pak 0 = &*b = o*a = pt*'a,
takZe a je v gL D-primarni.

Necht svaz L je moduldrni. Pak (iii) <> (iv), nebot plati « = [a A (0:a*)] v aa =
= [ea v (0: &*)] A a. Kone¢ng (v) = (iv): Nechf aa = o*a; polozme aa v (0:a) =
= y. Sta¢i dokazat, Ze y = a. Jest aa < y, 0: ¢ £ y. V pfipadé, ze 0:a = y, je
ay = 0,tak7e 0 = ay = o’a = aa,tedyaa = 0Oaa £ 0:a = y. V ptipadé, Ze 0: a0 <
<y, existuje be L tak, Ze y = b:a. Potom z aa < y = b:« plyne podle 1.6 (i)
b= alb:a) =ay = «*a = aa. Tedy opéta < b:a = y.

Z vty 2.8 pouZité na pravy S-svaz Ly dostaneme picchodem k levému S-svazu
sL = sL** vétu o existenci primdrniho rozkladu v ¢L:

2.9. (V&ta o existenci primdrniho rozkladu.) Necht svaz L md rostouci Fetdzce
konelné. Pak jsou v sLtyto tFi podminky ekvivaletni:

(i) Kazdy prvek 1 > ae Lmd v gL primdrni rozklad.

(ii) Pro kazdd ae L, a€ S, pro néZ a: o = a: o® existuje b € La pFirozené ¥islo
k21 tak,Ze b:o* = 1, a = (a: &) A b.

(iii) Pro kazdd ae L, a€ S, pro néZ a:a.= a:o® existuje pFirozené k = 1 tak,
fe a =(a:a) A [a v o*1].

Je-li L moduldrni svaz, pak (i) je ekvivalentni podmince
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(iv) Prokazddae L,a€ S, pronés a: o = a: a® existuje k = 1 tak,%ea 2 (a: o) A
k
Aa‘l,

Spliiuje-li sL podminku

(v) Pro kaZda aeL, aeS, pro néZ al > a, existuje beL tak, Ze a = ab,
pak spliiuje i podminku (iv).

3.

Obratme se k pouZiti dosaZenych vysledk pro primérni rozklady v pologrupach.
Necht P = (P, +) je pologrupa; pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze P mé jednotko-
vy prvek e. Necht n je pfirozené Cislo; n-arni relaci A £ P" na P nazveme stabilni,
plati-li pro kazdé x € P implikace

(ag,...,a)ed=(ayx,...,ax)e A, (xay...,xa,)€A.

Oboustranné idealy pologrupy P tvofi pfi obvyklé definici ndsobeni pologrupu (I , -);
necht S je jeji podpologrupa. Je-li A n-arni stabilni relace na P a a € S, definujme
n-drni relaci 4 .. o pfedpisem (ay,...,a,) € 4 .. a<>Vxea((a;x, ..., a,x) € A). Re-
lace 4 .. o je opét stabilni: je-li (ay,...,a,)€ A .. @, ze P, pak pro kaZzdé x e«
je (a;x,...,a,x)e 4, tedy i (zasx,...,za,x)e A, nebot A je stabilni; tedy
(zay, ..., za,)€ A . a. S druhé strany plati pro kazdé x € a zx € «, takze (a,zx, ...
o a,zx)€ A atedy (a,z,...,a,2)€ A . o
Pro operaci .’. plati tyto vztahy:

(1) A . a24,
() (,Q A) o= iQ (4; .. @),
BAa (@)=, p.

Dikaz. Staci ukézat platnost (3), ostatni je zfejmé: (ay,...,a,)€ 4 .. (af) <
<Vxea, VyeB((a;xy,...,axy)e A)<>Vxea((a,x,...,a,x)ed .. f)<
<(ayg,...,a)e(4 .. B) .. a

Necht L je libovolnd mnoZina n-drnich stabilnich relaci na P, kterd obsahuje
relaci P", je uzavienad na libovolné priniky a je uzaviend vzhledem k operaci .'..
Pii uspofadani inkluzi tvofi Luplny svaz L= (L, &, v, n); necht L* = (L, £, v*,
A) je svaz dudlni ke svazu L. Ze vztah@ (1), (2), (3) ihned plyne, Ze (S, L*, u), kde
u(e, A) = A .. a, je levy S-svaz gL*. Relace 4 € Lje D-primarni prvek v sL*, pravé
kdyz pro kazdy ideal o € S plati implikace

A.a+ A=A . o =P prongaké k=1.

Predpokladejme v daldim, Ze svaz L ma rostouci fetézce kone¢né (a tedy L* ma
klesajici Yetdzce konetné).



Podle véty 2.8 ma pak kaZzda relace A € Lv gL* D-primarni rozklad pravé tehdy,
jestliZe pro kazdy idedl« € S plati ve svazu Limplikace

4) Ara=A  a?=>A4A=(A. . 0)n[4d v (P:d)],

kde k = 1 a P": «* zna&i nejmensi relaci R v L s vlastnosti R .. o* = P".
Definujme nyni pro kazdy idedl a € S n-arni relaci I, na P pfedpisem

(ays...,a,)el,<>3xea,(by,....,b,)eP" (a;=bx proi=1,...,n).

Relace I, je ztejmé stabilni a je to nejmensi n-drni relace na P, pro niZ platil, .. ¢ =
= P": je-li totiZ B n-arni stabilni relace na P s vlastnosti B .". « = P", pak pro kazdé
x € a a kazdou n-tici (ay, ..., a,) € P" plati (a,x, ..., a,x) € B, takze I, = B. K relaci
Ae L aidelu o € S oznaéme A, nejmensi relaci v L obsahujici A 11,. Pak tedy v L je
A, = A v (P": «) a podminku (4) Ize pfepsat do tvaru

(5) Aa=A  a*=>A=(A..a)nA4;, B=0o prongaké k=1.

V pfipadé, Ze svaz L je moduldrni a pro kazdy idedl a € S obsahuje relaci I,, 1ze
podmince (5) dat tvar

6) Aa=A . a*=>42(A4..a)nl;, Pp=o" prongaké k=1,

nebof v tomto pfipad® je I; = P" : o a z modularity svazu Lplynerovnost(4 .". a) N
Nn(AvI)=Av[(4.. a)nI], takze (4) <> (6).

Zvolme nyni pologrupu S takto: Necht K = {x € P| Px = xP}. Ziejm¢ je (K, *)
podpologrupa pologrupy P. Necht S je tvofena viemi hlavnimi idedly PxP, x € K
pologrupy P. Pro x, y €K je (xy) P = (xP) (yP).

3.1. Pro kaZdou relaci A € La ka%dy idedl xP € S plati ekvivalence (ay, ..., a,) €
€A .. (xP)<>(a;sx, ..., a,x) € A.

Diikaz plyne z ekvivalenci (a,x, ..., b,,x) € A<>VzeP((a;xz,...,a,xz) € A) <>
<VyexP ((ayy, ..., a,p) € A).

3.2. Necht Lobsahdje s kaZdou relaci A i realci A, = AV l, pro kazdy idedl
a = xP € S. Pak podminka (5) je splnéna.

Dukaz. Necht A4 .. @ = A4 .".'a® a nechi (ay, ..., a,) € (4 .". ) n 4,. Tedy ptedn&
(ay,...,a,) € 4,, takZze (ay,...,a,)e A anebo (ay,...,a,) = (bsx,..., bx), kde
(by, ..., by) € P", jak plyne z definice relace I, a z volby pologrupy S. Zéroveil je
(ay,...,a,)€ A .. a, takZe z rovnosti (ay,...,a,) = (b;x,..., b,x) plyne, Ze
(byx?, ..., bx*) e A. Protoze x?P = a*€ S, dostivime odtud podle 3.1, Ze
(bys.-sby)EA " a® = A .. a, takZe (byx, ..., b,x) € A. Vzdy je tedy (ay, ..., a,) € 4
a proto (4 .". «) n A, = A. Opatna inkluze je zfejma. Plati tedy (5) pro k = 1.

Z dikazu 3.2 ihned plyne
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3.3. Je-li L moduldrni svaz obsahujici kazdou relaci I,, kde o = xP € S, pak
v sL* plati podminka (6).

Piipad unarnich relaci (n = 1) ndm dé4 vysledky tykajici se oboustrannych
idedli pologrupy P. Vysetfeme tieba pfipad, kdy P je multiplikativni pologrupa
okruhu R s jednotkovym prvkem, nosi¢ svazu L je mnoZina vech oboustrannych
idedlu okruhu R a pologrupa S je tvofena v§emi témi hlavnimi idealy RxR okruhu R,
pro néZ Rx = xR. Ideal Q je pak D-primarni prvek v sL*, pravé kdyZ pro kazdy
prvek x € R, pro néjz Rx = xR a pro kaZdy prvek a € R plati implikace

(7 axeQ, a¢Q=x*eQ prongaké k=1.

Spliiuje-li R maximalni podminku pro idealy, pak vzhledem k tomu, Ze L je modular-
ni svaz, plati podle 3.3 podminka (6) a v R je tedy kazdy ideédl priinikem kone¢n&
mnoha ideald spliiujicich (7) a tento rozklad je ve smyslu véty 2.7 jednoznacny.
Je-li T jakakoliv pologrupa idedlG okruhu R, je pak ideal Q okruhu R D-primarni
prvek v pL*, pravé kdyz pro kazdy prvek r € R a kazdy idedl A € T plati implikace

(®) rAc Q, r¢Q=4"<c Q prongaké k=1.

Jestlize R spliiuje maximalni podminku pro idealy a ke kazdé dvojici idedld A e L,
BeT,pronéz A  B,existuje idedl C e L tak,Zze A = CB, pak kazdy idedl okruhu R
je prinik kone&n& mnoha ideali spliiujicich (8). To plyne z véty 2.8 (v), kterd Fika,
Ze postacujici podminka pro existenci D-primarniho rozkladu v rL* je platnost
implikace

R:BoA=A4A=C:B, CelL

pro kazdy idedl A e L a kazdy idedl Be T. V naSem ptipadé snadno zjistime, Ze
C:B=N{XeL|X. . .B2C}=CB,R:B=B.

Piipad bindrnich relaci (n = 2) miZeme pouZit na kongruence nebo stabilni
tolerance na pologrupé P. Je-li A kongruence (resp. stabilni tolerance) na P a je-1i
o€ S, kde S je pologrupa viech ideald tvaru PxP, pro n€Z Px = xP, pak — jak lehce
zjistime — je relace 4 .. « opét kongruence (resp. stabilni tolerance) na P. Pro kazdy
idedl & = Px e S jsme definovali relaci I, pfedpisem (a, b)el,<>a = a'x, b = b'x
pro n&jaka a’, b’ € P. Necht I, je nejmensi kongruence (resp. stabilni tolerance) na P
obsahujici I,. Pak ziejmé je I, = 4p U I,, kde 4, je diagonala kartézského soudinu P2,
Je-li A kongruence (resp. stabilni tolerance) na P, o = Px € S, pak nejmensi kon-
gruence (resp. stabilni tolerance) na P obsahujici 4 a I, je A, kde
(a,b)e A, <>(a,b)e A anebo (a,a’x)e A, (b,b'x)e A pron¥akd a’,b €P
(resp. 4, = AU T,).

Necht nyni nosi¢ svazu L je mnoZina kongruenci (resp. stabilnich toleranci) na P
takova, Ze obsahuje P? a je uzaviend na libovolné priniky a na operaci .’.. Snadnou
modifikaci diikazu tvrzeni 3.2 dokdZeme vétu
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3.4. Necht L obsahuje s kaZdou kongruenci (stabilni toleranci) A i kongruenci
(stabilni toleranci) A, pro kazdy idedl « = Px € S. Pak pro kazdou A€ La kazdy
idedl o€ S je spln¥na podminka (5). Je-li svaz L moduldrni a pro kazdy idedl « € S
obsahuje L kongruenci (stabilni toleranci) I, = Ap v I,, pak je splnéna podminka
(6) pro k = 1.
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Summary

PRIMARY DECOMPOSITIONS

VACLAV VILHELM

The paper deals with decompositions of elements of a complete lattice (L, V, A), on which
a given semigroup (S, *) acts as follows: if x € S, x€ L, then ax < x and the mapping «: L— L
is an endomorphism of the complete semilattice (L, V). The results yield a simple common
view on primary decompositions of submoduls in moduls, or on primary decompositions of ideals
and congruences in semigroups.

Pesrome

ITPUMAPHBIE PA3JIOXKEHNSA

VAcLAV VILHELM

B paboTte M3y4yaroTCs pas3jIOKEHHS 3JIEMEHTOB IONMHOM pewreTkd (L, V, A), HA KOTODPOii neii-
CTByeT AaHHag nmoayrpynnoa (S, *) Takum o6pa3om, yTo ais aroboro « € S otobpaxenne a: L— L
ABNSETCA SHAOMOPdH3MOM MONHOM TonypemeTky (L, V) ¥ ax = x A Bcex x € S. PesynbraTer
paboTh! AenaloT BO3MOXHBIM IPOCTON OOIIWii B3Iy Ha IPUMapHbIE Pa3JIOKEHHS ITOJAMOJIYICH
B MOZYJIAX, NAEATIOB M KOHIDY3HLHMM Ha MOJyIPyImax.
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