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- Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 109 (1984), Praha

O STRUKTURE MODELU OMEZENE E,-INDUKCE

JEFF B. PARis, Manchester
(Doslo dne 5. dubna 1983)

UvVoD

'V ‘prvni &4sti zavedéme n&kterd oznadeni a fekneme, pro¢ myslime, Ze IE, je zaji-
mavd. V druhé ¢dsti dokdZeme hlavni vétu.

PRVNI CAST

Oznaceni. Budeme pracovat v jazyce aritmstiky. Budeme fikat, Ze formule 6
je Eo (0 € E,), pravé kdyZ 0 je bez kvantifikdtortl, a 0 Ze je E, (0 € E,+,), pravé
kdyzZ 0 ma tvar

Ix, <ty 3Ix; <ty ... 3x, < t, g

kde t,,t,, ..., t, jsou termy a y € E,.
Dile
40 = U E,

neN
kde N je standardni model P.
Jako obvykle budeme uZivat E, také pro formule ekvivalentni s E, v modelu,
v némZ pracujeme.
Necht IE, (omezend E,-indukce) je schéma

Vx[(8(0, x) A Vy(8(y, x) > 8(y + 1, x))) > Vyb(y, x)]

kde 0 € E,, plus kone&ny systém axiémi (viz [4]). V tomto pojedndni budeme vy-
Setfovat IE,.

Motivace. Pfipometime nékteré zndmé problémy z fragmenti P.
Otevieny problém 1. (Wilkie.) 14, 3 nekonecné mnoho prvocisel?

Vime

Véta (Wilkie [7], Shepherdson [6]) IE, non + 3 nekonecné mnoho prvocisel. g
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Vétime, Ze odpovéd je ne, proto je pfirozené a zajimavé se ptat:
I
Problém 2. IE, + 3 nekonecné mnoho prvoczsel" o

Druhy diilezity problém je
Otevieny problém 3. 3n tak, e vIA, kaZdd A, formule je ekvivalentni s E, formuli?

To je patrné t&Zky problém. Mnoho lidi v&Fi, Ze odpovéd je zdpornd. Pak bychom
se méli ptdt na leh¢i problém.

Problém 4. 3n tak, Ze v IE, kaZdd A, formule je ekvivalentni s E, formuli?

Abychom odpovédéli na tyto otdzky, musime, zdd se, hledat nové modely /E,.
Proto musime nejdfive studovat strukturu téchto modeld. Na ptiklad se asi musime
ptat:

Problém 5. Existuji rekursivni nestandardni modely 1E,?

Pripomeiime ndsledujici véty:

Véta. (MacAloon [3].) Nechr M= 14,, M nestandardni a nechf universum
modelu M se rovnd standardnim ¢&isliim. Potom +  a *, nejsou rekursivni. -

Zatim co:
Véta. (Shepherdson [6].) IE, md rekursivni modely.
Dile se miiZeme ptdt na sloZitost modelt /E,.

Problém 6. Necht M != IE,, M nestandardni. Je M ‘\ + (tj. M restringované na
plus) rekursivné saturované?

Vime

Véta. (MacAloon-Wilmers-Cegielski [1].) Necht M |= 14,, M nestandardni.

Pak M P + je rekursivné saturované. -

AvSak podle Shepherdsonovy véty, jak bylo uvedeno shora, existuje M |= IE,,
M nestandardni, ale M ]\ + neni rekursivné saturované.

V podobném sméru se miZeme ptat:

Problém 7. Necht M ]— 1E,, M nestandardni. Existuje I tak Ze I M (I je Fez
v M), I nestandardni a I |= P? g

To zase neni pravda pro IE, (to podle Shepherdsonovy véty), zatim co

Véta. (MacAloon [3]) Necht M |= I4,, M nestandardni. Pak existuje I tak;

Zel =M, I nestandardni a I [= P -
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NemiiZeme odpovédét na druhy a &tvrty problém, zlstdvaji oteviené. AvSak
Wilmers [8] ukdzal, Ze odpovéd na problém pét je negativni. Wilmers ukdzal, Ze + ,,
neni rekursivni a my jsme ukdzali, 7e *,, neni rekursivni.

Déle Wilmers ukdzal, Ze odpovéd na problém Sest je kladnd, a my jsme ukdzali,
Ze odpovéd na problém sedm je také kladnd.

- Proto vidime, Ze modely IE, uZ jsou velmi komplikované, moZnd tak komplikované
jako modely P. To neni dobré, chceme-li budovat modely, aby zodpovedély problémy
dva a &tyfi.

DRUHA CAST
"V této éastl dokdZeme, Ze odpovéd na problém sedm je kladnd. To'j _]\.

Hlavm véta. Necht M }— IE,, M nestandardni. Pak exzstuje I =, M, I nestan-
dardnial|= P.

OdloZime diikaz, protoZe nejdiive potiebujeme nékteré jiné véty a definice. Aviak
vzhledem k MacAloonové vété staCi ukdzat, Ze extistuje I, I =, M, I nestandardni
al k= 14,, (protoZe takové I bude mit fez J, ktery je nestandardm alJ I= P).

o Nasledujlci ti‘l lemmata plynou z Wilmersova &lanku [8]

Lemma 1. (Wllmers [8] )
LU, = LE, «»IEl <IU,,

)

kde U, je mnoZina {10 \ 0eE,} alE, je princip E -nejmensiho clsla to;e schéma
Vx[3y0(y, x) = 3p(0(y, x) A Yz < y 7160(z, x))] :
kde 6€E,. " Cm

Dokdzat toto lemma je lehké. Otevieny problém je, zda IU, implikuje LU,. '
Véfime, Ze to neni pravda. Evidentné to neni pravda, doddme-li novy undrni relaéni
symbol. .

Lemma 2. (Wilmers [8])
' IE;FVx, y(l<y<x->NzArz<xAr<yAx=yz+r)
—~ to je Euklidiw algoritmus

IE; FV¥x, y((x, y)

1-3s<x, sy =1mod x)
— to je Bézoutova véta. , | ]

Vzhledem k t&mto vétdm relace x = y mod z, x | y, (x, ) = 1 jsou E; a U, v IE,.
Déle pomoci téchto relaci miZeme ukdzat, Ze dvojice

x,y ) =3x+y)(x+y+1)+x
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a Godelova f-funkce
B, i — B; = nejmensi x tak, Ze

bo=xmod by(i + 1) + 1, kde B = (b, b,>

existuji a jsou také E, a U, v IE,.

NejdileZit&j8i véty pro studium IE, jsou: .

Lemma 3. (Wilmers [8].) Nechr M. |= IE,, M nestandardni. Potom:

Slabé E,-pFeteceni: kdyz 6(x)€ E, aV¥ne N, M |= 6(n), pak Yee M — N IN <
< B <o M= 6(B).

Silné U,-preteceni: kdyz 6(x)e U, aVne M |= O(n) pak BN <o, M|=Vx <
< a, 6(x). . ;

Tyto véty jsou lehko dokazatelné, kdyZ uZijeme IE, a I_‘El'

Dukaz hlavni véty. Necht & je LA, kde +, * jsou relace.

Rddi bychom zjednodusili dtikaz, proto asto ztotoznlme fomihle s kody formuli.
Idea diikazu je, Ze najdeme a, b, c € M tak, Ze ¢ > a" a pro vsechny formule 0(x)
v & takové, 7e é < a a 0(é) < ¢ (to je kéd 6(¢) mens3i nez c), plati

0(¢)e b < al= 0(2)
kde a je substruktura v M pro %, kterd md universum {xe M | x < a}. Zde xe b
znamend b, = 0, ve smyslu Gédelovy B-funkce. S uZitim této ,,relace pravdy* pro b
a IE, dokdZeme, Ze a® ]= I4, kde a" je substruktura v M, kterd m4 universum
{xeM|3neN, x <a"}.

Nejdfive musime najit jednoduchy kéd pro (e, e,, ..., e,). Proto zavedeme dvo-
jice - '
[x, y] = 2<x, ) +2
(x,9) =2¢x, ) + 1

a pieme (x;, X3, ..., X,,) misto

(xl’ (xz’ (x3’ ree (xn-l’ xn) ))) :

Potom necht K6d pro 0(ey, e, ..., e,) je dvojice,

<9(xl’ ey X,,), (([xiy ei]) [xi—ly ei— 1]5 ey [xl’ el]) ’
v ([xi+1’ ei-H]’ [xi+21 ei+2]s ey [xns e,,], S»>
kde kéd pro 6(xy, ..., x,) je standardni k-tice. UZivdme tuto neobvyklou druhou sou-
fadnici, protoZe n&kdy musime permutovat tato [x; e;] a také zv&t3it s. Viimnéte si,
Ze existuje mnoho riiznych kédd pro 6(e). S uZitim Matijasevi€ovy véty najdeme poly-
nom f takovy, Ze v standardnim modelu 3z f(a, b, ¢, z) = 0 je ekvivalentni s vétou
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WV, By, i, gk, L1, 1, t,s < cVey, ey e3,n,m<a,
(i) « = <x; + x5 = x40 (([x1 1], [x)> €2]: [xi €3]), 1)) = (e € B ey + e, = &3),
(ii) @ = {x; + x5 % x4, (([xo e1], [x5 €2], [x0s €3]), 1)) =
> (xefee + e * e;),

atak ddle s x;. x; = X, X;. X; F X4, .-,
(iti) ¢ =<5, ) A Bp=< s, 1) > (eeb e pé¢b),
(V)e=CDaB=DAy=L{sAt)])>(x,pebeyeb),
(v) 2 = 3x; = x5, (([x5 1),

B =<s, (([xl" e + ]])’ l)> N b b

)= I = 5 ([0 + [~ @ FEL T )

a x; > x,, s (pro jejich kédy)
(vi) @ = 3x; £ x;5,(([x;, 0), >

B = < (([x 0], > - (xebe feb)

ax;>x;,s
(vii) @ = <3x; = x5, ([x;a = 1]). 1))

B=3xs, 1) —»(aebe—»ﬁeb)

ax;>x;,s

atakdiles(s v t),(s—>1),...,

(Viil) o = <S, (([Xi’ e1]9 11)’ lz)> } N (ae b PN ﬂE b)
B = <s, (11, ([xi’ 91]’ lz)))
(ix) a = <s, ([xi» 1], 1) ([x)> €2]. 1))
B =<s,(([x;, e2], 1), ([xi- e1]: 12))> ¢ = (x€ b > Beb)
i*j

(x) co=1A cyyy =ac, A (n<m-c, <c,)

Duvod pro (i)—(vii) je jasny. V (v) potiebujeme, Ze x; > x;, s aby se nesmélo x;
vyskytnout v s. Viimnéte si, Ze nepfedpokldddme, Ze s a t jsou (kody pro) formule.
Maime (viii) a (ix), protoZe chceme-li, aby (i)—(vii) fungovalo, musime smét permu-
tovat parametry. V (x) uZivime Godelovu p-funkci. Déle (x) zajisti, Ze ¢ je znaéné&
vétsi nez a.

‘Ted uvazme U,-formuli

o Va, b, c < 0[32 < &, f(a, b, ¢, 2) =
=0-Va,...,s <cVey,...,m < af(i) A (ii) A ... A (x)}].
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Je to pravda, kdyZ 6 € N. Proto s uZitim silného U,-pfeteeni v M je to pravda pro
nékteré 6 > N. Vezméme takové 6. Potom pro viechna n € N,

ME3n<abc<d3<d,f(abec,i)=0,
takZe s uZitim slabého E,-pfeteCeni existuji takovd a, b, ¢ > N. Pro tato a, b, c,
M f: Va,...,s < c¢ Ve, ....,m < a{(i) A (ii) A ... A (ix)}.

S uZitim (x), ¢, = a" prone N, aproto a™¥ < ¢, < c.
Ted necht 6(zy, ..., z,) je formule z & takovd, Ze kaZdy kvantifikdtor v 6 je neome-
zeny nebo omezeny jednim z;.
Potom, s uZitim transformace
3x < pY(x, y) = 3x = pid(x, y2) s

kde (pro kédy) y, > y; > 3x < y¥(x, y),najdeme formuli 6'(x,, ..., x,) @ iy, ..., i, €
€ {1, ..., k} tak, Ze:

(1) Pro viechna ey, ..., e, < a a = O(ey, ..., ) < (e, ..., €;).

(2) Kdyz se Vy < x; vyskytne v €', pak x; se nevyskytne jinde v 6.

S uZitim vlastnosti (i)—(x) dokdZeme indukci podle 0, Ze <0'(%), (([x, e,], - --

o [Xme]), ) eb<>af 0(ey, ..., €,) pro viechna ey, ...,e, < a a | < a™.

Ted ukdZeme, Ze a je model principu nejmensiho &isla pro &. To stali, protoZe
kdyZ a je model principu nejmensiho &isla pro &£, pak a” je model 14,. (Viz Paris-
Dimitracopoulos [5].)

Pfedpoklddejme a }= 3z,0(z,, e,, .-, ), kde e,,...,¢, < a a 0 je jako nahofe.
Pak existuje e; < a takové, Ze

a )-—- O(ey, €3, - &) -

Proto <0'(xy, X2, ..o, X,)s (([*x1> €,,]> --+» [Xw> €i,])» 0)> € b. Piedpoklddejme 1 =
=i =iy =..=i <iy; £...510, Proto <O(x),(([x1> es]s --- [xe €1],
[x"" 15 € l:«n] * [x’l’ e'u]) 0)> € b

Nechft r je nejmensi takové, Ze

<O (), ([x0r 7T oo Do 7, [oew 1o €10, T oo s €,1), 00 €6
S uZitim LE, takové r existuje. Potom pros < r,
) (200 51, o0 [xe 5] [xe 15 €000, ]s -0 [x €,]), 0)> € b
Proto a |= 6(r, €5, ..., &) A 71 6(s, €5, ..., &) pro vSechna s < r, a déle
a [: 3z,[0(zy, €35 .. &) A Vy < zy T10(y, 5, ..., )],

jak jsme potiebovali. -

Viimnéte si, Ze b redukuje 14, na IE,.
Tato véta md nékolik dusledku.
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Diisledek. (Wilmers-Paris, viz [8].) Necht M |= IE;, M nestandardni a necht M '
md universum N. Potom + , * ) nejsou rekursivni. : :

Dukaz. Necht I <, M, I nestandardni a I |= P. Piivodni Tennenbaumilv dukaz
(viz [2]) dokazuje, Ze existuje a € I takové, Ze v I
A={ne Nlp,,|a} neni rekursivni ,
kde p, je n-té prvodislo. ‘
Ale to plati také v M. Proto .
= {neN|3yeM M}—y+y+
Pn krat

= {neN,l T 3yeMI0<i<p,,

=a}=.--

+y

Ml=1+1+..4+1+y+y+..+y=a}.

i krat Pn krét

Proto A < M |\ +aM |\ 4 neni rekursivni.
Dikaz, Ze M | - neni rekursivni, je podobny. -
Uzitim podobnych metod dokdZeme ndsledujici

Diisledek. Necht M [= IE,, M 'nestandérdni., Pak
(i)- (Wilmers [8].) KaZdd rekursivni mnoZina je kédovédna v M.
(ii) Necht A = N a pfedpoklddejme, Ze pro viechna o€ M- N exnstu_]c 4,
formule 0 a'é < « tak, Ze pro viechnane N :
ned<sMpE0(neé).
Pak A je kédovdno v M. '

(iii) (Wilmers-Paris). Existuje fe M — N tak, Ze M spliiuje silné 4, — pretecem
pokud viechny parametry jsou mensi neZ B.

Pozndmky. V [8] Wilmers dokazuje pfimo dusledek (1) Dile s uZitim jeho véty
umime dokdzat hlavni vétu bez zavddéni komplikovynch kédi. AvSak dikaz neni
lehéi. . : :

Diéle miZeme uZit hlavni vétu, abychom zkrétili Wilmersiiv ditkaz, ze M [\ + je
rekursivné saturovany, ale zkrdceny dikaz je jeté t&zky.
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Summary
ON THE STRUCTURE OF MODELS OF BOUNDED E,-INDUCTION

JEFF B. PARrss, Manchester -

It is proved that in every nonstandard model of bounded El-mductlon there exists
a nonstandard cut which is a model of Peano axioms. ISR
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