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&asopis pro péstovani matematiky, ro&. 107 (1982), Praha

ZAMENITELNOST ENDOMORFISMU LINEARNICH PROSTORU

MiIrosLAY NovOoTNY, Brno
(Doslo dne 5. biezna 1980)

Vénovdno akademiku O. Boriwkovi

1. GvoD

V roce 1950 se prof. Bortivka zabyval linedrni algebrou, kterou metodicky zpraco-
védval pro universitni pfedndsky. Vysledkem jeho prdce byla skripta, jeZ se po n€ko-
lika revisich textu vyvinula v knihu [2]. P¥i metodickém zpracovéni ldtky narazil
na problém zaménitelnych matic, ktery zni takto: Je-li ddna Ctvercovd matice,
najdéte viechny matice s ni zaménitelné. Tento problém je dnes feSen napf. v knize
[19]. Z algebraického hlediska tedy jde o linedrni (= vektorovy) prostor s danym
endomorfismem (= linedrnim zobrazenim do sebe); hledd se konstrukce viech
endomorfismi zaménitelnych s danym. Boriivka se domnival, Ze by bylo moZno
pouzit obecnéjSiho konstrukéniho principu tak, Ze by se abstrahovalo od linearity
prostoru i zobrazeni. Vznikd tedy tloha: Je dina mnoZina a jeji zobrazeni do sebe;
hledaji se viechna zobrazeni této mnoZiny do sebe, kterd jsou s danym zaménitelnd.
Tento problém v pojeti o n¥co obecn&j§im feiil autor v préci [21]; feSeni je zde
formulovdno v mnoZinové terminologii. Zvld$tnim pfipadem této tilohy se zabyval
Weaver [29]. Na vyslednou konstrukei se Ize divat jako na konstrukci viech homo-
morfismé jedné monoundrni algebry do druhé [22]; uZitim této konstrukce lze nalézt
viechna fe3eni funkciondlni rovnice F(f(x)) = F(x), kde f je dané a F hledané zobra-
zeni dané mnoZiny do sebe. To je uloha, kterou jinym zpisobem Fesil Presi¢ [26].

V roce 1969 publikoval Pawlak svou prdci [25] o strojich, které se v literatufe
oznaCuji jeho jménem. Stroj v tomto smyslu je parcidlni monoundrni algebra s undrni
relaci; pfitom se predpoklid4 jistd vazba mezi operaci a relaci. Bartol [1] sestrojil
jistou hierarchii t&hto strojii na zdklad& jejich homomorfismi. Bylo proto pfirozené
pokusit se o konstrukci viech homomorfismil jednoho stroje do druhého. Kopecek
a autor postupné sestrojili viechny homomorfismy parcidlnich monoundrnich algeber
[12] a homomorfismy a simulace Pawlakovych stroji [13], [15], [24], déle studovali
kategorii souvislych parcidlnich monoundrnich algeber a popisovali ji riznymi
zplisoby [14], [15], [16], [23]. K souvislé monoundrni algebre pfifadili posloupnost
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jistych kardindlnich &isel, tzv. invarianth algebry, a rozfesili otdzku, kdy je posloup-
nost kardindlnich &isel posloupnosti invariantd souvislé monoundrni algebry [18].
V souvislosti s linedrnimi automaty [27] nalezl Kopetek konstrukei viech injektiv-
nich homomorfismil jedné parcidlni monoundrni algebry do druhé [17]. Monoundrni
algebry byly topologisovdny v pracich Chvalinovych, zejména byly vySetfovdny
podminky totoZnosti monoidu viech endomorfismii monoundrni algebry s monoidem
spojitych uzavienych transformaci kvasidiskrétni topologie na nosici algebry[4],
[51, [7]. [8]- V ptipadé souvislych algeber se ukdzal jisty vztah zminéné problema-
tiky k otdzce regularity monoidd tvofenych endomorfismy téchto algeber [6], [9]
Jakubikovéd [11] dokdzala, Ze existuje jen koneiny polet soumistnych souvislych
monoundrnich algeber s tymz monoidem endomorfismi. Novotny, Gerbrich a Dvo-
fdk [20] sestavili program uddvajici konstrukci v§ech homomorfismi jedné kone&né
parcidlni monoundrni algebry s praizdnym nebo s jednoprvkovym cyklem do kone¢né
algebry téhoz druhu. Vsech téchto vysledkt bylo dosaZeno metodami navazujicimi
na autorovu préci [21]. B

Zvlastni ovSem je, Ze dlouho nebylo dosazeno pivodné ocekdvaného vysledku,
tj. konstrukce vSech endomorfismi linedrniho prostoru zaménitelnych s danym
endomorfismem. Uéelem této prdce je vyplnit tuto mezeru. Budeme postupovat tak,
Ze popiSeme konstrukci v§ech homomorfismi jedné monoundrni algebry do druhé
pro specidlni druhy téchto algeber. Pak zformulujeme nékteré potfebné zndmé vysled-
ky z teorie linedrnich prostort a jejich endomorfismit podle knihy Bortvkovy [2],
Mal’cevovy [19] a van der Waerdenovy [28]. PouZijeme pfitom vydatn& metod,
které propracovali Weyr [30] a Dieudonné [3]. Nakonec popiSeme 7ddanou kon-
strukci a odvodime z ni konstrukci vSech matic zaménitelnych s danou &tvercovou
matici tak, jak je popsdna v knize [19].

2, KONSTRUKCE HOMOMORFISMU MONOUNARNICH ALGEBER

Monoundrni algebrou rozumime uspofddanou dvojici U = (cy, 0y), kde cy je
mnoZina a oy jeji zobrazeni do sebe. Pro prvky x, y € ¢y poloZime (x, ) € oy, kdyZ
(a jen kdyZ) existuji m = 0, n = 0 tak, Ze oj(x) = o(y). Zfejm& je oy ekvivalence
na cy; jeji bloky jsou nosiéi podalgeber algebry U, které nazyvdme komponentami
algebry 2. Monoundrni algebra U se nazyvd souvisld, m4-li pfesné jednu kompo-
nentu.

Bud U souvisld monoundrni algebra. Polozime Zy = {x € cy; o(x) = x pro ng-
jaké k > 0}. Pak Zy je kone&nd mnoZina, kterd se nazyvd cyklus algebry .

O prvku x € ¢y fekneme, Ze mé vlastnost (r), jestlize existuje posloupnost (x;);<,
(w je nejmen3i nekonetné ordindlni &islo) tak, Ze xo = x a oy(X;4+1) = X; pro viechna
i < w. Polozime Ky rovno mnoZin& viech prvki x € cy s vlastnosti (x).

O monoundrni algebife A fekneme, Ze md jednoduchou strukturu, je-li souvisld,
md-li jednoprvkovy cyklus a plati-li Ky — Zy = 0, ¢y — zy # 0. Oznalime zgy jediny
prvek jejiho cyklu. M4-li navic ndsledujici vlastnost .(V), fekneme, Ze md velmi
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jednoduchou strukturu; vlastnost (V) je definovdna takto:

(V) Jeli x,yecom x * y, oy(x) = 0g(y), je ou(x) = zy.

Bud A monoundrni algebra s jednoduchou strukturou. Pro kazdé x e ¢y definu-
jeme ry(x) jako nejmen3i celé nezdporné r takové, Ze ofy(x) = zy.

UvdZime-li, 7¢ homomorfismus mezi dvéma monoundrnimi algebrami pfevddi
prvek cyklu prvni algebry na prvek cyklu druhé algebry, dostaneme

1. Budte A, B monoundrni algebry s jednoduchou strukturou, F homomorfismus
A do B. Pak plati ry(x) = rg(F(x)) pro kazdé x € cy. O

Bud U monoundrni algebra. PoloZime Iy = {x € cy; oy '(x) = 0}. MnoZinu Iy
nazveme pocdtecni mnoZinou algebry 2.

UvdZzime-li, Ze v monoundrni algebfe s jednoduchou strukturou je Ky — Zy = 0,
dostaneme

2. Bud W monoundrni algebra s jednoduchou strukturou. Pak ke kaZdému
1€ cy existuje xely a m 2 0 celé tak, Ze t = of(x). O

Budte A, B monoundrni algebry s jednoduchou strukturou a G zobrazeni mnoZiny
Iy do cg takové, Ze ry(x) = rg(G(x)). Pak Fikdme, Ze G je pocdteéni zobrazeni
z U do B. Zobrazeni F mnoZiny cy do cy nazveme prodlouZenim poc&dteCniho
zobrazeni G z U do B, plati-li

(w) F(o(x)) = 0g(G(x)) prokazdé xely akazdé m =0 celé.

Je-li F prodlouZenim poddtecniho zobrazeni G z A do B, je ziejm& F Ny = G.

3. Bud W monoundrni algebra s velmi jednoduchou strukturou, B monoundrni
algebra s jednoduchou strukturou. Pak kazdé pocdtecni zobrazeni z W do B md
pfesné jedno prodlouZeni.

Dukaz. Bud G po&iteéni zobrazeni z % do B a definujme F podminkou (W).
Protoze A md velmi jednoduchou strukturu, je vyjddfeni libovolného prvku t € ¢y —
— Zy podle 2 jednoznaéné a tedy také F je zobrazeni mnoZiny cy — Zy do cg.
ProtoZe je ry(x) = rg(G(x)) pro kazdé x e Iy, je také F(zy) = F(oy(x)) = 0%(G(x)) =
= zg, kde jsme poloZili r = ry(x), takZe podminka (W) definuje F jednozna&ng na cy.
Z definice F plyne, Ze je to prodlouZeni G, i jeho jednoznacCnost. O

4. Bud W monoundrni algebra s velmi jednoduchou strukturou, B monoundrni
algebra s jednoduchou strukturou, F zobrazeni mnoZiny cy do cyg. Pak F je homo-
morfismus A do B, prdvé kdyz je prodlouzenim nékterého poldtecniho zobrazeni
z WU do B.

Ditkaz. Je-li F homomorfismus algebry ¥ do B, je F ]Iy poddtedni zobrazeni
z A do B podle 1 a F je jeho prodlouZenim. Je-li na druhé stran& F prodlouZenim
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pocétetniho zobrazeni G z U do B, pak z (W) plyne, Zze G = F NIy a tedy F(o5(x)) =
= og(F(x)) pro kazdé x e Iy. Odtud ihned plyne, Ze F je homomorfismus A do B. [J

Ziejm& vZdy existuje poddtedni zobrazeni z monoundrni algebry U s jednoduchou
strukturou do algebry B téhoZ druhu. Stadi poloZit G(x) = zy pro kazdé x e Iy.

Nyni popiSeme konstrukci v§ech homomorfismi monoundrni algebry s velmi jed-
noduchou strukturou do monoundrni algebry s jednoduchou strukturou.

Bud A monoundrni algebra s velmi jednoduchou strukturou, 8 monoundrni al-
gebra s jednoduchou strukturou, F zobrazeni mnoZiny cyq do cyg, které je prodlou-
Zenim nékterého pocdteéniho zobrazeni z A do B. Pak fekneme, Ze F bylo sestro-
jeno konstrukci J.

Disledkem 4 je pak

5. Bud U monoundrni algebra s velmi jednoduchou strukturou, 8 monoundrni
algebra s jednoduchou strukturou. Pak konstrukce J ddvd prdvé vSechny homo-
morfismy algebry W do B. ad

V dalsich uvahdch bude uZiteéné ziejmé tvrzeni

6. Kazdd aspori dvouprvkovd podalgebra monoundrni algebry s (velmi) jedno-
duchou strukturou md (velmi) jednoduchou strukturou. : [m|

. 3. ENDOMORFISMY LINEARNICH PROSTORU

V dal§im textu budeme vSude pfedpoklddat, Ze K je algebraicky uzaviené pole
a V je m-dimensiondlni vektorovy prostor nad K s operaci s¢itdni + a s operaci
ndsobku . (tuto tecku ddle vynecha’.vzime). Z divodu strucnosti nebudeme rozliso-
vat strukturu V a jeji nosi€. Symbol + je reservovdn pro operaci pfimého souctu
podprostordl. Pfipomeiime tento fakt: Kdyz V=V, + V, + ... 4 V, a %, je endo-
morfismus prostoru V; pro 1 < i £ n, pak existuje pfesné jeden endomorfismus #
prostoru Vtak, ze Z NV; = B, pro 1 £ i £ n. Podprostor generovany v prostoru V
mnoZinou M < V znaime [M],. Viude dile pfedpokldddme, Ze m = dimV = 1.

Basi prostoru rozumime jeho maximdlni linedrn€ nezdvislou podmnoZinu, kterd
je jednoduse uspofdddna. Prvky base budeme indexovat prvky jednoduSe uspoid-
dané mnoZiny, nejéast&ji pfirozenymi Cisly, a budeme pfedpoklddat, Ze poradi
prvki je ddno pofadim jejich indext. V né&kterych uvahdch na tomto pofadi prvka
v basi nezdleZi a proto nebude explicitné uddno. Bude tedy uddna jen mnoZina prvkd
base a jejich pofadi si miZeme libovolné€ doplnit.

Bud tedy B = {b,, ..., b,} base v prostoru V. Pro kazdé xeVai, 1 <i<m,
oznadime x; i-tou soufadnici vektoru x vzhledem k basi B a symbolem P?(x) ozna&i-
me sloupcovy vektor sloZeny ze vSech x; (1 <i < m) v ptirozeném porddku.
Zobrazeni P je pak bijekce V na K™, coZ je mnoZina viech sloupcovych vektori
délky m s prvky v K. V této mnoZin& definujeme operaci s¢itdni sloupcovych vektord
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a operaci ndsobku vektoru prvkem z K b&Znym zplisobem. Pak je ov§em zobrazeni
P?: V> K™ isomorfismus.

Bud déle o endomorfismus prostoru V. Pak matici D?(s/) se sloupci P(/(b,))

(1 £ i £ m)v pfirozeném pofddku nazveme pfifazenou k endomorfismu & vzhledem
k basi B. Pro &tvercovou matici 4 zna&ime symbolem |4| jeji determinant. Matici
s prvky a; ; zna&ime jako (a; ).
- Mnozina End V viech endomorfismii prostoru V je asociativni algebrou (viz
[27], kap. 13), definujeme-li operaci s¢itdni a ndsobku prvkem z K rovnicemi
(o + B) (x) = L(x) + B(x), (A)(x) = N(H(x)) (4, BeEndV, xeV, 1eK)
a operaci soudinu jako skldddni endomorfismt. Identicky endomorfismus znacime
symbolem &. Podobné je mnoZina Mat K vSech matic typu m x m s prvky z K
asociativni‘algebrou vzhledem k obvyklym operacim s maticemi. Jednotkovou ma-
tici . oznadujeme symbolem E. Snadno se nahlédne, e zobrazeni D®:End V —
— Mat K je isomorfismus. prvni algebry na druhou. Ddle se snadno vidi, Ze plati
P%(s#(x)) = D¥(#) P¥(x) pro kazdé o/ e End V a kazdé xe V.

Bud &/ € End V. Prvek A € K se nazyvd kofen endomorfismu .o/, existuje-li nenu-
lovy vektor x € V tak, Ze o/(x) = Ax.

ProtoZe m 2 1, polynom |D*(s# — A8)| stupné m md v K aspoii jeden kofen A,.
Determinant soustavy D®(of — 1,8) ¢ = 0, kde ¢ € K™, je roven nule a tedy tato
soustava linedrnich rovnic md netrividlni feSeni &, € K™ Existuje pak x, € V tak,
Ze P%(xo) = &o. Zejm& of(xo) = AoXo @ Xo + 0. Tedy

1. Je-li of € End V, md o aspori jeden koFen. Od
Je-li o/ € End ¥, jsou zfejme o/ ~*(0), «/(V) podprostory ve V. Dile je dim mono-
tonni funkce na systému viech podprostorit prostoru ¥ a pro podprostory U, W
podminky U € W, dim U = dim W implikuji U = W.
*-Je zndma tato véta (viz [19] str. 129, v&ta 2):

. 2. Bud o/ € End V. PoloZme V; = o/ ~}(0), bud B libovoind base podprostoru
(V), necht C = V je takovd mno%ina, e sf | C je bijekce mnoZiny C na B. Bud
V, = [C]y. Pak plati tato tvrzeni:

@) v=v, + 7. ' :
(i) dim ¥ = dim &#~(0) + dim (V). - O

Bud o/ € End V. Plati _

s H0)cs...c X (0) s X I*0) ... SV,
vaglV)2...2 (V)2 (V) 2... 2{0}.

Odtud plyne existence k 2 1 takového, Ze & ~*(0) = & ~**1)(0). Nejmensi takové k
nazveme hloubkou endomorfismu . Je-li tedy k hloubka &/ a vezmeme-li v 2
za o jednou &* a jednou «**!, vyjde podle (i) &*(V) = **1(V) = #(X(V)),
takZe o | o*(V) je surjekce prostoru o#*(V) na &#*(V). Vezmeme-li v 2 zobrazeni o#*
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misto &/, vyjde podle (i) V= o 7%0) + (V) a & M #%(V) je endomorfismus
prostoru (V).

Méjme nyni o/ € End V a bud 1, kofen endomorfismu /. Oznalime h(4)
hloubku endomorfismu &/ — 1,6 a poloZime V,, = (& — 1,6)~"=#9)(0). Pak V,,
je podprostor prostoru V, ktery nazyvdme kofenovym podprostorem piislusnym
ke kofeni 4, endomorfismu /. Jestlize tedy v horni uvaze vezmeme & — 1,8
misto o, vyide V = V,, + U, kde U = (o — 2,8)*“(V). Ddle odtud vychdzi,
7e (o — Ao6) MU a tedy také o NU je endomorfismus prostoru U. Opakovdnim
tohoto postupu dostaneme

3. Bud &/ € End V, necht A4, ..., A, jsou vSechny navzdjem riizné kofeny endo-
morfismu o, V,,, ..., V, pFislusné kofenové podprostory. Pak V="V, + ... + V,,.
O
Endomorfismus & prostoru V se nazyvd nilpotentni, jestlize existuje k = 1 tak,
Ze o/M(x) = 0 pro kazdé x e V. To je ekvivalentni s podminkou & ~%0) = V. Je-li 4,
kofen endomorfismu o a V,, pfislusny kofenovy podprostor, je (& — 1o6) MV,
nilpotentni na V, . Protoze dim V = 1, je & € End V nilpotentni, prdv€ kdyz 0
je jedinym kofenem endomorfismu /. Ziejmé je tvrzeni

4. Je-li of € End V nilpotentni, je (V, o) monoundrni alegbra s jednoduchou
strukturou. O

Pro kazdé x e V je tedy za predpokladit véty 4 definovdno r,, ., (x); nazveme je
Fddem prvku x.
Ustfedni postaveni v nafich uvahdch md tato véta:

5. Bud o/ € End V nilpotentni, nechf h,(0) = k. Pak existuji podmnoZiny
D!, ..., D* mnoZiny V, které maji tyto vlastnosti:
(i) Pro kazdé j, 1 < j < k, je o#7~* N D/ bijekce D’ na /~1(D’) a (D’) =
= {0}.
(1) Mnoziny
&4 4(DY), ..., £°(DY),
3D, ..., Z°(D?),

4(0")
Jsou navzdjem disjunktni a jejich sjednoceni je base prostoru V.

(iii), &*"1(D¥) U ... U HI(DI*Y) je base podprostoru (£ ~U*D(0)) pro j =
=0,1,...,k— 1.

Diikaz. Plati ziejmg «/*~ (/7 (0)) < ... € (o4~ I*D(0)) = &'~} (#7(0)) =
S...c & 0). Volme tedy libovolnou basi B* v podprostoru «*~!(=#~%0)).
Bud 1 <j<k—1anecht B*u...uB/*! je base podprostoru /(s ~U*1(0));
volme pak mnoZinu B’ disjunktni s B* U ... U B/*! tak, aby B*u ... U Bi*1 U B/
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byla base v podprostoru «#/~!(s/7/(0)). Indukci jsme definovali B, ..., B'. Pro
1 £j £ k bud D’ libovolnd mnoZina takovd, 7e¢ «/~! N D/ je bijekce D’ na B/,
Jest B/ = o/~ Y(D¥) pro 1 £ j < k a zfejms plati (i) a (iii).

Bud 1 £i <j £ k abud M libovolnd z mnoZin uvedenych v (i) v i-tém fddku
a N libovolnd z mnoZin v j-tém fddku. Pak M n N = 0, nebof M se sklddd z vektorl
fddu i a N z vektord fddu j. MnozZiny &#*~/(D*), ..., &#°(D’) jsou navzdjem disjunktni,
nebot jejich obrazy pfi zobrazeni &/~ !, tj. mnoZiny B, ..., B/, jsou navzdjem dis-
junktni. Tedy viechny mnoZiny uvedené v (ii) jsou navzdjem disjunktni.

Podle (iii) je mnoZina &*~}(D*) U ... U #°(D') base v prostoru & ~*(0). Pied-
poklddejme, Ze 1 < j < k a Ze mnoZina

(DY) v eV #°(D') U
(DY) u v (DY)

je base v & J(0). Podle (iii) je «*~*(D*) L ... U #/(D'*!) = B base v prostoru
S~ UD(0)a C = *I7H(DY) u... u Z(D*!) je takovd mnoZina, ze o7 N C
je bijekce C na B. Podle 2(i) je & ~Y*1(0) = & 77(0) + [C]y, takZe

YD) u...u (DY) U
&I (DY U .. U (DY)

je base v prostoru & ~Y*1(0).
Indukci tedy dostdvdme tvrzeni o tvaru base podprostoru & ~/(0) proj =1, 2, .
..., k. Pfipad j = k je pak posledni tvrzeni z (ii). O
Bud & € End V nilpotentni, h,(0) = k, D',..., D* podmnoZiny mnoZiny V
s vlastnostmi (i), (ii), (iii) z v&ty 5. Pak fekneme, Ze mnoZina

.m"‘jl(u") U..ud(DY) v
(0"

byla sestrojena konstrukci n; nazyvame ji také normdlni basi p¥islu§nou k nilpo-
tentnimu endomorfismu <.

UfZite¢nd je také tato véta:

6. Bud s/ € End V nilpotentni, N normdlni base prostoru V vzhledem k <,
x €V libovolny prvek. Pak x lze vyjddrit jako lznearm kombinaci téch prvki
neN, pro né? je ry,(n) < rw.ax)-

Dikaz. PoloZme r = ry 4)(x). Je ddle x = y + z, kde y je linedrni kombinace
t&ch prvkit neN, pro n€Z je ry . (n) < r, z je linedrni kombinace zbyvajicich
prvki z N. Plati 0 = o#'(x) = o/"(y) + «"(z) = #"(z) a #"(2) je linedrni kombi-
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nace prvkil tvaru &/"(n), kde ne N a ry 4(n) > r. VSechny tyto prvky «/'(n) jsou
vSak v N a tedy vSechny koeficienty jejich linedrni kombinace rovné nule jsou nuly.
Odtud i z = 0 a tedy x = y, coZ je tvrzeni véty. d

4., ZAMENITELNOST ENDOMORFISMU LINEARNIHO PROSTORU

1. N_echt'.szi, #eEndV, AeK. Pak o, B jsou zaménitelné, prdavé kdyZ of — A&,
A jsou zaménitelné.

Vskutku, /B = B/ je ekvivalentni s podminkou /B — 168 = Bt — B(A6),
cozje (A — A8) B = B(A — A6). 0O

2. Necht of, # € End V jsou zaménitelné, bud A, koren endomorfismu <, V,,
prislusny korenovy podprostor. Pak % |V, € End V,,.

Dukaz. Bud xeV,, y = B(x), k = h (). Pak (& — 2,6) (y) =
= (o — 206) B(x) = B(L — 4o6)* (x) = B(0) = Opodle 1 atedy y € V. O

Z teéchto vysledkt vyplyvd pro kaZdy endomorfismus # zaménitelny s endo-
morfismem ., Ze pii libovolném kofeni 4o endomorfismu &/ je # ] V,, endomor-
fismus kofenového podprostoru ¥,  zaménitelny s nilpotentnim endomorfismem
(## — 206) N V,,. Budeme se nejdfive zabyvat situaci v kofenovych podprostorech.
Staci tedy zkoumat endomorfismy zaménitelné s danym nilpotentnim endomor-
fismem.

Bud tedy & ¢ End V nilpotentni, N normdlni base ve V vzhledem k /. PoloZime
M = N v {0}. Pak zfejm& % = (M, & M M) je monoundrni algebra; nazveme ji
nervem prostoru V vzhledem k &f. Ziejmé je tato algebra koneénd a md velmi jedno-
duchou strukturu.

Bud & € End V nilpotentni a bud déle B zobrazeni V do V. Rekneme, Ze je sestro-
jeno konstrukci l(d), jestlie existuje normdlni base N = {n,, ..., n;} prostoru V
vzhledem k & a po&dtedni zobrazeni z nervu (N U {0}, o N(N u {0})) do (V, )
tak, Ze pro jeho prodlouZeni b a pro libovolnd &, ..., & v K plati B( Y. &n) =
= Y & b(n;). Ztejme je b = B (N v {0}). 12iss

1siss

3. Bud o/ € End V nilpotentni a B zobrazeni V do V. Pak jsou tyto vyroky ekvi-
valentni:

(i) B je endomorfismus prostoru V zaménitelny s o .
(ii) B je zobrazeni sestrojené konstrukci I(sf).

Dikaz. Necht plati (i). Podle 3.5 existuje normdlni base N = {ny, ..., n,} prosto-
ru V vzhledem k of. Poloime %t = (N u {0}, & MN(N u {0})), b = B (N U {0}).
Pak b je homomorfismus % do (¥, &#) a z linearity B plyne pfi libovolnych ¢,, ..., &,
vKvztah B( ) én)= Y & B(n)= Y & b(n) Podle 2.3 a 2.4 je b jedinym

iss 1

1Siss 1sis Siss
prodlouZenim jistého po&dtetniho zobrazeni z R do (V, o). Tedy plati (ii).
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Necht plati (i) a necht maji N, n; (1 £ i £ ), b tentyZ vyznam jako v definici
konstrukce /(). Ze vztahu B( Y &n;)) = ¥ & b(n;) snadno plyne, Ze Be End ¥,

15iss 1<iss

BNNuU{0}) = b. Pro kasdé xeV existuji 15-. & €K tak, Ze x = ) &,
1<iss
Plati &/B(x) = &B( ), &mny) = .91( Z é b(n)) = <Z & A(b(n)) =

15iss 15iss

Z é b((n)) = B( Z é oA (n; )) = B.sz/( Z én) = Bs/(x) podle definice
konstrukce (), z lmeanty .sa( a z faktu, Ze b JC homomorﬁsmus podle 2.4. Tedy

plati (i). 0O
Nyni zformujeme hlavni vysledek pro libovolny endomorfismus.
Bud &/ €End V, Ay,..., 4, viechny jeho navzdjem rizné kofeny, V,,..., V,,

prisluiné kotenové podprostory. V kazdém podprostoru ¥, (1 < i £ n) sestrojme
konstrukci l((.sa( — A6) NV;) endomorfismus B; a definujme endomorfismus B
prostoru Vtak, Ze B N V;, = B; (takovy existuje pfesné jeden). Pak fekneme, %e endo-
morfismus B byl sestrojen konstrukci (/).

4. Bud o/ € End V, B zobrazeni V do V. Pak jsou tyto dva vyroky ekvivalentni:

(i) B je endomorfismus prostoru V zaménitelny s .
(ii) B je zobrazeni sestrojené konstrukci L(sf).

Dikaz. Necht jsou Ay, ..., 4, vSechny navzdjem rizné kofeny endomorfismu .7,
Vi ++es V3, pEislusné kofenové podprostory.

Necht plati (i). Pak B N V;, € End V,, podle 2 a je to zobrazeni zamé&nitelné
s (o — L,6) NVy, podle 1. Podle 3 je BNV, sestrojeno konstrukef (o — 4,6) >
NV, ) proi = 1,2,...,n. Tedy plati (ii).

Plati-li (ii), exxstuje pro kazdé i, 1 £ i £ n, endomorfismus B; sestrojeny na V;,
konstrukei (& — A,6) NV,) tak, Ze B; = B]V,,. Pak B; je endomorfismus
na V,, zam&nitelny s (& — 1,6) NV;, podle 3 a tedy i s & [NV, podle 1. Odtud
ihned plyne (i). ' O
" Celkem tedy ke konstrukci v§ech endomorfismti zaménitelnych s endomorfismem
& prostoru ¥ pouZivdime konstrukce L(=/), kterd se redukuje na pouZiti konstrukce
I((s¢ = A:8) M V,,). Ta pak spotivd v sestrojeni normdlni base konstrukci n a homo-
morfismu nervu do monoundrni algebry s jednoduchou strukturou konstrukci J
nebo také konstrukci popsanou v [21]. Jsou tedy viechny konstrukce nutné k ziskéni
viech endomorfismii zaménitelnych s danym endomorfismem popsény.

5. ZAMENITELNE MATICE

Vsimneme si napfed matic zaménitelnych s matici nilpotentniho endomorfismu &/
vektorového prostoru V. Tyto matice budeme pfifazovat k endomorfismim vzhle-
dem k normdlni basi N pfisluiné k endomorfismu /. Pfitom oviem jistou roli
hraje i pofddek prvki base. Ten nyni zavedeme ptirozenym zplisobem.
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Bud < € End V nilpotentni, h,(0) = k, D', ..., D* takové mmoZiny, Ze

S (DY u...u (DY) U

()
je normdlni base prostoru V vzhledem k . PoloZme «; = card (D* u ... U D') pro
1 £ i £ k. Ozna&ime n}, ..., n},_prvky mnoZiny D*; pro 1 < i < k oznatime prvky
mnoZziny D’ jako n,, . 4y, ..-s g,

Bud 1 £ j £ o4. Pak existuje nejvétsi i, 1 < i < k tak, Ze je j < «;; toto i oznaci-
me jako i(j). Pak oviem n{? e D'V). Pro kazdé i, 1 < i < i(j) polozime n} =
= 'D7i(niP). Pfi tomto indexovdni prvkii je tedy normdlni base vyjddiena ve
tvaru N = {nj; 1 £j £ o;, 1 £ i £ i(j)}; fekneme také, Ze normdlni base je pFi-
rozené oznacena. Pomoci pfirozeného oznaceni definujeme na N pFirozené uspord-
ddni takto: Pro ni, n, € N klademe n} < n,,, kdyZ bud j <mneboj=ma i<l
O prvcich nje N, pro néZ je j = j, (1 £ jo < ;) a 1 £ i £ i(j,), Fikdme, Ze tvofi
Jjo-tou Fadu base.

Zieime je ry g(nk) = i. Jeli N = (N U {0}, & M(N u{0})), pak Iy = {nj;
1<) <ol

Bud déle £ libovolny endomorfismus prostoru V. PoloZime DY(#) = ("p{ ;) (1.m)-
Podle definice matice pfifazené k endomorfismu vzhledem k dané basi tedy pfi
kazdém i, j, |, m takovém, e 1 £ j S oy, 1 S i 2 i(j), 1 Sm <oy, 1 £ 1L i(m),
je Vp& ;) .1.m koeficient prvku Z(nl) pfi prvku nj.

Bud 1 < j, £ a3, 1 £ my £ ;. Rekneme, Ze prvky “p{} ;) 1.m,, matice DV(%)
takové, ze 1 < i < i(jo), 1 £ 1 £ i(my), tvofi jomg-blok.

1. Budte o/, # € End V, necht of je nilpotentni,  endomorfismus zaménitelny
s &. Necht je ddna prirozené oznadend normdlni base N = {nj.; 1=5j=ay,
1 i Zi(j)} prostoru V vzhledem k <. PoloZme o(j, m) = min {i(j), i(m)} pro
libovolné j,m, kde 1 £j < ay, 1 £ m £ ay. Pak pro libovolny prvek NP?:,,-),u,m)
matice D¥(#) plati pfi 1<j<oay, 1Si<i(j), 1Ssm=a, 1S1=i(m)
vzorec

Np® = {Npﬁﬂ(m)—uj).(i(m),m)’ jeeli 1= i+ i(m) — 1 < a(j, m)
&AM 00 jinak

Dikaz. # je sestrojeno konstrukci /() podle 4.3. PoloZime-li % = (N u {0},
o N(N U {0})), je (Y &in}) = Y & b(n}) pi libovolnych & € K, kde b je rozsifeni
jistého potdtetniho zobrazeni ¢ mnoZiny Iy, = {n{’; 1 £ j £ «,} do (V, &). Odtud
jec=3DNIy.

Bud 1 < m £ «;. Plati B(ni™) = Y"p& ;) immnj» kde stitini probihd pres
vsechny usporddané dvojice (i, j) takové, Ze 1 < j < oy, 1 £ i < i(j). Podle definice
potdte¢niho zobrazeni je ry . (B(ni™)) £ ry.4(ni™) = i(m) a podle 3.6 je tedy
Np&.iyimymy = 0 Dro i > i(m). Lze tedy psit #(ni™) = Yp& ;) immn) kde
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sitdni probihd pfes viechny uspotfddané dvojice (i, j) takové, Ze | < j < oy, 1 <
< i £ ofj, m); mnoZinu viech takovych dvojic oznadime symbolem D(m).

Bud nyni 1.<m<=a;,, 1S1Z l(m) Plati %(n;) = B('™" ’(n'("'))) =
= 7N Bn™) = LN Mg mn) =

h,j)eD(m
= Y p(h,j)_“(m),m)d‘("‘)"(rijf).) P(rc))blem nyni spolivd v tom zda miZe byt
h,j)eD(m
.dg("‘j))_'((né) = nj pfi indexu i voleném tak, 7e 1 £ i < ofj, m).

Méjme tedy 1 < i < ofj, m

Je-li i(m) — 1 = a(j, m), je '™~ (n") = 0 pro kazdé h, 1 < h < oj, m). Tedy
prvek n} vystupuje ve vyjddfeni prvku 2(n;) s nulovym koeficientem a mdme
"pGivam = 0.

Bud nyni i(m) — I < o(j, m).

Je-li pfitom i(m) — 1 + i > afj, m), pak pro kazdé h, 1 < h < ofj, m), plati
h — i(m) + 1 < «(j, m) — i(m) + 1 < i, takZe viechny prvky n’ se endomorfismem
&™~1 zobrazi na prvky rizné od nj. Tedy tento prvek vystupuje ve vyjddieni
prvku 2(n,,) s nulovym koeficientem a mdme zase "p{ , ., = 0.

Zb)’/vé tedy ptipad i(m) — I < ofj, m), i(m) — I + i < o(j, m), coZ znadi 1 <

Si+im)—-1< a(], m). Pak ni™~'*F je Jedmy prvek, ktery se endomorfismem
.91'("" ! zobrazi na nj. Je tedy “pl ;) 1m = NP m— 1+ i.y.citmymy- a

Konstrukci matice DN(Q) popsanou ve v&t& 1 Ize shrnout takto:

Bud o/ € End V nilpotentni, bud N = {nj; 1 £j < «;, 1 £i £i(j)} pFirozend
oznacend normdlni base prostoru V vzhledem k /. Pro libovolné j, m, 1 < j < a4,
1 £m £ oy, poloZme ofj, m) = min {i(j), i(m)} a definujme “pi; ) iom.m Jjako
libovolné prvky v K pro 1 < i < «j, m); ostatni prvky “p; ) (.m jm-bloku pak
dopliime podle vzorce

N _ {NP(Hi(m)—t,j),ﬁ(m),m)s jelli 1= i+ i(m)— 1= afj,m)
P iy,a,m = ..
0 jinak

Pak fekneme, Ze matice (Yp; ;) 1m) kde 1 S j <oy, 1 S i
1 £ 1 £ i(m), byla sestrojena konstrukci q.

IIA

i(j)9 1 é m é 0y,

2. Bud o/ € End V nilpotentni. Necht je ddna prFirozené oznacend normdlni base
N={n;1=2j=a,1=i=Zi(j)} prostoru V vzhledem k of. Pak pro libovolny
proek Np ;) (1.m matice DY(sZ) plati

Noot 1, jeli j=m a I=i+1Zi(j)
Pai.iam =0 jinak

pFi 12jSa, 12i2i(j), 1Em=ay, 1215 j(m)

Dikaz. Tvrzeni plyne ihned z faktu, Ze prvni prvek j-té fady base N se zobrazi
pfi zobrazeni & na nulu a kazdy jiny prvek fady na prvek pfedchdzejici. Od
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3. Bud o/ € End V nilpotentni, m = dim V. Necht je ddna prFirozené oznacend
normdlni base N = {n}; 1 £j < a;, 1 £ i = i(j)} prostoru V vzhledem k endo-
morfismu /. Bud B matice typu m x m, jejiZ prvky jsou v télese K. Pak jsou tyto
dva vyroky ekvivalentni:

(i) B je matice zaménitelnd s D"(Z).

(i) B je matice sestrojend konstrukci q.

Dukaz. Existuje pfesné jeden endomorfismus & prostoru V tak, ze D"(%#) = B.

Plati-li (i), je # zamé&nitelno s o a tedy (ii) plati podle 1.

Necht plati (ii). Z konstrukce g plyne, Ze #(n™') = L B(n}) a tedy B(L(n})) =
= (Bn) pfi 1 £j Loy, 1 <i £i(j) a dile B(n}) =0 = LB(n}). Odtud
plyne, Ze o, % jsou zamé&nitelné a tedy téz D"(#), B jsou zaménitelné. 0

Nyni pfejdeme ke konstrukci matic zaménitelnych s matici pfifazenou k libovol-
nému endomorfismu vzhledem k specidlni basi. Budeme k tomu potfebovat nékolika
pojmu.

Budte 4, = (a},), ..., A, = (a} ;) &tvercové matice, jejichZ typy jsou po Ffad&
m; X my,...,m, X m, Pak symbolem A; + ... + A, rozumime matici 4 =
= (a;;) typu (m; + ... + m,) x (my + ... + m,) takovou, Ze

al;,r’ je-li th<iézmh, th<j§zkmh,
hz

h<k h<k h<k
a; = 5=i"th, t=1_2mh
h<k h<k
0 jinak

Budte B; (1 < i £ n) disjunktni jednoduse uspofddané mnoZiny. Pak symbolem
Y. B; rozumime mnozinu J B;, na niZ je jednoduché uspofdddni ddno tak, Ze

15isn 1g5isn
b < b’ plati, je-li be B;, b’ e B;,, abud i < i’ nebo i =i’ a b < b’ v mnoZiné B,
V dalsich Gvahdch vyuZijeme tohoto tvrzeni: '

4. Bud V prostor, V=V, + ... + V,, necht o/ je endomorfismus prostoru V
takovy, ze (V;) = V; pro 1 £ i £ n. Bud N, libovolnd base prostoru V; pro 1 <
<i<napolofmeN = Y N, Pak DY) =D (4 MV}) 4 ... + D"(L NV,).

15isn
Dikaz plyne ihned z faktu, Ze pro neN; je &/(n)€ V; a tedy soufadnice prvku
&f(n) pti viech n’ ¢ N; jsou nulové. 0

Obecny problém je feSen touto vétou:

5. Bud & endomorfismus prostoru V, Ay, ..., A, vSechny jeho navzdjem rizné
kofeny, V,,, ..., V, pFislusné kofenové podprostory. Necht N; je normdlni base
prostoru V,, vzhledem k (o — A,6) N V,, pro 1 £i < n. Polofme N = Y N,

15isn
A= DNL), A; = D"(4 NV,), E; = DV(6 NV,) pro 1 i < n. Bud B matice
téhoZ typu jako A, jejiZ proky jsou v télese K. Pak jsou tyto vyroky ekvivalentni:

(i) Matice A, B jsou zaménitelné.
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(ii) Existuji matice By, ..., B, tak, e B= B, + ... + B, a e A; — A,E;, B; jsou
tého? typu a zaménitelné pro1 < i < n.

Dukaz. Necht plati (i). Existuje pfesné jeden homomorfismus # tak, Ze B =
= DY(#). Pak s/, # jsou zaménitelné, coZ podle 4.4 implikuje Ze (&7 — 1,8,) N V;,
je zaménitelnos & NV, pro 1 < i < n. Polozme B; = DV(# NV,,). Pak 4; — A,E,,
B, jsou téhoZ typu a zaménitelné pro 1 < i < n; zdroveii plati B = B; + ... 4 B,
podle 4. Plati tedy (ii).

Necht plati (ii). Podle 4 je A = 4, + ... + A, UZitim 4.1 snadno dokdZeme,
7e A;, B; jsou zame€nitelné pro 1 < i < n. Odtud snadno vyjde, Ze AB = 4,B; + ...
... + A,B, = ByA, + ... + B,A, = BA. Tedy plati (i). 0

Véta 5 poskytuje konstrukci vSech matic zaménitelnych s matici 4 pfifazenou
k libovolnému endomorfismu vzhledem k basi, kterd byla k tomuto endomorfismu
piifazena specidlnimi konstrukcemi. Takovd matice 4 md ovSem specidlni tvar.
Pfipad, kdy matice A md obecny tvar, se pfevede na pfipad zahrnuty ve vété S podle
této véty:

6. Bud A libovolnd matice typu m X m utvorfend z provki algebraicky uzavfe-
ného pole K, Q = {qy, ..., qm} libovolnd base m-rozmérného prostoru V nad K, o
endomorfismus prostoru V takovy, e D%(f) = A. Necht Ay, ..., A, jsou vSechny
navzdjem rizné kofeny endomorfismu o, V,,, ..., V,, pFislusné kofenové pod-
prostory. Necht N; je normdlni base podprostoru V,, vzhledem k endomorfismu
(4 = A4E) NV, pro 1 £i < n. Polofme N= Y N;={ny,...,n,}. Necht T

15isn
je matice typu m x m s proky z télesa K se sloupci P%(n;) pro1 £ i < m.

Pak libovolnd matice B typu m x m s proky z K je zaménitelnd s A, prdvé kdyZ

je matice T™'BT zaménitelnd s D¥(/).

Diukaz. Podle definice je TPY(n;) = P%n;) pro 1 £i < m a tedy TPV(x) =
= P9(x) pro kazdé x e V. Existuje pak pfesné jeden automorfismus J prostoru V
tak, e D"(7') = T. Plati pak P¥(7(x)) = P%(x) pro kaZdé x e V. Odtud je zejména
PNT d(x)) = PY4(x)) a tedy DM(T)DY(s#) PY(x) = DYt) PYx) = DY) .
. DN(7) P¥(x) pti kazdém x € V. Odtud je A = TD™(s#) T~ a tvrzeni je nyni zfejmé.

‘ O

6. ZAVERY

ProtoZe vysledky odst. 5 jsou zndmy (viz [19] str. 191—195) a protoZe v odst. 4
jsme vystacili s monoundrnimi algebrami specidlnich druht, pro n&Z je konstrukce
viech homomorfisméi pomérné jednoduchd, lze obsah tohoto &ldnku povaZovat
nejspiSe za metodicky pfispé€vek k teorii linedrnich prostorii. Na druhé strang je
jasné, Ze metody, kterych jsme zde pouZili, 1ze pfenést i na jiné situace. Jsou-li napf.
A, B volné algebry téhoZ typu a h homomorfismus A do B, fekneme — analogicky
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jako pro monoidy — Ze h je striktn€ abecedni, jestliZe existuji systémy generdtori M
algebry A a N algebry B tak, Ze h N M zobrazuje M do N. Ke kazdému striktné
abecednimu endomorfismu h algebry U lze striktné abecedni endomorfismy zaméni-
telné s h ziskdvat uZitim konstrukce homomorfismi jedné monoundrni algebry
do druhé.
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Summary
COMMUTATIVITY OF ENDOMORPHISMS OF LINEAR SPACES
MiIrosLAV NOVOTNY, Brno

All homomorphisms of a monounary algebra into another monounary algebra
are constructed for algebras of certain special classes. Using this result, all endo-
morphisms of a linear (= vector) space are constructed that commute with a given
endomorphism. The well-known solution of the problem of commuting matrices is
derived from the above mentioned results.
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