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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 105 (1980), Praha 

EINE ISOPERIMETRISCHE UNGLEICHUNG FÜR GESCHLOSSENE 
KURVEN IM VIERDIMENSIONALEN RAUM 

ZBYNEK NÄDENfK, Praha 

(Eingegangen am 5. Mai 1978) 

Im vierdimensionalen euklidischen Raum F 4 wird ein System von Orthogonal
koordinaten xt zugrunde gelegt; stets i = 1, 2, 3, 4. Es bezeichne # eine geschlossene 
rektifizierbare Kurve in F 4 mit dem Bogen s und mit der Gesamtlänge L; es sei 

(1) xt = X;(T) , T = (2K/L) S e <0, 2TC> 

die Parameterdarstellung von # . Die Funktionen xt sind absolut stetig und haben 
fast überall die (stets mit Strich bezeichneten) Ableitungen nach T, welche quadratisch 
integrierbar sind (vgl. [7], Abschn. 3). 

Wir setzen 

1 f2* 
(2) FtJ = - (xtx'j - x'iXj) dr , (j = 1, 2, 3, 4; j 4= i) ; 

2 Jo 
wenn die totalorthogonale Projektion von # auf die Koordinatenebene (xtXj) eine 
einfache Kurve its, so its \FU\ der Flächeninhalt des durch diese Projektion begrenzten 
Bereiches. 

[Nach V. HLAVATY ([5], Band I, Kap. I, Abschn. I) stellen die Funktionale (2) 
einen K-Punkt dar; wenn wir also für eine andere Kurve # * die Funktionale Ffj 
bilden, so ist 

1^12^34 + ^13^42 + Fl*F*3 + ^34-f?*2 + F42F*3 + F23F*4\ 

eine Bewegungsinvariante.] 
I. J. SCHOENBERG [8] hat bewiesen, dass für eine Kurve #, welche noch auf £ 4 

konvex ist, erstens £|F12F34 + Fi3F42 + F14F23| das Volumen ihrer konvexen 
Hülle ist und zweitens die Ungleichung besteht: 

(3) L4 - 2V(F 1 2 F 3 4 + F13F42 + Fl4F23) £ 0 ; 

die Extremalkurven sind spezielle Hyperkreise. 
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L. BOCEK [3] hat gezeigt, dass 

(4) L 4 - 1 6 r c 2 X F ^ 0 , 
i<j 

wo die Gleichheit nur für einen Kreis gelten kann (es handelt sich um das vier-
dimensionale Analogon zu einer Ungleichung in E3 aus [2], S. 77). 

Wir beweisen diesen Satz: 
Es seien 

(5) cu = ~cji 

beliebige reelle Zahlen, welche nicht alle Null gleich sind. Wir setzen 

(6) C = £ c2j > 0 , c = ci2c34 + ci3c42 + ci4c23 . 
l < 1 

Für jede Kurve <€ gilt die Ungleichung 

(7) II -4nk-lY,CijFij^Q 
i<j 

mit 

(8) fc = [iC + i(C2 - 4c2)1/2]1/2 > 0 . 

Das Gleichheitszeichen in (7) gilt dann und nur dann, wenn %> ein Kreis ist, dessen 
Parameterdarstellung — falls sein Mittelpunkt zum Nullpunkt gewählt ist — 
folg ender massen geschrieben werden kann: 

(9) Xi = Pi cos T + qt sin T , 

wo die Konstanten ph qt folgenden Gleichungen genügen: 
4 4 

(10 kq{ + £ clVp; = 0 , - kpi + X cfJ9y = 0 . 
j r - l Jr-,1 

Für die weiteren geometrischen Eigenschaften der Extremalkreise siehe Abschn. 4. 
Im folgenden unterscheiden wir die entgegengesetzten Fälle 

(11) c12 = ec34 , c13 = ec42 , c14 = ec23 ; 

(12) (c12 - ec34)
2 + (c13 - £c42)

2 + (c14 - ec23)
2 > 0 (ß = ±1) . 

Während im Fall (12) die Ebene des Extremalkreises (9) eindeutig als Durchschnitt 
folgender vier dreidimensionalen Räume 

(13) (ci2c - fc2c34) x2 + (ci3c - k2c42) x3 + 
+ (ci4c - fc2c23) x4 = 0, 

(c2ic — fc c43) xi + (c23c — fc c14) x3 + 
+ {c24c - k2c31)x4 = 0, 

(c3ic - k2c24)xi + (c32c - k2c4i)x2 + (c34c - fc2c12)x4 = 0, 
(c41c - k2c32) xt + (c42c - fc2c13) x2 + (c43c - fc2c21) x3 = 0 
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bestimmt ist, gibt es im Fall (11) eine zweiparametrige Familie von solchen Ebenen 
(siehe wieder Abschn. 4). 

Nach L. Bocek [3J folgt aus (4) die Ungleichung 

(14) L 2 ^47rC- 1 / 2 Xc,7Fu = 0 
i<j 

mit der Gleichheit nur für einen Kreis, dessen Ebene aber schon wieder eine spezielle 
Lage in Bezug auf das Koordinatensystem hat. Wegen fc-1

 = C~1/2 ist (7) schärfer 
als (14) (fc"1 = C~1/2 nur für c = 0). 

Wir heben noch zwei Spezialfälle hervor: 

a) Es sei 

(15) c 1 4 = 0 , c 2 4 = 0 , c 3 4 = 0 ; 

wegen der Ungleichung in (6) gilt (12). Dann reduziert sich die Ungleichung (7) mit fc 
aus (8) auf 

L2 - 4K(C2
2 + c 2

3 + c2
31)-1,2(c12F12 + c23F23 + c31F31) = 0 

und das die Ebene des Extremalkreises bestimmende System (13) auf 

X4 = U , C32X1 + c1 3x2 + c2 1x3 = 0 . 

Es handelt sich also um das erwähnte Ergebnis von L. Bocek [3] für n = 3 oder um 
den Fall der identischen Kurven aus [7] (siehe (8) in [7]). 

b) Es sei c 1 2 + 0, c 1 3 = c 1 4 = c 2 3 = c 2 4 = c 3 4 = 0. Dann vereinfacht sich (7) 
auf L2 — 4tt|c1 2 |~

1 c12F12 *z 0 und (13) auf x4 = 0, x3 = 0. Darin ist die klassische 
isoperimetrische Ungleichung enthalten. 

Im Abschn. 1 motivieren wir die Wahl (8) der Konstante fc, im Abschn. 2 beweisen 
wir die Ungleichung (7) und im Abschn. 3 entscheiden wir über die Gleichheits
bedingung. 

1. Bekanntlich ist (vgl. [8], Abschn. 8 oder [7], Abschn. 3) 

(U) ľ * (xi2 + x'2 + x'2 + x'2) dт = L2/2л ; 

die durch kj2n multiplizierte linke Seite in (7) ist folglich in Hinsicht auf (2) gleich 
(mit bisher unbestimmter Konstante fc > 0) 

(1,2) P{fc(x;2 + xf2 + xi2 + x4

2) - x cl7(xfx; - *;*,)} d t . 
h 1<J 

Angenommen, die Funktionen xt(t) seien zweiter Klasse. Die notwendigen Bedin
gungen für das Extremum des Funktionais (1,2) führen zu den Eulerschen Gleichun-
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gen. Sie bilden in diesem Fall für x\ das d'Alembertsche System 

(1,3) kx'i + E ^ ; = O 

1=1 

mit dem charakteristischen Polynom 

(1.4) A4 + Cfc"2A2 + c2fc"4 

(vgl. [6]). Die Nullstellen sind durch 

(1.5) X2 = [ - C ± (C2 - 4c2)1/2] : (2fc2) 

gegeben. Hier ist nach (6) 
(1.6) C2 - 4c2 = (c2

2 + c2
3 + cit - c2

4 - c2
4 - c2

4)2 + 

+ 4(c31c14 + c32c24)
2 + 4(c12c24 + ci3c3A)2 + 4(c23c34 + c21c14)2 

und man bestätigt leicht, dass 

2 _ 2 f > 0 im Falle (12), 
l l , 7 j ° 4 c { = 0 im Falle (11). 

Da bekanntlich die zur einfachen Wurzel X von (1,4) zugehörende Lösung von (1,3) 
von der Gestalt xt = yp** mit yt = konst. ist und da — wegen der Geschlossenheit 
der Kurve # und wegen der Wahl (1) des Parameters T — nur periodische Lösungen 
mit der kleinsten Periode 2n in Betracht kommen, so ergibt sich daraus A = + i. 
Nach (1,5) führt das für fc entweder zu (8) oder zu k = [±C - i(C2 - 4c2)1/2]1/2. 
Aber in diesem zweiten Fall (für genügend kleines c2) ist fc"1 beliebig gross. 

2. In diesem Abschn. zeigen wir, dass das Funktional (1,2) mit fc aus (8) nicht
negativ ist; dadurch wird die Ungleichung (7) bewiesen. 

Für jedes fc > 0 lässt sich (1,2) folgendermassen umformen: 

(2.1) ifc £ f Vi + k~* Z CUXJ)2 dt + ifc £ f V * - *?) d T + 
-=-Jo 1=1 i = 1 Jo 

4 /»2>t 4 /»2* 4 

+ i f e l *2dT ~ i f c " 1 ! (I>0.X,)2dT. 
-=1 Jo » = 1 J o 1=1 

Die erste Summe im Ausdruck (2,1) ist offenbar nichtnegativ und was es die 
nachfolgende Summe wieder (2,1) betrifft, so kann man die Nichtnegativität errei
chen: Wir verschieben den Nullpunkt in den Schwerpunkt der Kurve #; dabei 
bleiben die Funktionale (1,1) und (2) unverändert und für die Mittelwerte der 
Funktionen (1) auf <0, 2TC> gilt dann 

(2.2) f Äx,(T)dT-=0, 
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so dass nach dem Lemma von W. WIRTINGER (siehe [1], Kap. V oder [4], Kap. VII) 
alle Integrale in der zweiten Zeile in (2,1) auch nichtnegativ sind. 

Die zweite Zeile*von (2,1) lässt sich folgenderweise schreiben: 

(2,3) ifc"1 [^ {£ (fc2 - £ c2,)x? - £ ( I *i*i)*i*y}dT ; 
Jo •=! 1=1 '.-!=-> 1 = 1 

i*J 

stets haben wir (5) benutzt. 
Im weiteren bleiben wir bei fc aus (8). 

4 
2 In dem zu (12) entgegengesetzten Fall (11) folgt aus (5), (6), (8), dass fc2 = ]T c2

j9 
1=i 

4 

Z cnc1. = «0 (*>7 == 1» 2, 3, 4; i 4= I) ist und dass die Form in den Klammern { } 
1=1 

in (2,3) identisch verschwindet. 
Im Fall (12) ist nach (8) und (1,7) 

(2.4) 2fc2 - C = (C2 - 4c2)1/2 > 0 

und die Form in den Klammern { } in (2,3) ist gleich der durch die Konstante 
fc2(2fc2 - C) > 0 dividierten Form 

(2.5) [(cl2c - fc2c34) x2 + (cl3c - fc2c42) x3 + 

+ (cl4c - fc2c23) x4]2 + 

+ l(c21c - fc2c43) xt + (c23c - fc2c14) x3 + 

+ (c24c - k2c3i)x4Y + 

+ [(C31C ~ fc2c24)*l + (^32c - k2C4l)*2 + (c34C ~ fc2C12) X 4 ]
2 + 

+ [(C41c - k2C32)*l + (
C42c - ^ 1 3 ) ^ 2 + (c43^ - fc2^21) X 3 ]

2 . 

Man verifiziert das nach einfachen Umformungen auf Grund von (5), (6) und (2,4). 
Somit haben wir die Nichtnegativität des Ausdruckes (2,1) oder (1,2) — und folglich 

auch die Ungleichung (7) — bewiesen. 

3. Um jetzt über die Gleichheitsbedingung in (7) zu entscheiden, müssen wir 
bestimmen, wann die Summen in den zwei Zeilen von (2,1), deren Nichtnegativität 
wir im Abschn. 2 schrittweise bewiesen haben, verschwinden. 

Für die erste Summe in (2,1) ist das genau dann der Fall, wenn 

(3.1) xi + r 1 ^ ^ ^ . 

Die nachfolgende Summe wieder in (2,1) verschwindet nach dem Lemma von 
W. Wirtinger unter der Bedingung (2,2) dann und nur dann, wenn 

(3.2) XI(T) = Pi cos T + qt sin T (pi9 q( = konst.) . 
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Die zweite Zeile von (2,1) verschwindet im Fall (11) identisch und im Fall (12) 
nach (2,5) dann und nur dann, wenn die Gleichungen (13) gelten. Man bestätigt 
unter Zuhilfenahme von (5), (6) und (8) oder (2,4), dass im Falle (12) der Rang der 
Matrix des Gleichungssystems (13) gleich 2 ist. 

Die Konstanten pt, qt in (3,2) müssen so gewählt werden, dass (3,2) eine Lösung 
von (3,1) ist. Daraus ergeben sich die Bedingungen 

4 4 

(3.3) fcqf + £ ctJpj = 0 , - kpt + £ c^j = 0 . 
j = i 1=i 

Die Elimination von q,- liefert 

(3.4) k2P« + Z £C,7C,.P, = 0 
7 = 1 1=1 

oder in ausführlicher Schreibweise 

P\\k — C12 ~~ C13 ~~ C14/ ~~P2(C13C23 + C14C24) ~~ 

~~ P3\C12C32 + C14C34) ~" P4vC12C42 + C13C43) = 0 » 

~"Pl(C23C13 + C24 c14) + Pl(k2 - C2
2i - C2

23 - c | 4 ) -

~~ P3\C21C31 + C24C34) "~ P4\C21C41 + C23C43) = 0 » 

~~Pl(C32C12 + C34C14) ~" P2\C31C21 + C34C24) + 

+ Ps(k2 - c 3 l - c 32 - C34) - P4(C31C41 + C32C42) = 0 , 

~~Pl(C42C12 + C43C13) ~" P2V
C41C21 + C43C23) ~" 

- P3vC41C31 + C42C32) + P4(fc2 ~~ C41 ~~ C42 ~ C 4 3 ) = 0 . 

Von jetzt ab unterscheiden wir die entgegengesetzten Fälle (11) und (12). 
Im Fall (11) verschwindet das System (3,4) identisch, wie leicht aus (5), (6) und (8) 

folgt, und die Systeme (3,3) sind äquivalent. Folglich gilt in (7) das Gleichheitszeichen 
nur für (9) = (3,2) mit (10) = (3,3). 

Im Fall (12) zeigen wir zuerst, dass der Rang der Matrix des Systems (3,4) min
destens 2 ist, dass also die Lösung von (3,4) höchstens von 2 Parametern <x, ß abhängt. 
Es bezeichne Atj (i < j) die aus den i-ten und I-ten Reihen der Matrix von (3,4) 
gebildete Hauptdeterminante. Unter Verwendung von (5), (6) und (2,4) erhalten wir 

1̂2 = (c34 ~~ ci2J k + c12C — 2c12c34c , 

^-34 = (C?2 - c 34) k2 + C\AC - 2C34C12C 

und ähnliche Ausdrücke für A13, A2A und J14, J23. Angenommen, alle Ai} verschwin
den. Die Elimination von c aus A12, A34 bzw. aus J13, A24 bzw. aus A14, A23 liefert 

(c2
34 - c2

2) (2fc2 - C) = 0 , (c2
2 - c2

3) (2fc2 - C) = 0 , 

(c23 -C?5)(2fc 2 -C) = 0, 

was aber in Hinsicht auf (2,4) und (12) ein Widerspruch ist. 
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Zweitens zeigen wir: Ist 

(3.5) ^ k2 * c\2 + c\3 + c2
31 , 

so ist die allgemeine Lösung von (3,4) durch 

(3.6) JPX = a(c23c - k2c14) + ßk(c12c24 + c13c34), 

Vi = oc(c31c - k2c24) + ßk(c21c14 + c23c34), 

p3 = a(c12c - k2c34) + ßk(c31c14 + c32c24), 

P4= M ( ~ f c 2 + ^ 1 2 + < 2 3 + <&) 

gegeben. Ist dagegen 

(3.7) k2 = c\2 + c\3 + c
2
t , 

so lautet die allgemeine Lösung von (3,4) bei c23 4= 0 folgendermassen: 

(3.8) px = akc31 + ßkc12 , 

P2 = -afec23 , 

P3 = - ^ C 2 3 > 

P4= 0 . 

Es genügt zu beweisen, dass (3,6) und (3,8) für a = 1, ß = 0 oder a = 0, ß = 1 
linear unabhängige Lösungen von (3,4) sind. 

Wir beginnen mit (3,5). 
Eine längere Rechnung, welche sich auf (5), (6) und (2,4) stützt, führt zur Fest

stellung, dass (3,6) für a = 1, ß = 0 oder a = 0, ß = 1 tatsächlich die Lösungen 
von (3,4) sind. Angenommen, sie seien abhängig. Wegen (3,5) wäre dann c14 = 
= c23ck~2, c24 = c31ck~2, c34 = c12ck~2, also k2c = c(c\2 + c23 + c31) nach 
(6). Für c + Oist das im Widerspruch mit (3,5). Für c = 0 wäre c14 = c24 = c34 = 0 
und (8) gäbe den Widerspruch mit (3,5). 

Gilt dagegen (3,7), so folgt daraus unter Zuhilfenahme von (8) und (6) nach ein
fachen Umformungen 

(3.9) (c12c24 + c13c34)
2 + (c21c14 + c23c34)

2 + (c31c14 + c32c24)
2 = 0 . 

Aus der Ungleichung in (8), aus (3,9), (6) und (3,7) ergibt sich 

(3.10) c14 = c23ck"2 , c24 = c31ck~2, c34 = c12ck~2 ; ck~2 + ±1 , 

weil wir den Fall (12) betrachten. Das System (3,4) reduziert sich dann auf 

PiC2 3 + P2C31 + P3C12 = 0 , . P4 = 0 . 

Die zu (3,6) oder (3,8) zugehörigen Konstanten qt ergeben sich aus (3,3): 

(3,6*) qx = ak(c12c24 + c13c34) - j8(c23c - k2c14), 

q2 = ak(c21c14 + c23c34) - ß(cnc - k2c24), 
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q3 = afc(c31c14 + c32c24) - ß(c12c - fc2c34), 

<Z4 = afc(-fc2 + c12 + c\3 + c31) ; 

(3,8*) q! = ac12c23 - ßc23c31, 

q2 = ac12c31 + ß(c2
12 + c^3), 

g3 = -a( c23 + ^31) - ßcn^i , 

q4= 0 . 

Auf Grund von (5), (6) und (2,4) verifizieren wir, dass xt aus (3,2) mit pt und q% 

aus (3,6) und (3,6*) oder (3,8) und (3,8*) auch die Gleichungen (13) befriedigen; 
bei (3,8) und (3,8*), d. h. für (3,7), benutzt man auch (3,10) (vgl. Abschn. 4, Fall (12) 
mit (3,7)). 

4.Es bleibt noch, den geometrischen Sinn der obigen Lösungen zu erklären. Wir 
bezeichnen mit y den im Nullpunkt gebundenen Vektor (yl9 y2, y3, y4). 

Im Fall (11) ist nach (3,3), (5), (6) und (8) 

(4.1) p.p = q.q, p.q = 0. 

Folglich ist (3,2) = (9) für p . p > 0 die Parameterdarstellung eines Kreises in der 
durch p und q aufgespannten Ebene. Diese Ebene hängt von zwei Parametern ab. 

Im Fall (12) mit (3,5) folgt aus (3,6) und (3,6*) in Hinsicht auf (5), (6) und (2,4), 
dass wieder (4,1) gilt. Diesmal ist die Ebene des Extremalkreises als Durchschnitt 
der vier Räume (13) eindeutig bestimmt. 

Im Fall (12) mit (3,7) gilt ebenso (4,1). Nun reduziert sich nach (3,10) das die 
Ebene des Extremalkreises bestimmende System (13) auf xxc23 + x2c31 + x3c12 = 
= 0, x4 = 0 (vgl. dazu die Ungleichung aus dem Absatz a) in der Einleitung). 

Das 6-Tupel C = (c12, c23, c31; c34, c14, c24) ist ein Bivektor dann und nur dann, 
wenn c aus (6) verschwindet, d. h. wenn C der Plückerschen Relation genügt. Ist das 
der Fall und setzen wir ct = (cil9 cl2, ci3, ci4) (cH = 0), so ist cf A C, = c^C, Das 
6-Tupel 

C = (c12 = c34, c23 = c14, c31 = c24; c34 = c12, c14 = c23, c24 = c31) 

bildet einen Bivektor unter derselben Bedingung c = 0. Sind C und C* die Bivekto-
ren, so sind sie orthogonal in dem Sinne, dass jeder der Vektoren ĉ  zu jedem der 
Vektoren c* orthogonal ist. 

Dagegen das 6-Tupel 

(4.2) cC - fc2C* = (cc12 - fc2c34, cc23 - fc2c14, cc31 - fc2c24 ; 

C C 3 4 """ fc C12> ^^14 ~" fc C 2 3 ' C C 2 4 ~ fc C 3 l ) 

ist immer ein Bivektor, da nach (5), (6) und (2,4) die Plückersche Relation erfüllt ist. 
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Der durch die i-te Gleichung (13) bestimmte dreidimensionale Raum ist zum Vektor 
ccj — fc2c* orthogonal. Folglich können wir sagen: 

Im Fall (12) ist die Ebene des Extremalkreises zum Bivektor (4,2) orthogonal. 
Das ist in Übereinstimmung mit der von L. Bocek [3] hergeleiteten Gleichheits

bedingung für den Spezialfall (14) der Ungleichung (7) für e = 0, wann der Bivektor 
(4,2) zum Bivektor C* proportionell — also zum Bivektor C orthogonal ist; folglich 
ist die Ebene des Extremalkreises zum Bivektor C parallel (d. h. die Bivektoren C 
und p A q sind proportioneil; vgl. [3], Satz 2). 
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