Casopis pro péstovani matematiky

Josef Kral
K jedné matematické tloze o vlasech

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 101 (1976), No. 3, 305--307

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117910

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1976

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117910
http://project.dml.cz

Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 101 (1976), Praha

RUZNE

K JEDNE MATEMATICKE ULOZE O VLASECH

Joser KRAL, Praha
(Doslo dne 29. fijna 1975)

Necht p znadi Lebesgueovu miru v euklidovské roving R?. Dokazeme nasledujici

Tvrzeni. Ke ka%dé oteviené mnofiné G — R? existuje mno¥ina H = G plné
miry (tj. p(G\ H) = 0) a zobrazeni pfifazujici kaZdému x € H oblouk*) A(x) = G
s koncovym bodem x tak, Ze

(1) x+y=>A(x)NA(y) =

Pozndmka. Z tohoto tvrzeni plyne kladnd odpovéd na otazku a) problému 3,
ktery pfedlozil L. ZAJCEK v [1], str. 13—14 (srv. téZ [2], str. 16 a [3], str. 17—18).
Nejprve dokaZeme

Lemma. Bud Q = R? uzavfeny ¢tverec. Pak ke kaZdému A€ (0, 1) existuji kom-
paktni mnofiny H « K =« Q a Zobrazeni pFifazujici ka¥dému xe€ H oblouk
A(x) = K s koncovym bodem x tak, %e plati (1) a

(2) u(H) > Au(Q), w(K\H)=0.
Dikaz. MizZeme predpokladat, Ze
={[¢. &1e R |6 — 3 + [ S 4.

Z Osgoodovy konstrukce [5] plyne existence oblouku 4 = Q s koncovymi body
[0, 0], [1, 0] takového, Ze .

°c{[¢, &0 & — 4| + |E) < 4}, m(4) > Au(Q).

Necht S = A° je spofetnd mnoZina hustd v A a uspofidejme jeji prvky do prosté
posloupnosti {x,};. Poloime & = p(4) — A u(Q), A, = A a pfedpokladejme, Ze

*) MnoZina 4 = R? se nazyvi obloukem, existuje-li homeomorfni zobrazeni f intervalu

{0,1) na A. MnoZina {f(O) f(l)} tvoten4 tzv. koncovymi body pak nezavisi na volb& homeo-
morfismu f; pideme 4% = 4\ {f 0), f (1)}
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. . n .
pro dané n = 1 u¥ byla sestrojena mnoZina 4, = A tak, %e p(A\4,) <Y 276 a 4,
=1
je sjednocenim disjunktnich obloukd Kj,...,K,._:. Zvolme v K] (| S bod x

an-1
s nejmensim indexem n; a sestrojme oblouky C; = K7 tak, aby x, € C} a Z u(Cy) <
2"_
< 27""15, Pak mnoZina 4,,, = U (K \ C}) je disjunktnim sjednocenim 2" obloukﬁ
n+1

ap(ANA,,,) < Z 2- ’6 SestrOJUJeme-ll takto postupn& mnoziny 4, (n = 1,2,...),

"y

pak mnoZina H ﬂ A, jetidka v A a p(H) > 1 p(Q). Popsana konstrukce zarucuje
n=1

existenci homeomorfniho zobrazeni f Gse¢ky I = <0, 1) x {0} na A takového, Ze
pro Cantorovo diskontinuum C < <0, 1) plati f(C x {0}) = H, f(0, 0) = [0, 0],
f(1,0) = [1,0]. Z tvrzeni 3,6 v [4] plyne <ivahou popsanou tamtéz v oddilu II,
Ze f 1ze roziifit na homeomorfni zobrazeni mnoZiny Q na sebe tak, aby platilo

(3) (M = @1, y(M) = 0) = u(f(M)) =0.

Je-li bod x € H obrazem (v homeomorfismu f) bodu [¢,, 0] (¢, € C), pfifadime mu
oblouk A(x), jenZ je obrazem usetky

{[¢. 8606, =4 — |6 — 3|} voptipade |¢, — 3 < 3,

usetky {[t, —1]; 0 < ¢t < 3} v ptipad® ¢, =0 a Usetky {[t,t —1]; 1 St =1}
v pfipadé &, = 1. ProtoZe mnoZina {[¢,, {,] € Q; &, € C} je p-nulova, plati pro
K = U A(x) podle (3) vztah u(K \ H) = 0 a lemma je dokdzano.

xeH

Nyni miZeme podat

Diukaz tvrzeni. Zfejmé stali uvazovat omezenou otevienou mnoZinu G # 0.
Zvolme pevné ¢ € (0, 1). PoloZme G, = G a pfedpokléadejme, Ze pro dané n = 1 uZ
byla sestrojena otevfend mnoZina G,_; + 0. Pak existuje mnoZina Q, = G,_,, jeZ
je sjednocenim koneéné¢ mnoha disjunktnich uzavienych &tvercli, pro niZ
#(G,-1 \ Q,) < & p(G,-,). Pomoci dokdzaného lemmatu sestrojime kompakty H, <
< K, = Q, a zobrazeni pfifazujici kazdému x € H, oblouk A(x) = K, s koncovym
bodem x tak, Ze plati (1) a

”(Gn—l \Hn) < sﬂ(Gn—l) H ”(Kn\Hn) =0

Koneng poloZime G, = G,_, \K,. Tak ziskdme postupn&€ mnozZiny G,, H,, K,
n=12.)a zobrazenf x - A(x) definované na H = G H,, jehoZ hodnotami jsou
oblouky obsaZené v K = U K,. Ztejm¥ p(K \ H) = 0. "Pr‘otoie prom<njekK, c
< G\K,,, jena H sblnéna podminka (1). JelikoZ pro kaZdé n plati G\ H < G, u
U (K\H) a y(G,) £ " u(G), je H mnoZina plné miry v G. ‘
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Zavére¢na poznamka. VySe konstruovana mnoZina H < G je sice plné miry
v G, ale prvni kategorie. Nespliluje tedy poZadavky uloh b), ¢) z [1], str. 14 (viz téZ
[3], str. 17—-18).

Chceme-li, aby vlasy A(x) splitujici podminku (1) vyristaly z rezidudlni mnoZiny,
je tfeba uZit jiného postupu. Lze v8ak dokonce docilit toho, Ze vlasy vyriistaji z re-
zidudlni mnoZiny plné miry.

K této sloZit&jsi otazce se vratime na jiném misté.
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