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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 101 (1976), Praha

POLOKANONICKY REPER SIiTE NA PLOSE
V TROJROZMERNEM AFINNIM PROSTORU

PavLA BajAkovA, Brno
(Doslo dne 30. ¢ervna 1975)

1. UvoD

V tomto ¢&lanku je uZitim Cartanovych metod konstruovan polokanonicky reper
sité na plofe v trojrozm&rném afinnim prostoru A3. Tento reper zdvisi na para-
metrech plochy, tj. na hlavnich parametrech, ale také na vyzna¢nych parametrech
sit€. Odtud ndzev — polokanonicky. V &énku [1] je uvedena konstrukce kanonic-
kého reperu sit€ na plose, kde reper zdvisi pouze na hlavnich parametrech. Obé
konstrukce jsou odli§né, vychdzi se viak ze stejnych pfedpokladii. Tak jako v [1]
uvaZujme v prostoru A3 obecny pohyblivy reper R s vrcholem M a tfemi linearné
nezavislymi vektory e,,e,, e;. Déle mé&me libovolnou nerozvinutelnou plochu
P = P(u, v) s obecnou siti S = {S;, S,}. Necht vrchol M reperu je ztotoZnén s bodem
plochy P a vektory e,, e, reperu at leZi v te¢né roviné plochy v tomto bodé&. Takto
specialisovany reper zavisi na dvou hlavnich parametrech u, v a sedmi parametrech
vedlejSich. Ozna¢me jej R,.

V &éanku [1] byl reper R, jiZ dalii specialisaci pfipojen k siti. Pfimky (M, e,),
(M, e,) se staly tenami dvou kfivek naleZejicich vrstvam S, a S, sité S, prochézeji-
cich bodem M. Toto pfipojeni se d&€je volbou dvou vedlejsich parametri, tzv. vyznad-
nych parametrd sit&, odpovidajicich formam e?, e. P¥i konstrukci polokanonického
reperu musi ziistat vyznaéné parametry volné, aby stdle byla zachovdna moZnost
pfipojeni reperu k libovolné siti S. Tedy volbu vedlejSich parametri provedeme tak
aby z nich v prﬁbéhu konstrukce nevyplynuly Zadné zavislosti mezi formami el, e;.
Pfaffovy formy w?, w} se stanou hlaynimi aZ v zévéru celé konstrukce.

NeZ pfikrotime ke specialisaci reperu R,, vedouci k polokanonickému reperu,
uvedeme rovnice, které pro reper R, plati. Jsou to

(1) - dM = w'e;, de; =wle,; i,k=1,2,3,
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pak rovnice struktury

do' = 0" A @y, dof=ow]Aof; ijk=1273

a
0 =0,
(2 0} = aw' + bo?, 3 = bo' + cw?,
z nichZ prodlouZenim obdrZime
(3 da ~ a(2w] — ©}) — 2bw?l = mo' + no?,

db — b(w] + 0} — @3) — aw) — cwi = no' + po?,
de — ¢(203 — »3) — 2bw; = po' + qu*.

Podle pfedpokladu je uvazovana plocha P nerozvinutelna, tj.

4 b2 —ac+0,
coz plyne z diferencidlni rovnice asymptotickych k¥fivek na plose P
5 a(w')? + 2bw'w? + (w?)? =0.

2. KONSTRUKCE POLOKANONICKEHO REPERU SiTE NA PLOSE

Z rovnic (3) obdrzime

(6) d(b? - ac) — 2b* - ac) (01 + w; — @3) = 2F0' + 2Gw?,
kde

(7 F = 3(2bn — ap — cm), G = }(2bp — aq — cn).

Z (6) plyne

(8) 8(b* — ac) = 2(b* — ac)(e; + € — €3).

Vzhledem k uvaZovanému piedpokladu (4) 1ze bez ujmy na obecnosti zvolit
©) b> —ac=1. |
Dosazenim do (6) dostaneme

(10) —(0] + 03 — w3) = Fo' + Go®.

ProdlouZenim posledni rovnice ziskdme

(11) dF — Fo] - Go? — 2aw} — 2bw}

—2ho* — 2ka?,

dG — Fol — Gw} — 2bw} — 2cw} = —2ko' — 2l0?.
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Odtud _
(12) : OF = Fe} + Gel + 2ae} + 2bé?,

0G = Fej + Gei + 2be} + 2ces .

-

Pro dalsi specialisaci pouZijeme afinni normalu plochy. Uréime ji jako geometrické
misto stfedl svazku Darbouxovych kvadrik [4]. K urdeni rovnice svazku potfebu-
jeme lokalni rozvoj plochy P aZ do ¢lent tfetiho fadu. Tento rozvoj v soufadnicich

X, y, z je tvaru '
(13) z = $(o;x* + 20,xy + azy?) +
+ 3HBix® + 3B,x%y + 3Baxy? + Bayd) + ...
Zvolime nyni na ploe libovolny bod
(14) P(x,y,z) = M + xe, + ye, + ze;.

Ur¢ime nejdfive podminku pro to, aby tento bod byl pevny, tedy aby dP = 0.
Zdiferencujeme (14), dosadime (1) a srovndme koeficienty u linedrn& nezdvislych
vektoril e,, e,, e;. Dostaneme

(15) : dx + o' + x0} + yoi + zo} =0,

dy + 0* + x0? + ywi + zo3 =0,

dz + @* + xw} + yoi + zw} = 0.
Diferencovanim rovnice (13) obdrZime
dz = (a,x + azy) dx + (azx + azy) dy + H(dayx? + 2dayxy + dasy?) +
+ 3(B1x? + 2B,xy + Bay?)dx + H(Bx® + 2B3xy + Bay?)dy + ...

Do této rovnice dosadime z (13) a (15). Srovndme-li &leny pfi jednotlivych mocni-
néch x a y, dostaneme

(16) 0} = a,0! + a,0?, 03 = g0 + uo?,
(17) 303 = 0] + 0,0] — $do, + 3B0" + 18,07,
wo3 = 0,08 + 60! + 0,02 + g0l — du, + fro! + B0,
30303 = 0,05 + a0} — 3 doy + 1Bs0" + $B.07 .

Porovnénim (16) s (2) vyjde
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a obdobné z (17) a (3) obdrZime

Bir=m, pp=n, By=p, Bi=q.
Hledany lokélni rozvoj mé tvar | ’
(18) z = Y(ax? + 2bxy + cy?) +

NG

+ 3(mx® + 3nx%y + 3pxy® + qy®) + ...

Pro stanoveni rovnice svazku Darbouxovych kvadrik odvodme rovnici obecné

oskulaéni kvadriky. Pfedpokladejme, Ze jeji rovnice ma tvar

(19) FOCX) +21(X) + ago =0,

kde f je bilinedrni symetrickd forma a ! linedrni forma. Pfitom pro X = xe; +
+ ye, + ze, klademe f(e;, €) = a, = a;;, I(e;) = a;o. PoZavavek, aby bod M

plochy P lezZel na této kvadrice, je vyjadfen rovnici

f(M, M) + 21(M) + ag, =0,

zniZ agp = 0. Podminku dotyku prvniho f4du obdrZime diferencovanim rovnice (19):

(20) £(X, dX) + I(dX) = 0.

Tedy pro bod M plati
f(M, dM) + i(dM) =0,
¢ili
wlag + w?ay, = 0.
Odtud plyne
a0 =03 =0.

Dal§im diferencovanim rovnice (20) dostaneme
f(dX, dX) + f(X, d*X) + I(d*X) = 0 .-
Dosadime-li z derivagnich vzorci reperu (1), vyjde
(aazo + ayy) (0')? + 2(baso + ay,) 0'@* + (casp + a3,) (w?)? =0,

takze

Q) = —aazy, a;5= —bayy, a;, = —caz,.
Ziskavame tak rovnici sousta)wy oskulaénich kvadrik:
(21) ax? + 2bxy + cy? + a33z® + 2a,3%z + 24,3z — 2z =0,

kde a3, 423, a33 jsou libovolné parametry.
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Rovnice (18) a (21) urduji prisenou kiivku libovolné kvadriky z (21) s plochou.
Jeji primét do tené roviny ma v bodé M trojnasobny bod s te¢nami o rovnicich

(22). (3aa;3 — m) x* + 3(2bay; + aay; — n) x?y +
+ 3(cass + 2bazs — p)xy* + (3cazs — q)y* =0, z=0.

Jak zndmo, jsou Darbouxovy teéhy apolarni k dvojici asymptotickych tecen. Z rovnic
(5), (22) obdrzime podminku apolarity ve tvaru

a(cay3 + 2bay; — p) — 2b(2ba,; + aaz; — n) + c(3aa;; — m) =0,
a(3ca3 — q) — 2b(cays + 2ba,; — p) + c(2ba,; + aay; — n) =0.

Qdtud a z (4) plyne

ap — 2bn + cm aq — 2bp + cn
3 =—7"——""7—, 3= —————
4(ac — b?) 4(ac — b?)

Dosazenim t&chto hodnot do (21) obdrZime rovnici svazku Darbouxovych kvadrik
ve tvaru
— 2bn + ap

23) ax? + 2bxy + cy? + LN T AP,
@) 2(ac — b?)

cn — 2bn + aq 2

——————— " yz — 2z 4+ a33z° =0.

2(ac — b?) *
Urtime nyni afinni normalu plochy. Stfed libovolné stfedové kvadriky svazku (23)

m4 soufadnice -

bG — cF bF — aG 1
X =—-—————, )y = y Z2=.7 —,
2D 2D D
kde
abf
2
D=1b ¢ g 0.
2
FG,
5 7 9

Budeme specialisovat reper R, tak, aby vektor e; mél smér afinni normaly. Z posled-
nich rovnic plyne

(24) - F=G=0.
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Rovnice svazku Darbouxovych kvadrik pfejde pak ve tvar
(25) ax? + 2bxy + cy* + azz* — 2z =0.

Ur&ime polaru k ptimce (M, e,) vzhledem k svazku (25). Je to prisednice polérni
roviny bodu M s polérni rovinou nevlastniho bodu pfimky (M, e;), tedy prise&nice
roviny z = 0 s rovinou a,3z = 1. Pfimka (M, e;) a nevlastni pfimka teXné roviny
(M, ey, €,) jsou sdruZené poldry vzhledem ke svazku Darbouxovych kvadrik (25).
To je daldi geometricky vysledek volby (24)

Rovnice (10) a (24) davaji

(26) o] + @} = o}
a relace (10) maji tvar
(27) awy + bl = ho' + ka?,  bo) + co? = ko' + lw?.
Z téchto rovnic vyjadfime w}, w3. Je tedy
(28) 0y = Aj0' + 4,0, 3 = B,o' + Bo?,
kde )
Ay =bk —ch, A,=0bl—-ck, By =Dbh—ak, B,= bk —al.

Vzhledem k (26) a (28) je tedy e3 = ¢3 =0 a
(29) ey =e; + €.

Ziskali jsme tak reper R,, ktery zavisi na Ctyfech vedlejsich parametrech odpovida-
jicich &yfem nezavislym formam el, e, eZ, 3. V ném

(30) oM =0, Je; = ele,,

tedy smér vektoru e, afinni normaly (M, e;) je pevny.
ProdlouZenim rovnic (27) ziskame vztahy

(31) dh — 2ho] — 2ke? = Aw' + (B — mA, — nB, + nd, + pB,) 0?,
dk — k(o! + 03) — ho} — lo} = Bo' + Ce?,
dl - 2w} — 2kw} = (C + n4y + pB, — pA, — ¢B,) o' + Dw”.
Odtud
(32) 8h — 2he} — 2ke} =0,
ok — ke} + €3) —hez —1e2 =0,
51 — 2le — 2ke} =
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Na zéklad& rovnic (30) provedeme takovou specialisaci, kterd normalisuje vektor e;.
UvaZujme za tim u&elem kongruenci afinnich normal (M, e;). Bod
F=M+ Je,

je ohniskem této p¥imky, kdyZ pro né&j pléti [dF, e;] = 0. Z této podminky obdrZime
rovnice

(33) o' +l0) =0, o+ i0i=0,
z nichZ po vyloudeni A ziskdme rovnici rozvinutelnych ploch kongrﬁence
| 0'o - 0’0} =0.
Rovnice (33) pfejdou po dosazeni vyrazii (28) ve tvar
(34) (1 + bk — ch) o' + (bl — ck) 0? = 0,
Abh — ak) o' + (1 + Abk — al) 0* =0

a z nich vylougenim forem w!, w? obdrZime pro A rovnici

(35) (k* — 1) A*> — (al — 2bk + ch)A +1=0.

Jeji kofeny 4,, 4, jsou soufadnice ohnisek F,, F,. V disledku rovnic (32) plati
(36) 8(al — 2bk + ch) = (al — 2bk + ch) (e} + €3),

(37 8(k* — hl) = 2(k* — hl) (e} + €3)

a odtud je patrno, %e (al — 2bk + ch) a (k* — hl) jsou relativni invarianty. Budeme
o nich pfedpokladat, Ze

(38) al —2bk +ch+0, k¥ —hl 0.
Z rovnic (36), (37) ziskdme

al — 2bk +°ch _ al — 2bk + ch

39 0
(39) k* — hl k* — hl

(e + €2).
Je tedy (al — 2bk + ch)|(k* — hl) rovn&Z relativni invariant. Tyto tfi relativni in-
varianty nds vedou ke tfem riiznym specialisacim reperu R,. Spo¢ivaji v tom, Ze kon-
covym bodem vektoru e; budeme volit tfi riizné body. Zavé€rem pak ziskame tfi
riizné polokanonické repery obecné sité S.

V prvnim pFipadé bude normalisace vektoru e; provedena tak, Ze koncovy bod
vektoru e; zvolime ve stfedu Lieovy kvadriky. Stfed L je uréen dvojpomérem

(40) «  (FF.ML) = —1,
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pfiCemz ‘
F,F=M+ e, F, =M+ ie5, L=M + se;.

Ze vztahu (40) plyne pro s rovnice
(41) 21112 - S(ll + lz) = 0 N
ktera uZitim rovnice (35) pfejde ve tvar

2 _sal—2bk+ch_0
k* — hl k* — hl

Pfi uvaZované specialisaci je viak s = 1 a z piedchdazejici rovnice vyjde
42) al — 2bk + ch =2.
Ze vztahu (36) obdrzime rovnici
(43) ' el +e2=0,
a tedy také e3 = 0. Z rovnic (3), (31) vyjde
(44)  d(al — 2bk + ch) = (al — 2bk + ch) (@] + @3) — 2R,0" — 2T 0?,
kde '
(45) R, = ¥(—Im — aC — and, + apA, — B, + aqB, + 2kn +
+ 2bB — hp — c4), |
T, = ¥(—In — aD — cpB, + cnB, — A, + cmA, + 2kp +
+ 2bC — hq — ¢B).
Z rovnice (44) uZitim vztahu (42) dostaneme
o} + 0} = R,0' + T\0*.

Takto specialisovany reper R, oznadime R;.

V druhém pfipadé budeme vektor e, normalisovat tak, aby jeho koncovym
bodem byl bod E majici vlastnost, Ze s bodem E’, symetricky poloZenym vzhledem
k bodu M, oddéluje harmonicky ohniska F,, F,. Tedy

(46) (F\F,EE') = -1,

kde
F1=M+Ale3, E=M+ue3,

F, =M+ Je;, EE=M — ue,.
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Podle (46) je u uréeno rovnici
}. 122 - uz = 0 .
kterd pouZitim rovnice (35) prejde ve tvar

2 1

k* — hl’

Pti uvaZované volbé koncového bodu vektoru e, je v§ak u = 1 a odtud plyne, Ze

(47) k* —hl =1.
Z rovnice (37) obdrZime
' e;+e2=0.
Z (31) dostaneme
(48) d(k? — hl) = 2(k* — hl) (0] + ©}) — 2R,0" — 2T,w?,
kde
(49) R, = ¥(—2kB + IA + hC + hnA, + hpB, — A, — hqB,),

T, = 3}(—2kC + IB + hD + IpB, + InA; — B, — Im4,).
Z rovnice (48) po dosazeni (47) obdrzime
0)} + w% = szl + Tzﬂ)z .
Reper R, specialisovany volbou (47) pfejde v reper, ktery oznagime Ry;.
V poslednim pfipadé budeme specialisovat reper R, tak, aby koncovy bod vekto-
ru e, splynul se stfedem S useCky FF,. Pro bod S musi tedy platit

(50) (AF,S) = —1,

pFi¢emzZ .
Fx=M+)~le3, F2=M+Aze3, S=M+ses.

Z (50) dostévame pro s rovnici _
}.1 + A.z = 2S .

Vyjédfenim 1, + 4, z (35) pfejde posledni rovnice ve tvar

al — 2bk + ch
25 = —
% k* — hl
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Odtud vychazi

(51)

al — 2bk + ch _ ’
k* — hl ’

protoZe pti uvaZované specialisaci reperu je s = 1. Rovnice (39) nyni déva

el +e5=0

a uZitim vztaha (44), (48) obdr¥ime

al — 2bk + ch al — 2bk + ch , 2 1 2
(52) dW=_W(wl+w2)+2R3w +2T3w ’
kde
1
53 Ry =————[lm — hp — 2kn — 2B(b + 2k) + A(c + 2]) +
L (b -+ 20) + Alc + 20
+ (a + 2h)(C + nA, + pB, — pA, — qB,)],
T, [in + hq — 2kp — 2C(b + 2k) + D(a + 2h) +

2 — )
+ (¢ + 21)(B — mA, — nB, + nd, + pB,)].

V disledku volby (51) z rovnice (52) vyjde

0] + o) = Ro' + T,0”.

Uvedenou specialisaci jsme ziskali reper Ryy.
Predchazejici rovnice, které jsme obdrZeli v disledku tfi riiznych normalisaci
vektoru e;, 1ze zapsat jedinou rovnici

(54) . o} + 02 = Ro' + Tw?, i=1,273,

v niz R,, T; jsou pro jednotlivé hodnoty i vyjadfeny v (45), (49) a (53). Ve vsech
tfech ptipadech dostaviame pro ej, €2 vztah

(55) ej+e=0.

Volme déle vektory e, e, v teéné rovin& tak, aby (e, + e,) a (e; — e,) byly ted-
nymi vektory vrstev asociované konjugované sit€. Asociovana konjugovand sif
pfifazena k parametrické siti ma tu vlastnost, Ze jeji teny v kazdém bod€ harmonicky
odd&luji parametrické a asymptotické te¢ny [2]. Snadnym vypoltem zjistime, Ze
rovnice asociované konjugované sit& k parametrické siti s rovnici w'w? = 0 [1]
ma tvar '

a(@')? — (@?)? =0.
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Rovnice vyjde za piedpokladu, Ze sif nenif konjugovand. Tento pfedpoklad je
vyjadfen podle (5) vztahem b =+ 0. Tené vektory kfivek asociované konjugované
sité jsou (y/(c) ey + /(a) e2), ({/(c) ey — /(a) e;). UvaZzovana specialisace repert
Ry, Ry, Ry tedy vyjde, poloZime-li @ = c. Pak z rovnic (3) obdrZime

(56) a(w}—w§)=b(w;__wf)_i_P—zmwl_*_q—z-nwz

a pfi zmén€ vedlejSich parametri plati
(57 ae; — €3) = b(e; — €2).

Z (55) a (57) vyjdou e}, €3 v zévislosti na e}, ej.
Nyni ji¥ pfipojime reper k siti S. Zvolime tedy

0! = to! + vw?, o =fo' + gw?,

takZe e} = 0, e} = 0. Pak také e} = e2 = ¢3 = 0 a formy !, w?, w3 jsou hlavni.
Vypotteme je z rovnic (54), (56) a (26).

1 _ _
(58) of = | R, + 2 m+§(f—t) o'+ 1 Ti+u+2(g—v) w?,
2 2a a 2 2a a

Viimneme-li si geometrického vyznamu vektoril e, e,, vidime, Ze v tomto reperu
vektory e;, e, jsou ve sméru teCen libovolné sit&, protoZe pro vyzna¢né.parametry
odpovidajici formam e?, e} nevyplynuly b&hem specialisace reperu Zadné zavislosti.

Ziskany reper je polokanonicky reper obecné sit€ na plose. Je didn soustavou
diferencilnich rovnic

dM = w'e, + w’e,,

de, = ole, + (to! + vw?) &, + (aw' + bw?)e,,

de,

(fo! + go?) e, + wie, + (bo' + cw?)e,,
de; = wie; + wie, + (01 + w))es,
kde }, ®3, @3 jsou urdeny rovnicemi (58), (26) a w3, 3 rovnicemi (28).
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Zusammenfassung

DAS HALBKANONISCHE BEWEGLICHE BEZUGSSYSTEM DES NETZES
AUF EINER FLACHE IM DREIDIMENSIONALEN AFFINEN RAUM

PavLA BajAkovA, Brno

In diesem Artikel wird mittels der Cartanschen Methoden das halbkanonische
bewegliche Bezugssystem des allgemeinen Netzes von Kurven auf einer Flache im
dreidimensionalen affinen Raum konstruiert. Bei der angegebenen Konstruktion ist
das bewegliche Bezugssystem dem Netz erst in der letzten Etappe der Spezialisierung
zugeordnet. Die Spezialisierungen des beweglichen Bezugssystems sind geometrisch
charakterisiert.
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