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Časoplt pro pěstování matematiky, roč. 101 (1976), Praha 

^-BEWEGUNGEN MIT DEN (U)-AUTOMORPHISMEN 

ZDENIK JANKOVSK*, Praha 

(Eingegangen am 22.' Januar 1975) 

EINLEITUNG 

Im vorliegenden Artikel wird die Möbiussche ebene Geometrie (^-Geometrie) als 
Geometrie im Kleinschen Sinn angesichts der 6-parametrigen Gruppe der direkten 
linearen gebrochenen Transformationen der Gaussschen Ebene (^-Gruppe) aufge
faßt. Diese Geometrie ist auf die spezielle komplexe Mannigfaltigkeit Dim 2 (M-
Ebene) zu übertragen. Die ^-Geometrie hat manche bedeutende Eigenschaften 
(sie ist z. B. konform), s. [1], [3] v Auf der ^-Gruppe sind die kinematische Geo
metrie (^-kinematische Geometrie) und die Kinematik (^-Kinematik) analogisch 
zur klassischen kongruenten, bzw. afinnen, bzw. projektiven kinematischen Geometrie 
und Kinematik, die auf der kongruenten, bzw. afinnen, bzw. projektiven Gruppe 
aufgebaut werden, aufzubauen. Dieser Artikel beschäftigt sich mit den Eigenschaften 
der Bewegungen dieser ^-Kinematik (^-Bewegungen) vom Standpunkt der Repro
duktion der geometrischen Figur (U) der ^-Ebene ((U)-Automorphismen der 
^-Bewegungen). Vom Standpunkt der ^-Differentialgeometrie handelt es sich um 
die Eigenschaften der ^-Bewegungen des Ranges 0. 

1. GRUNDBEGRIFFE 

Es sei R der Körper der reellen Zählen und K der Körper der komplexen Zahlen; 
bezeichnen wir I = Ku{oo} die erweiterte Gausssche komplexe Ebene, der die 
Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit analytisch durch den Atlas 

{(K, w); (K - {0}, w,)} 
mit den Karten 

w : K -* K ; w = id 

W i : ( « - { 0 } ) ч X , щ(z)~\ - für z Ф 0 , z є K, 
z 
0 für z = oo 

zugeordnet wird. 
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Definition 1. Es sei M =t= 0 eine Menge und 3F :M ~* K eine bijektive Abbildung, 
dann nennen wir die Menge M mit der Struktur der komplexen Mannigfaltigkeit, die 
die Abbildung /#* in ihr induziert, die Möbiussche Ebene (^-Ebene) und ihre 
Elemente ^-Punkte. 

Es sei r\ = {M : K -> K| 

Mz = 

^ЛІ; að-ßy~l; Z,a,ßľФ0, ðeK; für z + - - , 
yz Ą- ð y 

00 

a 

ľ 

für Z = 

für Z = 00 , 

für y = 0 ist notwendig <5 =f= 0 und 

Mz = 
a ß r„ 
- Z + - fur Z e K , 
ð ð 
00 für Z = 00 ,J 

die Gruppe der linearen gebrochenen Transformationen der erweiterten Gauss-
schen komplexen Ebene K. Die Abbildung 3F~lM!F ist offenbar eine Punkt
transformation der M-Ebene M. 

Definition 2. Die Gruppe F3 wird die Möbiussche Gruppe («J^-Gruppe) genannt. 
Die Gruppe &r~lr\& wird die Möbiussche Gruppe der Punkttransformationen der 
M-Ebene M genannt. 

Bemerkung 1. Die e^-Gruppe ist linear durch die spezielle lineare Gruppe SX(2, K) 
zu repräsentieren, denn es existiert der folgende Isomorphismus: 

xj/ :r\->SL(2,K):\l/(M)~ M = (Ä H ; |MJ = 1 ; a,j3,y,<5eK. 

Definition 3. Unter der Möbiusschen Geometrie der M-Ebem M verstehen wir 
die Geometrie im Kleinschen Sinn angesichts der ^ -Gruppe der Punkttransforma
tionen der ^-Ebene M. Die geometrischen Grundobjekte in der ^-Geometrie sind 
die ^-Punkte und die ^-Kreise, d. h. die Menge (jf) der ^ -Punkte (Z).€ M, 
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für welche bei der Matrixdarstellung (die Interpretation M auf der komplexen 
projektiven Geraden) 

( z )^ (Z) = ^ W j i = z , z2 + 0 ; ( o o ) - > ^ ) ; (zl9 z2) * (0, 0) , 

X = ZTKZ = 0 

gilt, wo 

K~fAE\; A9B9CeK; (A9 B9 C) * (0, 0,0); A = Ä ; 

C = C ; -4C < BS . 

Das 1-parametrische System aller ^-Kreise, die mit 2 gegebenen, voneinander 
verschiedenen Punkten inzidieren (Grundpunkte), bzw. die mit dem gegebenen 
Kreis in seinem einzigen gegebenen Punkt inzidieren, bzw. die zu den Kreisen im 
ersten Fall orthogonal sind, heißt das hyperbolische, bzw. parabolische, bzw. 
elliptische Büschel der ^-Kreise. 

Bemerkung 2. Vergleiche die Einführung dieser Grundbegriffe mit den ähnlich 
eingeführten Begriffen in [ l ] , [2], [3], [6]. 

Definition 4c Das Koordinatensystem S der M-Ebone M heißt jedes Tripel von
einander verschiedener ^-Punkte (zt), (z2), (z3) e M, bezeichnen wir S = <(zt), 
(z2), (z3)>, und unter den Koordinaten angesichts S verstehen wir jede bijektive 
Abbildung $* von Dl (Definition 1), für welche 

^((z0) = 0 ; ^((z2)) = l ; #- ( (z 3 ) )=j ; j2 = - 1 

gilt. Ist S und #* auf M gegeben, dann sagen wir, daß die ^-Ebene M auf S mittels 3F 
bezogen wird; wir bezeichnen sie M#(S) oder kurz M(S). 

Operiert die ^-Gruppe ^r"iT\ßr auf M, dann transformiert sich das gegebene 
Koordinatensystem S == <(zi)» (z2), (z3)> durch die beliebige «^-Transformation 
ßr'iMßreßr'"1rlßr ins Koordinatensystem X = <(Ci), (C2X (̂ 3)>- D i e Koordina
tentransformation ist in der Form 

(1,1) & - ^T o \ r 

darzustellen. 

Bemerkung 3. Ist *#* = id, dann M s JC und (1,1) ist als #" = M zu schreiben. 
Wenn eine ^-Punktfigur durch eine ^-Transformation ^"XM^ auf die andere 

•^-Ponktfigur der -Aif-Ebene M abgebildet wird, dann sind diese 2 ^-Punktfiguren 
in der ^-Geometrie als gleichförmig zu betrachten. 
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Analogisch zur kongruenten Bewegung in der euklidischen Ebene, die auf der 
Kongruenzgruppe (gewöhnliche Bewegungsgruppe) aufgebaut wird, ist der Begriff 
der ^-Bewegung auf der ^-Gruppe der Punkttransformationen der ^-Ebene 
aufzubauen. Sind die Parameter a, ß, y, ö der Transformation Jl stetige komplexe 
Funktionen von einem reellwertigen Argument t e J c R (J ist ein reelles Intervall), 
das als die physikalische Zeit zu interpretieren ist, d. h. a, ß,y,öe C°(J) (Ctt(J) 
ist der lineare Raum aller n-mal stetig differenzierbaren komplexen Funktionen 
cp : J -> K) und gilt Vf0 e J : |-M(f0)| = 1, dann ist auszusprechen: 

Definition 5. Das 1-parametrische System {Ji(t)}tGf der Punkttransformationen 
!F~~XJ($F der ^-Ebene MX(S) über die analytische Darstellung 

(1.2) t„*£Z±M |M| = 1 auf J9 
y(t) z + ö(t) 

wo a, ß,y9öe C°(J), wird die Möbiussche Bewegung Jf(S/Z) der M-Ehzm Mt(S) 
in J(-EbcnQ M2(Z) auf J («^-Bewegung Jt(SJZ) auf J) genannt, wobei man als 
Konvention (z)e Mt(S), (£)e M2(Z) legt. ^-Ebene Mt(S), bzw. M2(Z) wird die 
Gangebene, bzw. Rastebene der ^-Bewegung Ji(S\Z) auf J genannt. Fixieren wir 
in der gegebenen ^-Bewegung J?(SJZ) auf J t0e J, so bekommen wir eine M-
Transformation, die wir die Phase t0 nennen. 

Transformieren wir das Koordinatensystem in M l5 bzw. in M2 

XS~>2S, bzw. XZ-*2Z 

so, daß die Koordinatentransformation durch die konstante Matrix 

(1.3) C, bzw. r ; |c | = \r\ = 1 

dargestellt wird, dann geht die gegebene ^-Bewegung Jf^Sj1!) auf J in so 
eine ^-Bewegung M2^S\2£) auf J über, daß für ihre Matrixdarstellungen 

M »M-iTm)' mi-u 

teJ,i = l,2 

(1,5) M2(t) = F Mt(t) C auf J 

gilt. ^-Bewegungen Ji^Sfö) auf J, deren die Matrixdarstellung (1,4) bei den 
gegebenen konstanten Matrixen (1,3) der Beziehung (1,5) genügen, werden äqui
valente ^-Bewegungen genannt; (1,4) repräsentieren den einzigen, in den ver
schiedenen Koordinatensystemen dargestellten Bewegungsprozeß. 
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Definition 6. Die Klasse aller aneinander äquivalenten ^-Bewegungen Jt^Sj1!) 
auf J wird ^-Bewegung J((t) auf J genannt. 

2. (UyAUTOMORPHISMEN DER ^-BEWEGUNG 

Definition 7. Wir sagen, daß die Punktfigur (U) c M(S) analytisch durch die 
Gleichung 

/(-) = o 
dargestellt wird, wenn 

f.X-E, f(z)^ + () ( z ) ^ ( [ / ) 

ist. 

Bemerkung 4. Jede Punktfigur kann man analytisch durch unendlich vielen 
Gleichungen repräsentieren. 

Definition 8. Die Gleichungen 

f.(z) = 0, 1 - 1 , 2 

sind bezüglich (U) äquivalent, wenn jede von ihnen (U) repräsentiert. Die Funktio
nen ff werden dann die äquivalenten Funktionen bezüglich (U) genannt und 

fl (U) f2 

bezeichnet. 

Definition 9. (U) c M(S) wird die feste Punktfigur bezüglich der ^-Bewegung 
Jf(t) auf«/ genannt, wenn für ihre beliebige analytische Repräsentation f gilt: 

(2,1) foJl(t)fäf9 auf J. 

Bemerkung 5. Gilt die stärkere Beziehung 

foJi^f, MeT\, 

anstatt (2,1), dann ist die Funktion f die Automorphfunktion der Gruppe r\ (siehe 
z. B. [4], [5]). 

Definition 10. Die ^-Bewegung M(i) mit der festen Punktfigur (U) auf J heißt 
die »^-Bewegung mit dem (l/)-Automorphismus auf f. 

Bei der Untersuchung der ^-Bewegungen mit den (17)-Automorphismen ist eine 
Aufgabe zu stellen: 

Zur beliebigen gegebenen Punktfigur (U) c M alle ^-Bewegungen finden, die 
(V) reproduzieren. 
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Wenn (U) analytisch durch die Funktion / repräsentiert wird, dann werden alle 
^-Bewegungen M(t) auf £ mit dem (U)- Automorphismus durch ihre kinematischen 
Parameter a, ß9y9Se C°(J) bestimmt und diese kinematischen Parameter genügen 
der Funktionalgleichung 

(2.2) M 0 z + / fr) \= o auf , 
K } J\y(t)z + ö(t)J 

genau für alle z, für welche 
f(z) = 0 gilt. 

Angesichts der Schwierigkeit dieser Aufgabe begrenzen wir uns weiter nur auf ihre 
Lösung für einige spezielle Punktfiguren, besonders für die geometrischen Grund
objekte und ihre Systeme. 

3. ^-BEWEGUNGEN MIT DEN (z0)- UND (zx) A (z2)-AUTOMORPHISMEN 

Suchen wir die ^-Bewegungen mit dem (U)-Automorphismus auf«/ für 

(U) ss (z0) , (ein ^-Punkt) . 

Es ist 5 , 1 so auszuwählen, daß die Beziehung 

(3,1) Co = ^ ( 0 z0 = ô = 0 auf / 

gilt. Aus (1,2) und (3,1) folgt 

* /?(0 = o 
und daraus folgt 

Satz 1. Das System aller ^-Bewegungen mit dem (z0)-Automorphismus auf *f 
ist 4-parametrisch (die Parameter des Systems bei unserer Wahl S, I: Re (ocjS), 
Im (a/<5), Re (y/S)9 Im (yjS)) und seine Repräsentation 

(3,2) c= "(f)* ; «* = - ««/ s 
y(t) z + ö(t) 

ist kanonisch. 
Suchen wir die .^-Bewegungen mit dem (U)- Automorphismus auf J für 

( U ) . {(*,),(--)} 5 (*,.)+ (*-)• 

Es ist S, I so auszuwählen, daß die Beziehungen 

(3.3) zt = Ci = ß»; i = 1, 2 ; et = 1, e2 =-= - 1 
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gelten. Aus (1,2) und (3,3) folgt 

« = ö ; ß = y in C°(J) 

und daraus folgt 

Satz 2. Das System aller ^-Bewegungen mit dem (zx) A (z2)-Automorphismus 
auf J ist 2-parametrisch und seine Repräsentation 

(3,4) C-Tj&^i *) - ± V(-+ W) 
ß(t) z + cc(t) 

ist kanonisch. Für a(t).ß(t) = Oauf */ hängt die Beziehung (3,4) von t nicht ab und 
es handelt sich um die Jt-Ruhe. 

Satz 3. Die .^-Bewegung mit dem (zt) A (Z2) A ... A (z„)-Automorphismus, 
wo Zi # Zj, i =f= j ; i9j = 1, 2,.. . , n; n _• 3, ist die e/#-Ruhe. 

Der Beweis folgt aus D5, D6 und dem Satz über die Bestimmung der «^-Trans
formation, siehe z. B. [2], S. 4—5. 

4. ^-BEWEGUNGEN MIT DEM (.JT)-AUTOMORPHISMUS 

Suchen wir die «^-Bewegungen M(i) mit dem (U)- Automorphismus auf«/ für 

(U) m (jf) 

Es ist S, I so auszuwählen, daß die Beziehungen 

(4.1) j f = z - z = 0 

und 

(4.2) Ji(i) (jf ) = ( - l = 0 auf -/ 

gelten. Aus (2,2) und (4,1) folgt 

(4.3) ^(t)WSAli = ^ l 

und aus (4,2) und (4,3) 

(4.4) Öy - 5y = 0, j8ä - ^a = 0 , yß - Sä = ßy ~ u$ in C°(./). 

Die Beziehungen (4,4) sind gleich den 3 auf die kinematischen Parameter der M-
Bewegung gelegten reellen,Bedingungen. Diese Bedingungen sind z. B. durch den 
folgenden Fall 

Arg a = Arg ß = Arg y = Arg 8 

zu erfüllen und daraus folgt 
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Satz 4. Das System aller M-Bewegungen mit dem (X)-Automorphismus auf J 
ist 3-parametrisch und seine Repräsentation 

(4,5) C = **Z + ß* ; oi*ö* - ß*y* = 1 auf J\ 
y*z + 8* 

wo ÖL* = a*, ß* = ß*> y* = y*9 ö* =. 5*, ist kanonisch. 

Bemerkung 6. Die ^-Bewegungen mit dem (jf )-Automorphismus sind eigentlich 
die auf der Gruppe SL(2, R) aufgebauten Bewegungen. 

Untersuchen wir den Fall der Reproduktion (jf) in den .^-Bewegungen (4,5) 
in ihren einzelnen Phasen, dann ist es nach den festen Punkten (z) in der Phase t0 

zu fragen, d. h. nach den Punkten, für welche 

(4,6) C = z 111 der Phase t0 

gilt. 

Satz 5. In der Phase t0 e J der M-Bewegung (4,5) gibt es einen einzigen Punkt 
(z0) e (jf), bzw. eben 2 feste Punkte (z0), (z0) £ (jf), bzw. eben 2 feste Punkte 
(zt), (z2) 6 (X), (zx) =# (z2), dann und nur dann, wenn oc*(t0) + S*(t0) = tr M*(t0) = 
= +2, bzw. jtr M*(t0)\ < 2, bzw. |tr M*(t0)\ > 2 gilt. 

Der Beweis folgt aus (4,5) und [5], Satz 1.12 und 1.13, S. 20-23. 
Gilt (4,6) auf«/, dann bekommen wir angesichts S5 (Satz 5) 3 wichtige Unterklassen 

der ^-Bewegungen (4,5), die durch 

(4,71) C = , a*2 = l auf S 
y*z + OL* 

(4.7.2) C = a*Z + ß* , OL*2 + ß*2 = 1 auf J 
— ß*Z + OL* 

(4.7.3) oc*z + ß* 0L*2„ß*2==l a u f j r 
V ' j?*z + a* 

zu repräsentieren sind. Die Klassen der ^-Bewegungen (4.7) sind 1-parametrisch. 
Interpretieren wir die einzige beliebige reelle Funktion als einen neuen Zeitvorgang 
der ^-Bewegung, dann bekommen wir in jeder Klasse eine einzige ^-Bewegung. 
Vom Standpunkte der Geometrie werden diese ^-Bewegungen durch „die Kreis
förmigkeit" aller ihrer Bahnkurven charakterisiert (wie aus (4,7) folgt). 
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5. ^-BEWEGUNGEN MIT DEN (JTt) A (JT2)-AUTOMORPHISMEN 

Suchen wir die .^-Bewegungen mit dem (t/)-Automorphismus auf J für 

(U) m {(jTt), (X2)} ; (Xt) # (jf2) ... ^-Kreise ; 

die Reproduktion {(Xt)9 (X2)} ist angesichts der Definition der ^-Bewegung und 
„der Kreisförmigkeit" der ^-Geometrie nur so möglich, daß jeder aus den Jt-
Kreisen (jf t), (jf 2) im Ganzen sich reproduziert. 

Untersuchen wir die ^-Bewegungen mit den (jft) A (jf 2)-Automorphismen 
für 3 mögliche Fälle vom Standpunkte der Inzidenz von (jf\) und (jf 2): 

a) card {(jft) n (jf2)} = 2 

b) card {(Xt) n (X2)} = 1 

c) card.{(jT1) n (jf 2)} = 0 

a) Es ist S, I so auszuwählen, daß für 

(zf) = (jf 0 n (JT2); (CO = UT(0 (Jf0 n Jt(t) (X2); 1 = 1, 2 , 

die Beziehungen 

(5.1) z, = Ci = e. 

(5.2) j f 1 - ü z - z = 0 ; - ^ ( 0 ( ^ ) 3 C - l = 0 

gelten. Die gesuchte ^-Bewegung gehört angesichts (5,2) in das System der Jt-
-Bewegungen (4,5) und angesichts (5,1) in das System ^-Bewegungen von der 
Repräsentation 

(5.3) £ = S ^ ; « * 2 - / > * 2 = l > 
ß*z + a* 

wo a* = a*, ß* = ß* auf J ist. Beschränken wir uns auf a*jS* 4= 0 auf J (reguläre 
Phasen), dann ist (5,3) 

(5.4) C = ^ i ; . - « O - » - * 

zu schreiben. Durch die Ausschließung des Parameters 3 bekommen wir die nicht-
parametrische Repräsentation der «^-Karte (des Systems aller ^-Bahnkurven) 
dieser ^-Bewegung: 

(5.5) (z - * ) ( t f - 1) + (1 - zf)(C - 0 « 0 . 

Alts (5,5) folgt: die *#-Karte bildet das hyperbolische Büschel der «^-Kreise mit den 
Grundpunkten (—1), (l); zu diesem Büschel gehört auch (jf2) u nd daraus folgt 
weiter: 
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Satz 6. Das System aller M-Bewegungen mit den («#"_) A (jf2)-Automorphismen 
auf J dm Falle sub a) ist l-parametrisch und seine Repräsentation (5,3), bzw. 
(5,4) (Beschränkung auf die regulären Phasen) ist kanonisch. Bei diesen M-Be
wegungen reproduzieren sich alle M-Kreise und beide Grundpunkte des hyper
bolischen Büschels (5,5), aber keine andere M-Punkte und M-Kreise. 

Satz 7. Das System aller M-Bewegung mit den (Jf i) A (jf2)-Automorphismen 
auf J im Falle sub a) ist mit dem System der Bewegungen mit dem (jf\)-Auto
morphismus (4,7.3) identisch. 

Der Beweis folgt aus (5,3) und aus der (4,7.3). 

b) Es ist S, I so auszuwählen, daß die Beziehungen 

(5.6) Xt = z - z = 0 ; M(i)(jf t) = C - £ = 0 , 

Jf 2 = Azz - Bz + Bz = 0 ; Ji(t) (X 2) = A& - B£ + _?C = 0, 

A_A=j_0; J5=-_5 4-0, 
also auch 

(5.7) (jf-.) n (JT2) = -4T(f) (Jf x) n M(t) (jf 2) s (0) 

gelten. Die gesuchte ^-Bewegung gehört angesichts (5,6) in das System der M-
Bewegungen (4,5) und angesichts (5,7) in das System der ^-Bewegungen (3,2). Da 
(0) e (jft) der einzige feste Punkt auf«/ ist, gehört die gesuchte ^-Bewegung in das 
System der .^-Bewegung mit der Repräsentation: 

(5.8) C - _ * ! £ _ ; «.» . 1 . 
y*z -h a* 

Beschränken wir uns auf y* =t= 0 auf J (reguläre Phasen), dann ist (5,8) 

(5.9) O - 5 1 - : 9 = 9(0 = 5 = ^ . 
z + 8 y* 

zu schreiben. 
Durch die Ausschließung des Parameters 8 bekommen wir die nichtparametrische 

Repräsentation der M-Karte der ^-Bewegung 

(5.10) ( z - . f ) t f - K ( C - 0 - 0 . 

Aus (5,10) folgt: die «^-Karte bildet das parabolische Büschel der «^-Kreise mit 
dem Grundpunkt (0); zu diesem Büschel gehört auch (X\) und («3f 2)

 u nd daraus 
folgt weiter: 

Satz 8. Das System aller M-Bewegungen mit den (&i) A (et^-Automorphismen 
auf J in Falle sub b) ist l-parametrisch und seine Repräsentation (5,8), bzw. (5,9) 

149 



(Beschränkung auf die regulären Phasen) ist kanonisch. Bei diesen Jt-Bewegungen 
reproduzieren sich alle Jt-Kreise und der Grundpunkt des parabolischen Büschels 
(5,10), aber keine andere Jt-Punkte und Jt-Kreise. 

Satz 9. Das System aller Jt-Belegungen mit den (jft) A ($C2)-Automorphismen 
auf J im Falle sup b) ist mit dem System der Bewegungen mit (jf\)-Automorphis-
mm (4,7.1) identisch. 

Der Beweis folgt aus (5,8) und (4,7.1). 
c) Angesichts der Anwendung S5 aî f ( j ^ ) und (tf2) auf J und [6], S. 32, gibt es 

in dieser Bewegung 2 feste Punkte auf«/. Es ist S, I so auszuwählen, daß 

(5.11) jTt s z - z = 0 ; Jt(t) (jTt) = C - C = 0 

und 

(5.12) z, = UT(|) (z,) = Ci = \ , >i = j , ^2 = - J > 

; 2 = - 1 , i = 1,2, ist. 
Die gesuchte ^-Bewegung gehört angesichts (5,11) in das System der ^-Bewe

gungen (4,5) und angesichts (5,12) in das System der ^-Bewegungen von der Reprä
sentation 

-ßz + a 

im Ganzen gehört sie in das System der ^-Bewegungen von der Repräsentation 

(5.13) cc*z + ß* a*2 + r2 = 1 
V ; -j8*z + a* 

Beschränken wir uns auf a* . ß* =j= 0 auf £ (reguläre Phasen), dann ist (5,13) 

(5.14) C » i . f - ± i ; S = ö(r) = S = -
V ; - z + 5 W j8* 

zu schreiben. Durch die Ausschließung des Parameters 3 bekommen wir die nicht-* 
parametrische Repräsentation der ^-Karte der ^-Bewegung 

(5.15) (z - z)(a + 1) - (zz + 1)(C - 0 = 0. 

Aus (5,15) folgt: die *#-Karte bildet das elliptische Büschel der ^-Kreise mit den 
Grundpunkten (j), (— j); zu diesem Büschel gehört auch (jf t) und (jf2) und daraus 
folgt weiter: 

San 10* Das System aller ^-Bewegungen mit den (jft) A (jf 2)-Automorphis
men auf f im Falle sub c) ist l-parametrisch und seine Repräsentation (5,13), 
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bzw. (5,14) (Beschränkung auf die regulären Phasen) ist kanonisch. Bei diesem 
M-Bewegungen reproduzieren sich alle M-Kreise und beide Grundpunkte des 
elliptischen Büschels (5,15), aber keine andere M-Punkte und M-Kreise. 

Satz 11. Das System aller M-Bewegungen mit den (jf i) A (X2)-Automorphis
men auf f im Falle sub c) ist mit dem System der Bewegungen mit (jft)-Auto-
morphismus (4,7.2) identisch. 

Der Beweis folgt aus (5,13) und (4,7.2). 

6. ^-BEWEGUNGEN MIT DEM (^J-AUTOMORPHISMUS 

In den vorangehenden Absätzen haben wir alle Möglichkeiten der Zusammen
setzung der festen Punktfigur (U) aus den ^-Punkten und ^-Kreisen ausgenutzt, 
denn wir bekommen nach dem Beifügen von weiteren festen ^-Punkten, bzw. 
«^-Kreisen keine neue ^-Bewegung sondern nur die höher angeführten Bewegungen 
oder M-Kuhe. 

Fragen wir also weiter angesichts des vorangehenden Absatzes und der Konfor-
migkeit der ^-Geometrie (siehe z. B. [3]) nach den .^-Bewegungen mit (U)-Auto-
morphismus für 

(u) - - ( - ? . ) , 
WO 

(M) sf-m^-'^sH-
y + S exp (xt) 

'a, sß, sy9 '<5 e K, konst., V<5 #= yßxy9 x * 0, konst., co = Arg & t e R, die co-Loxo-
drome (Doppelspirale) des hyperbolischen Büschel der ^-Kreise mit den Grund
punkten Ca/N,y), 0ß/xc5) ist. Für x ='x> bzw. x = — X repräsentiert (6,1) den Bogen 
des ^-Kreises des hyperbolischen, bzw. elliptischen Büschels der Kreise mit den 
Grundpunkten (xa/>), (xjS/x<5). 

Es ist das Koordinatensystem S so auszuwählen, daß 

® - ' « © -
ist. Dann ist (6,1) 

(w) * . - w - : ; : : ; , , H . "«•••»+o, 
a + "ßexp(Xt) 

zu schreiben. Die notwendige Bedingung für die ^-Bewegung mit dem (.-?«>)-
Automorphismus (6,2) heißt: 

(6,2) Bußm eine ahnkurve dieser ^-Bewegungen bis auf die Parametrisation 
repräsentieren. 
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Die gesuchten -^-Bewegungen gehören also in das System der Bewegungen von 
der Repräsentation 

(6.3) c = z-~exp(xV) ; ^ k o n s t > 

z + exp(ff) 

H l - ^ e C V ) , stesS, — * 0 auf J. 
dt 

Bemerkung 7. In (6,3) ist |M| 4= 1, und \M\ 4= 0. Die Repräsentation (6,3) ist in 
diesem Falle einfacher als die normale Repräsentation und deshalb wird sie hier 
angewandt. 

Durch die Transformationen S, bzw. Z, bei welchen (0)-^ ( — 1); (oo) -> (1), 
bzw. (0) <-> (oo) ist, bekommen wir die Repräsentation der ^-Bewegungen (6,3) 
in folgender Form: 

(6.4) . . - < ' » ' > + < ' - ' > - < * \ ; X * 0 , k o » S , 
(z + l ) - ( z - l)exp(fO 

Das Bild (Ja?,») von der Repräsentation (6,2) bei den Transformationen (6,4) ist 
wieder (-Sfo,) von der Repräsentation (6,2). Daraus folgt: 

Satz 12. Das System aller ^-Bewegungen mit dem {$£\^)-Automorphismus ist 
\-parametrisch und seine Repräsentation (6,4) ist kanonisch. Bei diesen J/-Bewe
gungen reproduzieren sich alle co-Loxodromen des hyperbolischen Büschels der 
M-Kreise mit den Grundpunkten ( — 1), (1) und beide Grundpunkte. 

Bemerkung 8. ^-Bewegungen mit (JS%)-Automorphismus sind mit den Bewegun
gen mit («#*i) A (jf2)"Automorphismen im Fall sub a) identisch; die ^-Bewegungen 
mit (jSfÄ/2)-Automorphismus sind mit den Bewegungen mit («?fi) A (jf 2)-Auto-
morphismen im Falle sub c) identisch. 
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