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&asopis pro péstovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

HARMONICKE FUNKCE A VETY O PRUMERU

IVAN NETUKA, Praha

(Doslo dne 16. srpna 1974)

Od doby, kdy S. LAPLACE odvodil, Ze potencidl gravitaéniho pole hmotného télesa
splituje jistou diferencidlni rovnici (pozdéji pojmenovanou jeho jménem), uplynulo
takika 200 let. Funkce spliiujici Laplaceovu rovnici byly v minulém stoleti nazvany
lordem Kelvinem harmonické funkce a jejich studium se stalo pfedmétem teorie
potencidlu. O harmonickych funkcich byly napsdny stovky védeckych praci a desitky
knih a z teorie potencidlu, kterd tvofila zpofdtku kapitolu matematické fyziky, se
stala velmi rozvinutd samostatnd matematickd disciplina, kterd ovlivnila fadu oblasti
matematiky.

Nasim cilem je v§imnout si pozoruhodné vlastnosti harmonickych funkci vyjadiené
Gaussovou vétou o aritmetickém praméru (viz véta 2). Vznikd otdzka, do jaké miry
je tato vlastnost charakteristickd pro harmonické funkce a v jakém smyslu plati
,,obrdceni Gaussovy véty. PfestoZe prvni vysledky z této problematiky byly znamy
jiZz na po&dtku tohoto stoleti, v poslednich letech se objevila fada praci, které poddvaji
zcela nové vysledky v tomto sméru. Pokusime se pfedloZit prehled této problematiky
a uvedeme hlavni vysledky (v&tSinou bez diikazi), kterych bylo dosaZeno.

Abychom mohli vysledky piesné formulovat, zavedeme nejprve oznaceni, kterého
budeme uzivat, a pfipomeneme duleZité definice.

Pro pfirozené Cislo m znamend E,, m-rozmérny euklidovsky prostor a pro mno-
Zinu M < E,, oznadime M, 6M a int M uzdvér, hranici a vnitfek mnoZiny M. Je-li
x€E, a M < E,, d(x, M) znadi vzddlenost bodu x od mnoZiny M. Pro y€E,
ar > 0oznadime 2(y) = {z; |z — y| < r} (koule) a I'(y) = 0Q,(y). Povrch jednot-
kové koule ozna¢ime o, jeji objem «,,. Poznamenejme, Ze o,, = ma,, a povrch koule
Q2,(») je roven g, '; ddle plati p,(2/(y)) = a,r", kde u, je m-rozmérnd Lebes-
gueova mira v E,,. Je-li funkce u lebesgueovsky integrovatelnd na kouli Q = Q/(y),
poloZime

1
A(u;y’r)=a_r—"'_[udﬂm'
m Q2
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Podobn& pro funkci u integrovatelnou vzhledem k plo$né mife ¢ na 0Q oznacime

L(u;y,r)= o :n—l_f u do.
m o2

(O elementdrnim zavedeni plo¥ného integrdlu pfes hranici koule se &tendf muZe
poutit v [45].) Cislo A(u; y, r) (resp. L(u; y, r)) budeme nazyvat objemovym (resp.
sférickym) priimé&rem funkce u pres kouli Q,(y) (resp. ptes sféru I'(y)). Pro m = 1
je oviem L(u; y, r) aritmetickym priimé&rem &isel u(y + r) a u(y — r).

Zopakujeme si jesté¢ definici a zdkladni vlastnosti harmonickych funkci. Nechf
G < E,, je oteviend mnoZina a necht u je funkce na G. Rikdme, Ze funkce u je harmo-
nickd na G, je-li tam spojitd a pro kazdé x € G plati

(1) pu() = 3 2B o

S~ 2
ji=1 axl

(Kromé spojitosti Zdddme tedy jen, aby napsané derivace existovaly a platila Lapla-
ceova rovnice (1).) Pro m = 1 znamend oviem (1) rovnici u” = 0, takZze v G < E,
jsou harmonické prdv€ viechny funkce, které jsou linedrni na kazdém intervalu
obsaZzeném v G.

O harmonickych funkcich a o riiznych vlastnostech primérii se Ctendi muiZe
poutit napf. v [45], [53], [35], [9], [43]; pro na3e ulely postadi pripomenout
ndsledujici vétu o vyjddieni harmonické funkce Poissonovym integrdlem.

Véta 1. Necht funkce u je harmonickd funkce na oteviené mnoZiné obsahujici
uzdvér koule Q@ = Q,(y) a nechf x € Q. Potom

) u(x) = ij‘mu—%ﬁ u(z) do(z) .

G, |z — x|

Poissonitv integrdl vyjadfuje tedy hodnotu harmonické funkce v kaZzdém bodé&
koule Q pomoci zndmych hodnot na 9Q. Diikkaz véty lze nalézt napf. v [45], [35].
PoloZime-li specidln€ x = y, dostdvame ndsledujici vétu.

Véta 2. Necht funkce u je harmonickd v otevFené mnoZiné G < E,,. Potom pro
kazdou kouli Q@ = Q/(x), pro ni¥ Q = G, plati

(3) u(x) = L(u; x, r).

Jinak fe€eno, hodnota harmonické funkce ve stiedu koule jé rovna priiméru hodnot
na hranici. Véta 2 se v literatufe uvddi Casto jako Gaussova véta o aritmetickém
priméru harmonickych funkci. Citujme zde obecné&j§i vétu, kterou C. F. GAuss
uvddi ve své prdci z r. 1840 (viz [30], str. 222):
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Lehrsatz. Bedeutet V das Potential einer wie immer vertheilten Masse in dem
Elemente einer mit dem Halbmesser R beschriebenen Kugelfiiche ds, so wird,
durch die ganze Kugelfliche integrirt,

f Vds = 4n(RM° + RRV®)

wenn man mit M° die ganze im Innern der Kugel befindliche Masse, mit V° das
Potential der ausserhalb befindlichen Masse in Mittelpunkt der Kugel bezeichnet,
und dabei die Massen, die etwa auf der Oberfliche der Kugel stetig vertheilt sein
mdgen, nach Belieben den dussern oder innern Massen zuordnet.

Pro pfipad, Ze uvnitf uvaZované koule neni Zédnd hmota, dostdvdme (pro E;)
rovnost (3). PiestoZe véta 2 byvd spojovdna s Gaussovym jménem, byla zndma
dfive. Objevuje se v praci S. EARNSHAWA (Cambr. Trans. 7, str. 97) v roce 1839
(viz [19], str. 480).

Z (3) ihned dostaneme (integraci) ndsledujici verzi véty 2 pro objemové priméry.

Véta 3. Za pfedpokladu z véty 2 plati

4) u(x) = A(u; x, 7).

Poznamenejme, Ze néktefi autofi poZaduji v definici harmonické funkce, aby u
meéla spojité parcidlni derivace 2. fddu. Potom lze vétu 2 dokdzat bez uZiti Poissonova
integrdlu na zdklad& véty o vyjddieni hladké funkce pomoci tfi potencidli (srv. [35]).

Pozoruhodnad vlastnost harmonickych funkci vyjddfend ve vétdch 2, 3 nds pfivddi
k ndsledujici otdzce: Jak vypadaji viechny funkce, které maji vlastnost priiméru (3)
nebo (4)?

Zamysleme se nejprve nad touto otdzkou pro pfipad E,. Snadno je vidét, Ze kazdd
funkce f definovand v Ey, pro niZ f(0) = 0, md vlastnost sférického primé&ru, pravé
kdyZ spliiuje Cauchyovu funkciondlni rovnici

(5) f(x+y)=f(x)+f(y)’ xsyEE1~

Nelze odekdvat, e kazdd funkce spliujici (5) bude harmonickd (tj. linedrni), nebot
vime, Ze existuji nespojitd (dokonce neméfitelnd) feSeni rovnice (5) (viz [40]). Na
druhé stran& vSak kazdé spojité feSeni (5) je jiZ linedrni funkce. Specidln& tedy
spojité funkce, majici vlastnost priiméru, jsou linedrni. Jak vypadd tato situace
v prostorech vy$§i dimenze? Je zajimavé, Ze vlastnost priméru vymezuje mezi
spojitymi funkcemi prdvé funkce harmonické.

Véta 4. Necht' G je oteviend podmnoZina v E,, a u je spojitd funkce na G. Potom
ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) u je harmonickd v G;
(i) pro kazdé te G a kazdér, 0 < r < d(t, dG), plati

u(t) = L(u; t, r) ;
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(iii) pro kaZdé te G a kaXdér, 0 < r < d(t, 8G), plati
u(t) = A(u; t,r) 5

(iv) pro kazdé te G a kaZdé r > 0, 0 < r < d(t, 0G), plati

-

Llust,r) = A(u; t, r).

Je uZitené si uv€domit, Ze pro pfipad souvislé mnoZiny G a funkce u s vlastnosti (ii)
(resp. (iii)) plati ndsledujici ostry princip maxima a minima: JestliZe u nabyvd bud
maxima nebo minima v n€kterém bodé€ z G, potom je konstantni. Je-li totiz M napf.
mnoZina viech bodii z G, v nichZ u nabyvéd svého maxima, je M uzaviend v G (u je
spojitd) a z (ii) (resp. (iii)) plyne, Ze M je oteviend. Je tedy bud M = @ nebo M = G,

P¥i ditkazu implikace (ii) = (i) (resp. (iii) = (i)) lze postupovat nyni takto: Zvo-
lime libovoln& y € G a R > 0 tak, aby Qg(y) = G. Stadi ové&fit, Ze u je harmonickd
na Q = Qg(y). K tomu tgelu polozme

2 2
o) = - [ == ) aor), xea,
omR Joo |z — x|
a uvazujme funkci w, kterd je rovna 0 na 0Q a u — v na Q. Vyse uvedeny princip
maxima a minima ddvd w = 0 v Q, tedy u je harmonickd v Q (dodejme je3ts, Ze w
je spojitd na @ — to plyne z vlastnosti Poissonova integrdlu).

Viimnéme si, Ze véta 5 ddvd ekvivalentni definici harmonickych funkci, v nizZ se
nevyskytuji Zddné podminky na diferencidlni vlastnosti. O implikacich (ii) = (i),
(iii) = (i) se Casto mluvi jako o obrdceni véty o priméru pro harmonické funkce.

Patrné prvni obrdceni véty o priméru se objevuje v r. 1906 v prdci P. KOEBEA
[46], jehoZ v&tu ocitujeme:

Satz. Ist u eine in der Ebene oder im Raume erklirte stetige reele Funktion,
welche inbezug auf jede ganz im Innern des Definitionsbereiches liegende Kreis-
fliche bzw. Kugel die erwdhnte Gaufische Mittelwerteigenschaft besitzt, so ist u
eine Potentialfunktion. )

Nezdvisle podobnou vétu dokdzal r. 1909 E. LEvi [49] (mimochodem bratr znd-
mého italského matematika Beppo Leviho) za obecnéjsich pfedpokladii, neZ spoji-
tosti funkce u; dal§i oslabeni pochdzi od L. TONELLIHO [66]; viz také H. LEBESGUE
[48] 1912. Diikaz implikace (iv) = (i) z v8ty 4 Ize nalézt v [5]. Riizné diikazy obrd-
ceni véty o priméru se vyskytuji napf. v [9], [13], [44]. Poznamenejme, Ze v&tu 4
lze v rliznych smérech jesté zlepSit. Dd se Fici, Ze ve vét§iné€ dal§iho textu chceme
ukdzat, v jakém smyslu je to mozné.

Zagnéme ndkolika drobnostmi. Misto podminky (ii) lze uvaZovat podminku

(srv. [61], [50])
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(ii") pro kaZdé s e G existuje posloupnost {r,} kladnych Cisel takovd, Ze lim r, = 0
a pro vsechna n plati
u(s) = L(u; s, 1)
nebo podminkou
(ii") existuje hustd podmnofina H = G (tj. H = G) tak, Ze pro ka*dé se H
a kazdér, 0 < r < d(s, dG), plati

u(s) = L(u; s, r).

Predpoklad spojitosti z véty 4 lze také oslabit. Pro platnost (iii) = (i) stadi, aby u
byla lebesgueovsky integrovatelnd na kazdé uzaviené kouli obsaZené v G (stv. [9],
[66]).

V souvislosti s vétou 4 mitZeme formulovat dva riizné problémy. (Pro jednoduchost
piedpoklddejme, Ze u je spojitd na oteviené mnoZzin& G < E,.)

Problém 1. Nechf S = G a nechf pro ka%dé s€ S a kaZdé r, 0 < r < d(s, G),
plati u(s) = L(u; s, r). Jak ,,velkd* musi byt mnoZina S, abychom mohli usoudit,
%e u harmonicka?

Problém 2. Pro ,,kolik* poloméri r musime v kaZdém bodé se€ G poZadovat
platnost rovnosti u(s) = L(u; s, r), aby u byla harmonickd?

V souvislosti s problémem 1 jsme uvedli, Ze hustd podmnoZina je dostate€né
,»velkd“. Daleko hezgi vétu vSak dokdzal pro ptipad G = E,, L. FLATTO [25] 1965.

Véta 5. Nechf u je spojitd funkce v E, a necht S c E,. Predpoklddejme, Ze
int S = 0 (tj. S neni ridkd). Jestlize pro kazdé s € S a kazdé r > 0 plati

“u(s) = L(u; s, 1),

potom je u harmonickd v E,,.

Vratime se k problému 2 a budeme poné€kud piesné€jsi. V roce 1956 formuloval
J. MARiK [52] ndsledujici ulohu:

+ Uloha. Rozhodnéte, zda plati tato véta: Bud f spojitd funkce na mno%iné G,
kterd je oteviend v E,. Necht ke kaZdému s e G existuje r > 0 tak, e Q(s) = G
a f(s) = A(f; s, r). Potom je funkce f harmonickd na mnoZiné G.

V [54] 1969 je sestrojen pfiklad, ktery ukazuje, Ze uvedend véta neplati. V tomto
piikladé je G = E,, a prohlédneme-li si konstrukci, vidime, Ze pro n&kterd s je tieba
zvolit pfislusné r ,,hodné“ malé a pro jind naopak ,,hodné*“ velké. Nic se oviem
nezachrdni, ani kdyZ budeme poZadovat, aby pfislusny polomér byl pro vSechny
body stejny. Tuto situaci ilustruje ndsledujici ptiklad v E;. Necht y = a + i, je
(nenulovy) kofen rovnice

sin yrg

Yro

=1
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(kde ry > 0 je pfedem zadany ,,polomér**). Potom pro funkci
q(t) = e cos at
(kterd neni linedrni!) plati

. 1 +

q(n) = 3 oq(é) d¢, nek,.

0Jn-ro

Polozime-li napf. u(x) = u(xy, ..., X») = q(x,), spotteme, Ze plati u(x) = L(u; x, ro)
pro viechna x € E,, (viz [13], str. 280). Vidime, Ze informace o sférickém & objemo-
vém praméru (spojité funkce v E,,) pro jeden polomér v kaZdém bodé& nesta&i k tomu,
abychom mohli tvrdit, Ze u je harmonickd. Nic se dokonce nezméni, poZadujeme-li,
aby mnoZina G byla omezend a u spojitd omezend na G. Lze napfiklad sestrojit
funkci f (viz [13], str. 281), kterd je omezend a spojitd na intervalu (a, b) < E,,
nelinedrni, a ptitom pro kaZdé x € (a, b) existuje r tak,Z2ea <x —r<x +r<ba

fx)=3f(x+7r)+ f(x —71).

Pro zminénou funkci neexistuji lim f(x), limf(x) a pozd&ji uvidime, Ze to neni
x—=>b—

x—a+t
ndhoda.

K problematice vét ,,s jednim polom&rem* se jeSt€ vrdtime. Zatim si budeme pa-
matovat, Ze bez dodate¢nych pfedpokladi je jeden polomér nedostalujici. Je ptekva-
pivé, Ze dva poloméry jiz poskytuji dostateénou informaci. Pfesngji to vyjadfuje
tato pozoruhodnd véta.

Véta 6. Pro ka%dé m 2 2 pFirozené existuje koneénd mnoZina K(m) tak, %e plati
ndsledujici torzeni: Necht u je spojitd funkce v E,,, a, b riiznd kladnd redlnd ¢isla.
JestliZe pro kaZdé x € E,, plati

u(x) = L(u; x, a) = L(u; x, b)

a a[b ¢ K(m), potom u je harmonickd v E,,.

Tuto v&tu dokdzal J. DELSARTE [15], (1958) (srv. [16], [17]), jiny dikaz podal
L. FLAatTO [25]. Oba diikazy jsou velmi netrividlni a uZivaji ndroéného apardtu.
Delsarte popisuje K(m) (zdtirazn&€me, Ze K(m) nezdvisi na funkci u!) jako mnoZinu
ko¥end jisté specidlni funkce a tvedi, Ze K(3) = 0, tedy v E; plati v&ta bez vyjimek.
Problém, zda pro ostatni m je K(m) = 0, se zdd byt zatim nefeSeny.

Pti vySetfovdni vét uvedeného typu se setkdvdme s parcidlni diferencidlni rovnici -
hyperbolického typu (Darbouxova rovnice), kterd izce souvisi se sférickymi praméry.
Zminénd souvislost je popsdna v ndsledujici v&tg, jejiz diikkaz je uveden napfiiklad
v [13], str. 639.
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Véta 7. Necht funkce u md spojité parcidlni derivace druhého Fddu v Ep m = 2.
Pro (x,r)eE, x (0, ©) polofme v(x,r) = L(u;x,r). Potom pro (x,r)€E, x
x (0, o) plati

m A2 2 —
_Zav(x;r)+6v(x2,r)+m lav(x,r)=0.
=1 0xj dr r or

Véty delsartovského typu jsou vySetfovdny v &ldnku L. ZALcMANA [71] 1972.
Zformulujeme je (stejn& jako v uvedeném &ldnku) pro ptipad E,. Autor uvddi, Ze
véty plati také pro prostory vyssi dimenze. V ndsledujici v&t& je S, (resp. S 1) mnoZina
viech pomérii z;/z,, kde z;, z, + 0 jsou komplexni &isla takovd, Ze Jo(z;) = Jo(z,) =
= 1 (resp. Jy(z;)/z; = J1(z)[z« = }). Pitom J,, J; jsou Besselovy funkce. Diilezité
je, Ze ,,vyjime¢né mnoZiny S,, S; jsou spocetné.

Véta 8. Nechf funkce u je lebesgueovsky integrovatelnd na kaZdé kompaktni
podmnoZiné roviny E,, a, b necht jsou kladnd riznd Cisla.
Jestlize pro skoro vSechna x € E, (vzhledem k p,) plati

u(x) = L(u; x, a) = L(u; x, b)
(resp.
u(x) = A(u; x, a) = A(u; x, b))

a afb¢S, (resp. S;), potom existuje funkce ii harmonickd v E, tak, Ze i = u
U,-skoro viude v E,.

Pozdéji uvidime, Ze podobnd véta plati také pro holomorfni funkce. Nyni se viak
vratime zpét k vétdm ,,s jednim polomé&rem*‘. Abychom si udélali pfedstavu, jaké
véty plati, bude vhodné zavést ndsledujici definice. V dal§im bude stdle G neprdzdnd
oblast v E,,. Funkci 6 definovanou na G nazveme G-pfipustnou, kdyZ pro kazdé x € G
je 0 < 8(x) < d(x, 9G). Lebesgueovsky méfitelnd funkce u na G se nazyvd J-harmo-
nickd, jestlize pro kazdé x € G je

u(x) = A(u; x, 6(x))
(ptedpokldddme tedy, Ze u je integrovatelnd na kazdé kouli Q,)(x)). Z véty 3 plyne,
Ze kazdd harmonickd nezdpornd funkce na G je dé-harmonickd pro libovolnou
G-ptipustnou funkci 8. (Kazdd harmonickd funkce je d-harmonickd pro kaZdou
funkci & spliujici 0 < §(x) < d(x, 0G).) Nyni miZeme formulovat ndsledujici
problém:

Problém. Za jakych pFedpokladii na G, 6 a u plati, e 6-harmonickd funkce u je
harmonickd?

Ptdme se tedy, za jakych pfedpokladi plati obrdceni Gaussovy véty ,,s jednim
polomérem**.

JiZ vime, Ze pfedpoklady G = E,,, u spojitd, nesta¢i. Také dokonce nestaci G = E,,
u nekonetn& diferencovatelnd a § konstantni (p¥iklad na str. 396). V daliim uvedeme
fadu riznych postadujicich podminek k tomu, aby d-harmonickd funkce byla har-
monicka.
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Za&neme ndsledujicim tvrzenim, které dokdzal F. HUCKEMANN [38] 1954 (viz téZ
str. 22 v [51]).

Véta 9. Necht

a) G =(-1,1);
b) & je libovolnd G-pFipustnd funkce;
C) u je spojitd 5-harmonickd funkce takovd, Ze existuji

x 0
lim I u(r) dt, lim J‘ u(t) dt
x=1- Jo x=>=1+ Jx

(event. nevlastni).
Potom je funkce u linedrni.

Drive, nez zformulujeme dal$i vétu, pfipomefime ndsledujici definici. Oblast
G c E,, se nazyvd reguldrni, jestlize pro kazdou spojitou funkci h na 0G existuje
feSeni Dirichletovy tlohy pfislusné okrajové podmince h a mnoZzin& G (tj. funkci h
1ze spojit& rozsifit na G, pfiGemZ toto roziifeni je harmonické na G).

Véta 10. Necht

a) G c E,, je omezend reguldrni oblast;
b) & je libovolnd G-pFipustnd funkce;
C) u je stejnomérné spojitd 6-harmonickd funkce na G.

Potom je u harmonickd funkce na G.

Poznamenejme, Ze poZadavek stejnomérné spojitosti je ekvivalentni podmince, Ze
existuje spojité rozsifeni @ funkce u na G. Nazname si mySlenku dikazu této véty.
Necht v je feSeni Dirichletovy ulohy pfislusné okrajové podmince # a uvaZujme
funkci w = v — 4. Funkce w je spojitd na G, anuluje se na hranici a

w(x) = A(w; x, 5(x)), x€G.

Necht F je mnoZina viech y € G, pro n& w(y) = max w(G). Kdyby F < G, zvolili
bychom v mnoZin& F bod x,, ktery md nejbliZsi vzddlenost k 0G (F je uzaviend!).
Potom by ale bylo w(xe) > A(w; Xo, 6(x,)), coZ neni moZné. Tedy F n dG + 0
a tedy w < 0. Zbytek diikazu je snadny. (Srv. s ivahou za v&tou 4.)

Prvni tvrzeni typu vét s ,,jednim‘ polomérem se patrn& vyskytuje u V. VOLTERRY
[69] 1909. Véta podobnd vt 10 (se sférickymi priméry) je dokdzdna v [13], str. 279,
obecngjsi pfipad vysetfuje O. D. KELLOG [42] 1934.

Ptedpoklady, kladené ve v&t& 10 na G a u jsou velmi silné (a také ditkaz byl snadny).
Prvni hlub8i tvrzeni o J-harmonickych funkcich -dokdzali metodami ergodické
teorie M. A. AckoGLU a R. W. SHARPE v [1] 1968, kteti navdzali na FELLEROV

vysledek z [23]. ’
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Véta 11. Nechr

a) G je otevieny jednotkovy kruh v E,;
b) 8(x) = 1 — \/(x} + x3) pro kazdé x = (xy, x,) € G;

¢) u je omezend 6-harmonickd funkce v G.

Potom funkce u je harmonickd v G.
(Praméry se tedy pogitaji pfes maximdni kruh obsaZeny v G.)

V nésledujicich vétach se vyskytuje pfedpoklad, Ze 0G je ttidy C, (resp. lipschit-
zovskd). Velmi zhruba fedeno to znamend, Ze lokdIn& se dd 0G (pfi vhodné volbg
soufadnic) popsat grafem funkce (m — 1) promé&nnych, kterd md spojité parcidlni
derivace prvniho fddu (resp. je lipschitzovskd).

Dalsi véta ndlezi J. R. BAXTEROVI [4] 1972. Diikaz je naro&ny a navazuje na metody
uzité v [1].

Véta 12. Necht
a) G je omezend oblast s hranici tfidy Cy;

b) @ > 0 a é je G-pfipustnd méfitelnd funkce, pro niz
3(x) = ad(x, 9G) ;
C) u je omezend 6-harmonickd funkce.

Potom u je harmonickd v G.

Posledni tfi v&ty o d-harmonickych funkcich jsou dokdzany pravdépodobnostnimi
metodami. Poznamenejme, Ze neni nikterak prekvapivé, Ze v souvislosti s harmo-
nickymi funkcemi se dostdivime do oblasti teorie pravdépodobnosti. V soucasné
dobé jsou dosti detailné zndmy hluboké souvislosti teorie potencidlu a teorie pravdé-
podobnosti. Zdjemce, ktery by se cht&l sezndmit s t&€mito souvislostmi, odkazujeme
pro prvni informaci napf. na ¢ldnek [12], kde je uvedena pfisluind motivace.

Véta, kterd ndsleduje, pochdzi od W. A. VEECHE [67] 1973 a zobeciiuje Baxteriv
vysledek.

Véta 13. Necht

a) G je omezend oblast v E,, s lipschitzovskou hranici;
b) 6 je G-pFipustnd funkce takovd, fe infd(K)> 0 pro kaZdou kompaktni
podmnoZinu K < G;
¢) u je 5-harmonickd funkce, pro ni# existuje harmonickd funkce v na G tak,
Ze |u| < v.
Potom je funkce u harmonickd na G.
Dalsi tvrzeni je zajimavé tim, Ze se nepfedpoklddd nic o mnoZin€ G. Véta byla
dokdzdna D. HEATHEM, S. OREYEM (viz [11] 1972) a také zobeciiuje v&tu Baxtera.

399



Viéta 14. Necht

a) G je libovolnd oblast v E,;

b) Existuje funkce g kladnd na G a ¢éisla M 2 1, & > 0 tak, %e |g(x) — g(y)| £
< M|x — y| pro kaZdé x, y € G, funkce & je méfitelnd na G a

eg(x) £ 6(x) < g(x) < d(x, 0G), xeG;

C) u je omezend 6-harmonickd funkce na G.
Potom je funkce u harmonickd na G.

S vyjimkou véty 13 jsme se setkali s pfedpokladem omezenosti funkce u. W. A.
Veechovi [68] 1974 se podafilo dokdzat tuto vé&tu pro libovolné nezéporné funkce:

Véta 15. Necht

a) G je omezend oblast s lipschitzovskou hranici;
b) existuje a > 0 a funkce r na G tak, 2¢ 0 < r(x) < d(x,9G) na G a

ar(x) £6(x) = (1 — a)r(x)

Ir(x) = @) = Ix =3l x yeG;

C) u je konecnd nezdpornd 5-harmonickd funkce na G.

Potom u je harmonickd na G.

Piedpoklad, Ze 0G je lipschitzovskd, se vyskytuje v souvislosti s metodou, kterou
W. A. Veech uziva. Metoda se opird o vlastnosti Martinovy hranice, o niZ za obecnéj-
Sich pfedpokladi nejsou zndmy potfebné informace. Neni bez zajimavosti, Ze pfi
dikazu vét 13 a 15 se Ize omezit na borelovské funkce u a 6. Ukazuje to ndsledujici
véta z [67].

V&ta 16. Nechf u je nezdpornd 6-harmonickd funkce v mnoziné G (9 je libovolnd
G-pFipustnd funkce). Potom existuji borelovské funkce u, a 8, tak, Ze uy 2 0,
Uy = u skoro viude v G, 6 < d, a funkce u, je dp-harmonickd.

Uvedme zde jest& zminku o vysledcich S. ALINHACE [3] 1972, ktery metodami kla-
sické analyzy obdrZel vysledky podobného druhu, jako ve vétdch 12—15. Vychozim
bodem jeho tuvah je jisté zobecn&ni Darbouxovy rovnice. Pfedpoklddd hladkost
hranice, lipschitzovskost § a uvaZuje u z jistych Sobolevovych prostori. Ve skuteé-
nosti v8ak pracuje s obecné&j§imi priméry neZ objemovymi.

PfestozZe je zndma fada vysledkii o d-harmonickych funkcich, stdle zistdvd otevie-
na (viz [68])
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Veechova domnénka. Necht

a) G je omezend oblast;
b) 6 je G-pFipustnd funkce, pro niZ inf 6(K) > O pro kaZdou kompaktni &dst
K < G;

¢) u je konecnd nezdpornd 5-harmonickd funkce.

Potom je u harmonické na G.

Uvedme je$té vétu zcela jiného typu, kterd ukazuje, jak pomoci priméri lze
charakterizovat harmonické funkce.

'

Véta 17. Necht' u je spojitd funkce v oteviFené mnoZiné G < E,,. Potom u je harmo-
nickd tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kaZdé x € G plati

(6) Ru(x) =0,
kde

Ku(x) = fim 2m 5% 7) — 4(x)

r—0+ r

Diikaz této véty lze nalézt naptiklad v [9]. Tato v&ta byvd spojovdna se jménem
W. BLASCHKE [ 6] 1916. Je zajimavé, Ze jiZ v r. 1914 byla dokdzdna M. PLANCHERELEM
[56]. Plyne viak z ndsledujici véty, kterou S. ZAREMBA publikoval v [73] 1905
(stv. s pozndmkou v [37]).

Véta 18. Necht G je oteviend podmnofina E,,. Necht & je linedrni prostor spoji-
tpch funkci takovy, 2e C*G) = £. Bud ® linedrni operdtor, ktery kaxdé funkci
u € & prifazuje konecnou funkci ®u na G tak, Ze plati:

1) Je-li ue C*G), potom
Pu(x) = Au(x), xeG;

2) JestlifZe ue & nabyvd svého maxima (resp. minima) v bodé x4, € G, potom
@ u(xo) < 0 (resp. D u(x,) = 0).

JestliZeve & a &v = 0 na G, potom je funkce v harmonickd na G.

Poznamenejme, Ze operdtor A, zavedeny ve vété 17, splituje predpoklady véty 18
(srv. [9]); & je oviem mnoZina vSech spojitych funkei, pro n&Z existuje limita v (6).
Véta 17 je tedy dusledkem véty 18. Jako jiny piiklad operdtoru @ uvedme (viz [9])

2(m + 2) (A(u; x, r) — u(x))

@,u(x) = lim ;

r-»0+ r

(prostor # se definuje podobng, jako nahote). Poznamenejme, Ze operdtory A &,
se studuji v souvislosti se subharmonickymi funkcemi (viz napk. [59], [60]).

Na okamzik nyni opustime harmonické funkce a v§imneme si krédtce vét podobné-
ho typu pro funkce holomorfni v komplexni rovin& E. Mezi harmonickymi funkcemi
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v oteviené mnoZin€ G < E, a holomorfnimi funkcemi v G je velmi tésnd souvislost.
Predevsim redlnd a imagindrni ¢dst funkce holomorfni v G jsou harmonické funkce
v G (plyne z Cauchyovych-Riemannovych podminek). Je-li viak ddna harmonickd
funkce u v G, neni vZdy mozZno nalézt harmonickou funkci v v G tak, aby u + iv
byla holomorfni (sta&i volit

G=E,—{[0,0]}, u(x)=u(xs,x,)=log/(x} + x3).

Na druhé stran& je to mozZné, kdyz G je kruh (viz [45]) (nebo jednoduse souvisld
oblast). Lze tedy Fici, Ze kaZdd harmonickd funkce je lokdln& redlnou &dsti jisté
holomorfni funkce. Snadno lze nahlédnout, Ze pfislu§nd funkce v (konjugovand
funkce) je urlena jednozna&n& aZ na konstantu.

Jednou ze zdkladnich v&t analyzy v komplexnim oboru je Cauchyova véta (viz

napk. [14]).

Véta 19. Necht funkce f je holomorfni v otevFené mnoZiné G <= E a nechf ¢ je
Jordanova krivka konecné délky v G, jejiZ vnitfek leZi v G. Potom

dez =0.

Misto abychom formulovali Morrerovu v&tu (viz napf. [61], [34]), kterd je v jistém
smyslu obrdcenim Cauchyovy véty, uvedme ndsledujici zobecnéni Morrerovy véty

(viz [71]).

Véta 20. Necht'{r,,} je klesajici posloupnost kladnych cisel s limitou nula a necht
I'(z) (z€ E) je kruZnice o stfedu z a poloméru r,. Pfedpoklddejme, Ze G < E je
oblast a f je komplexni funkce definovand na G a lebesgueovsky integrovatelnd
na kaidé kompaktni podmnoZiné G. Necht pro skoro vSechna z € G plati

f(Q)dt =0

I'n(z)
pro kazdé n, pro né r, < d(z, 0G).

Potom existuje funkce f holomorfni v G tak, Ze f = f skoro vsude v G.

Nyni si oviem miiZeme poloZit analogické otdzky, jako v pfipadé harmonickych
funkci. Ndsledujici véta (v niZ K, je mnoZina viech podild z/w, kde z, w jsou kladné
kofeny Besselovy funkce J,) pfipomind ,,delsartovské“ véty 6, 8 pro harmonické
funkce. V&tu dokdzal L. Zalcman [71] 1972.

Véta 21. Necht komplexni funkce f je lebesgueovsky integrovatelnd na kazZdé
kompaktni podmnoZiné E. Pfedpoklddejme, %e ry, r, jsou riznd redlnd kladnd
Cisla takovd, Ze rovnost

©) ‘ J . f(O)di =0
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plati pro j = 1,2 a skoro vSechna z € E. Jestlife r[r, ¢ K,, potom existuje funkce f
holomorfni v E tak, %e f = f skoro viude v E.

Na prvni pohled by se zddlo, Ze vyjimeénd mnoZina K, se ve vété objevila jen
z duvodu uZité metody dikazu. Véta je hezkd tim, Ze tomu tak neni. PiSme z =
= ¢ + in a zvolme libovolné a > 0. Potom zvolme disla ry, 7,, ... tak, aby r,a byly
viechny kladné kofeny funkce J;. Konetné definujme v E funkci

9(z) = exp (ian) .

Lze dokdzat [71], Ze pro kazdé j a kaZdé z € E plati

j' g(0)dL = 0.
I,

Funkce g pfitom neni zifejmé holomorfni. Odtud je ihned vidét, Ze vyjimecnou
mnozinu K; nejen nelze vyloucit, ale ani zmenS§it. Zdrovei je vidét, Ze vétu 21 nelze
vylepsit v tom smyslu, Ze bychom poZadovali pro kazdé z € E nulovy integrdl pouze
pro jednu kruZnici (pfedem zvoleného polom&ru). (Stagi vhodn& zvolit «.) Pozna-
menejme je$té, Ze kdybychom ve vété 21 pfedpoklddali f spojitou, stadilo by poza-
dovat (7) pro z z husté podmnoZiny E.

V analogii mezi harmonickymi funkcemi a holomorfnimi funkcemi musime v3ak

byt opatrni. JiZ jsme poznamenali, Ze spojitd funkce f na kruhu Q,(0) bude harmonic-
kd na Q,(0), jestlize pro kazdé z € Q,(0) existuje 5(z) € (0, 1 — |z|) tak, Ze

f(2) = L(f; 2, 4(2)) -

Jestlize viak f je spojitd komplexni funkce na Q,(0) takovd, Ze pro kazdé z € Q,(0)
existuje &(z) tak, Ze 0 < &(z) < 1 — |z] a

®) j f@)dt =0,
Ie(z)(2)

nemusi je§t& byt takové funkce holomorfni v ©(0). Staci volit libovolnou spojitou
funkci, ktera neni identicky rovna nule a md nosi¢ v Qy,4(0). Reeni ndsledujiciho
problému neni zndmo [71]:

Problém. Rozhodnéte, zda plati tato véta: Necht f je spojitd komplexni funkce
na Q,(0). Bud ¢: z > &(z) spojitd redlnd funkce na Q4(0) takovd, e 0 < &(z) <
<1 — |z| pro vSechna z e Q,(0). Je-li splnéna rovnost (8) pro kaZdé z e Q,(0),
potom je funkce f holomorfni v 2,(0).

Po této malé odbocce do komplexniho oboru se vratme opét k harmonickym
funkcim v E,,. Z véty 3 se snadno odvodi ndsledujici tvrzeni.
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Véta 22. Pro kaXdou funkci u harmonickou a integrovatelnou na kouli Q =
= Q,(x,) < E,, plati

1
u(xo) = ———I u(x) dpn(x) .
MM(Q) 2
V souvislosti s touto vétou definujme ndsledujici pojem. Necht G < E,, je oteviend

neprdzdnd podmnoZina kone¢né miry a necht x, € G. Bod x, nazveme harmonickym
stfedem G, jestliZe pro kaZzdou funkci 4 harmonickou a integrovatelnou na G plati

1
#n(G)
Vidéli jsme, Ze stfed koule je jejim harmonickym stfedem. MiiZeme se ptdt, jak vy-

padaji mnozZiny, pro né&Z existuje harmonicky stfed. Mohou to byt je§té jind télesa
nez koule?

u(x,) =

j ) )

Tato otdzka byla zkoumdna W. BRODELEM [10] 1939 pro konvexni mnoZiny v E,
(viz citaci [26]; prdce [10] mi byla nedostupnd) a A. FRIEDMANEM a W. LITTMANEM
v [26] 1962. Vysledky této prdce jsou pon&kud komplikované a nebudeme je zde
uvadét. Poznamenejme, Ze autofi vyZaduji jistou hladkost hranice a uvaZuji problém
trochu sloZitéj§i. Kromé& objemovych priméra vysettuji pfipad povrchovych priméri
a nakonec zkoumaji podobné problémy pro rovnici pro vedeni tepla a vlnovou rovnici.
Nyni uvedeme vysledky &tyf praci (v Zddné z nich neni zminka o [10] a [26]), které
se tykaji problematiky harmonického stiedu.

Zajimavé tvrzeni dokdzal metodami komplexni promé&nné (reprodukéni jddra,
konformni zobrazeni) B. EpSTEIN [20] 1962 (srv. s obecn&jsi formulaci v [7] 1965).

Véta 23. Necht G + 0 je jednoduse souvisld oblast konecné miry v E,. PFedpokld-
dejme, Ze xo € G je harmonicky stfed G. Potom G je kruh o stfedu x,.

I kdyZ chronologicky ndsleduje prdce [21], v§imnéme si vysledkd, které dokdzali
M. GoLpsTEIN a W. H. Ow [32] 1971. Tato prdce navazuje na [20] a v§im4 si jen
rovinného pfipadu. Ve vété 23 byla jednoduchd souvislost vynucena uZitou metodou
dikazu. V prdci [32] je viak ukdzdno, Ze pokud hranice G je nesouvisld a neni
pfili§ ,,roztrhand*, mnoZina G nemd harmonicky stfed. Dfive, neZ vétu zformulu-
jeme, pfipomefime, Ze vlastnim kontinuem v E, rozumime uzavienou souvislou
mnoZinu obsahujici vice neZ jeden bod.

Véta 24. Necht G < E, je oblast konecné miry a necht 0G md alespori dvé rizné
komponenty, které jsou vlastni kontinua. Potom neexistuje harmonicky stfed
mnoZiny G.

Poznamenejme, Ze autofi dokazuji ponékud vice, neZ je ve vété uvedeno a zobec-
fiuji Epsteintv vysledek (viz ndsledujici véta).
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Véta 25. Necht G + 0 je oblast konecné miry v E,. Necht 0G md alespori jednu
komponentu, kterd je vlastni kontinuum. Jestlife x, je harmonickym stfedem
mnoZiny G, potom je G kruh o stfedu x,.

Problém (v roving) tedy neni zatim touto v&tou fefen pro mnoZiny, jejichZ hranice,
ndzorn& fefeno, je velmi ,,roztrhand*. Metody uZité v [32] se opiraji o vlastnosti
reprodukénich jader a holomorfnich funkci na Riemannovych plochdch.

B. EPSTEIN a M. M. ScHIFFER [21] 1965 se v&novali otdzce harmonického stiedu
v prostorech vys3i dimenze.

Véta 26. Nech/ G + 0 je oblast konecné miry v E, (m = 2) a necht
int (E,, — G) + 0. Pfedpoklddejme, Ze x, je harmonicky stfed mnoZiny G. Potom G
je koule o stfedu x,.

Diikaz provdd&ji autofi pro m = 3 (neni feteno, jak se modifikuje diikaz pro
m = 2) a v dikaze uZivaji kulové inverze (proto predpoklad int (E,, — G) =+ 0).

Posledni véta, kterou uvedeme, zobeciiuje pfedchozi vysledky.

Véta 27. Necht G < E,, (m 2 2) je neprdzdnd oblast konecné miry. Necht x, je
harmonicky stfed mnoZiny G. Potom G je koule o stfedu x,.

Tato véta je elegantng dokdzdna U. KuUrANEM v [47] 1972. Naznaime si jeji
dikaz'). Nechf x; € E,, — G je bod, ktery md nejblizsi vzddlenost od bodu x,;
bud r = |x; — xo| a @ = Q,(x,). Stati dokdzat, Ze Q = G.

Postupujme sporem. JestliZe G — @ + @, potom 0 < y,(G — Q) < 0 a pro
kazdou funkci h harmonickou a integrovatelnou na G, pro niZ h(x,) = 0, musi
platit

©) f _ du, =0,

Q2

nebot

0=h(x0)=Jhdum=J hdum+J‘hdum=J‘ h du,, .
G G- 2 G-

Zvolime-li oviem h(x) = K(x) — K(x,), kde

2 2

X — Xol* — 1
K(x) = |——-—°| ,

m
% — x|
je h(x,) = 0 a h je harmonickd, integrovatelnd a kladnd na G — £, coZ je spor s (9).
(Zdrovei si v§imn&me, Ze jsme v diikaze nepotfebovali, Ze G je souvisld.)

Uvedenymi vétami vSak neni ani zdaleka problematika primérli vycerpdna.
Ruzné typy vét o priméru a jejich obrdceni jsou zndma pro obecnéjsi parcidlni dife-
rencidlni rovnice neZ rovnice Laplaceova a také pro riizné tfidy funkci (ne nutn&

1) Na zjednoduseni jedné ivahy v Kuranové diikaze mne upozornil V. SOUCEK.
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feSeni rovnic). Vy3ettuji se také jiné mnoZiny neZ koule a obecn&jsi miry neZ objemovd
mira na kouli a plo§nd mira na sféfe. Zdjemce o riiznd zobecnéni odkazujeme kromé
v textu uvedenych citaci na ndsledujici prdce (v nichZz lze nalézt dalii literaturu
z piibuzné tematiky): [2], [8], [18], [22], [24], [27], [28], [29], [31], [33], [36],
[39]. [41]. [55]. [57]. [58], [62], [63]. [64], [65], [70], [72], [74]-[80].%)

Je pozoruh’odné, Ze tyto problémy zasahuji do nejriizné&jSich oblasti matematiky
a jejich feleni vyZaduje rtiznorody apardt. Vedle teorie parcidlnich diferencidlnich
rovnic a distribuci se setkdvdme s metodami komplexni analyzy, ale také s algebraic-
kymi metodami, metodami teorie potencidlu, funkciondlnich rovnic, ndhodnych
procesti, ergodické teorie atd.
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