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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

ORTOGONALITA NA MNOZINACH

JAN HAVRDA, Praha

(Doslo dne 30. dubna 1974)

1. Tento ¢linek se zabyva studiem a pfirozenym zobecnénim ortogonality, jak je
znama napf. z teorie Hilbertova prostoru. Pfi analyze této problematiky se uZiva
jazyka teorie svazii a zejména ortomodularnich svazi. Clanek je rozdélen do dvou
dasti, z nichZ prvéd je pomocného charakteru, druhd je vénovana vlastnimu tématu.

2. Je zndmo mnoho ekvivalentnich definici ortomodularniho svazu. P¥ipometime
si ty z nich, na néZ se budeme v dal§im vykladu odvoldvat. Pfedeviim, je-li # =
= (P, 5,1, J_) svaz s ortogonalitou, nazyva se ortomoduldrni svaz, pravé kdyz ke
kazdym dvéma prvkim p,qe P, q < p, existuje prvek re P, r L q tak, Ze p =
= q v r. Pak napf. plati

2.1. Véta. Bud ? = (P, s,1, -i) svaz s ortogonalitou. Potom ndsledujici tvrzeni
Jjsou ekvivalentni.

1) 2 je ortomoduldrni svaz.

2) Jsou-li p,qe P, q < p, potom p = q v (q* A p).

3) Jsou-lip,qeP, g < p, ¢- A p =0, potom p = q.

4) Jsou-lip,q,reP, r < q, p £ q*, potom (r v p) A q =r.

Diikaz. Implikace 2) = 1) je zfejma. Diikaz implikace 3) = 2) je snadny. Dok4-
Yeme implikaci 1) = 3). Nechf ¢ < p, p=q v r, kde r L g &li r < g*. JestliZze
" Ap=0,pak0=parqgt=(@Vvr)arg-2(qanrq’)v(raqg)=r Odtud
p = q. Nyni dokaZeme implikaci 4) = 2). Je-li ¢ < p, plati p* < g%, q < q, takde
podle tvrzeni 4) mame (p* v q) A g* =pé&ilip=q Vv (a* A p). Nakonec doks-
Zeme jests implikaci 2) = 4). Necht r < g, p < ¢ Potom ¢* < r* a podle tvrzeni
2) mime rt =gt v (g art) &ili r=qn (¢t v r). Plati také (r v p) A q <
S(rvag)ag=r Na druhé stran& (r v p) A 4 Z (r A @) v (p A q) = r. Tedy
vskutku r = (r v p) A q.
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2.2. Disledek. Je-li # = (P, <, 1, .L) ortomoduldrni svaz, jestlife p, q, r,s, t € P,
r<qtsq,p=sq‘,s<qtajestlifervp=tvs,pakr=tap=s.

Z rovnosti (r v p) A g =(t v s) A q a z tvrzeni 4) véty 2.1 plyne r = t; analo-
gicky z rovnosti (r v p) A g* =(t v s) A g* plyne p =s.

Ptipometimes Ze je-li # = (P, <, 0) svaz s nulou 0, prvek p e P se nazyva atom
v P, pravé kdyZ p + OajestliZeqe P,q + 0, g < p, potom q = p. JestliZe ke kaZdé-
mu prvku g € P, g ¥ 0, existuje atom p v & takovy, Ze p < ¢, nazyva se & atomicky
svaz.

2.3. Véta. Bud ? = (P, <, 1, L) ortomoduldrni svaz,pe P,0 + p + 1;r,,r, € P
budte atomy v 2 takové,%er, < p,r, < p*.NechtqeP,q +0,q Ap=q A p* =
=0anechtq<ryvr,Potomr,vq=rVvr,=qVr,.

Dikaz rozdélime na nékolik &asti.

1) Dokézeme, Ze (g v ry)) Ari=(qvr)ap=(qvr)arya(r,vqa
Ary=(r; vg) Apt=(r, v q) A ri. ProtoZe r, < ri, podle tvrzeni 2) vty
21 plati ri=r,v(rgAry) &li ry,=r;A(ryvr) Nyni (gvr)ap2
2(@vr)ari=@vr)aralrvr)=(@vr)Aar;=(q@vr)Anp
Druhé tvrzeni se dokaZe analogicky.

2) Dokéazeme, 2e ( v 1) A1, =rya(q v ry) Ar =r.Protofer, S qvr
a kdyby ri A (¢ v ;) =0, podle tvrzeni 3) véty 2.1 by bylo r; =g Vv ry, tedy
g <r, <p odkud g A p=gq #* 0, coZ vak odporuje ptedpokladu. Podle bodu 1)
tohoto ditkazu mame tak 0 % r; A (g v r,) =(q v r;) A r, < r,. ProtoZe r,
je atom v 2, dostivdme r, = (q v r,) A r,. Druhé tvrzeni se dokdZe analogicky.

3) Dokazeme tvrzeni véty. ProtoZe q v r, < r, v r, a protoZe podle bodu 2)
tohoto ditkazu plati(q v r,) A ry = r;,mamer, < g v ry,tedyr, vr, < q v ra
odkud plyne, Ze r; vV r, = q v r,. Zbyvajici tvrzeni se dokdZe analogicky.

2.4. Disledek. Jsou-li splnény pfedpoklady véty 2.3, potom atomy r,,r, jsou
urceny jednoznacné.

Dikaz. Budte navic s,, s, € P atomy v 2 takové, Ze s, < p, s, < p-anechf g <
=< s, V S,. Z véty 2.3 pak vyplyvaji rovnosti s; v s, =5, Vg, r, VIr,=r; V4.
Z t&chto rovnosti dostdvdme s; Vs, Vry =8, VqV I, I VI,Vs=ryvV
vqvs, odkud mime r; v s, Vs, =r; vs vr, ProtoZze r, vs, Sp,
r, < p', podle tvrzeni 4) véty 2.1 plati s, =(r;, vs, vs;)Apt=(r; vs v
Vv r3) A pt = r,. Podobng se dokéZe, 7e 5, = r,.

2.5. Definice. Necht 2 = (P, <, 1, 1) je svaz s ortogonalitou. JestliZe ke kazdému
atomu g€ P a ke ka?dému peP,0+ p+1,q A p = q A p* = 0, existuji atomy
ror,€P,ri Spry, < pl tak, Ze ¢ < ry v r,, pak se svaz # nazyvd V-svaz.

Z disledku 2.4 ihned vyplyva, Ze pro ortomoduldrni V-svaz & plati, Ze atomy
ry, r; z definice 2.5 jsou urleny jednoznaén&. Atomicky svaz s ortogonalitou # =
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,1, 1) budeme nazyvat A-svaz. Atomicky svaz s ortogonalitou 2 =

= (P,
= (P, £, 1, L), ktery je soufasn& V-svaz, budeme nazyvat AV-svaz.

IIAIIA

2.6. Véta. Necht 2? = (P, <,1, L) je ortomoduldrni V-svaz. Necht ry,r, e P
jsou atomy v P takové, fe ry * r,. Pak existuje atom ry € P takovy, fe r; L r,
(¢ilir, Sr3)aplatir, vr,=ryVvr,.

Dukaz. Jestlize r; L r,, staci poloZit r; = r,. Necht proto nadale neplati r; L r,,
tedy neplati r, < ry. Odtud r, A r; =0 a zfejm& 0 + r, + 1. Podle definice 2.5
existuje atom ry; £ ri tak, Ze r, < r; v r;. Nyni uZitim véty 2.3 dostivdme
rovry=rovry(=ryvr)

Podobna dokazané vété je dalsi véta.

2.7. Véta. Necht ? = (P, s, 1, _L) je ortomoduldrni V-svaz. Necht r,r,eP
jsou atomy v P takové, e ry L r,. Bud ry € P atom v P takovy, e r, £ r; +r,
a Ze ry S r, v r,. Pak existuje v & atom r, tak, (e ry L r, a platir, v r, =
=7r;Vr,

Diikaz rozdélime na nékolik &asti.

1) DokéZeme, Ze neplati r; < r3 a Ze neplati r, < r3. Kdyby totiz r, < r,
pak r; < ry. ProtoZe r; S r, v r,, podle tvrzeni 4)a2) véty 2.1 plati r, =
=(ryvr)ari={rvmaive)larrzrv{ra(rvr)ar}zr,
coZ odporuje predpokladu. Podobng, kdyby r, < r3, potom r; < r; a potom r; =
=(rivr)ar={rvmave)larnzrnv{{rmaF vr]a
A T3} = 13, coZ také odporuje predpokladu.

2) ProtoZze ry Ar3 =0 =r; N r3, 0 % r; + 1, podle definice 2.5 existuje atom
re Srytak, Ze r, < ry v ry. ProtoZe r, A vy =0 =r, A ri, podle definice 2.5
existuje atom rs < rjtak,Zer, < ry; v rs.Podlevdty2.3platir, v ry =r; v ry =
=F VT4 VI3=r3ViEs=r,VrsOdtudplyner, vr,=r,vr,vr;=
=ry VI, Vrs(=ryvr,vr,vrs).

3) DokéZeme, Ze ry V ry =71, vV ry a Ze r, = rs a tim bude diikaz proveden.
Plati ry S 7, V 1y, vy S 7y, 7, £ 71, 73 A 7y = 0 a podle bodu 1) tohoto ditkazu
tZ ry A r; =0. Podle véty 23 pak r; v r3 =71, v r, =1, v r3. Podle bodu 2)
tohoto dikazu v3ak plati r| v ry =ryvry, rp,vry=ryvrstedyrsvr,=
=ry v rs. UZitim tvrzeni 4) véty 2.1 dostdvame ry, = (r; v ry) A 15 =(r; v 7s) A
AT =Ts

2.8. Véta.Nechf ? = (P, <, 1, L) je uplny ortomoduldrni svaz,pe P,0 + p + 1.
Necht q € P je takovy atom v P, e neplati q < p a neplati ¢ < p*. Necht {(r, 5,) :
tiel} je systém vSech r;e P, s;e P, r; S p, 5; < p* takovych, %e q S r; v s;.
Pak mezi r;, i€l resp. s;, i €l existuje nejmens$i prvek ry resp. s, tak, fe q <
S 1o Vv so. Pritomrg =(q v p*) A p,so =(q v p) A p~.
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Dikaz. MnoZina I je neprazdnd, nebof pro r; = p, s; = p* mame q < p v p*.
1) Dokézeme, 2¢ A(r; v p*)=(Ar) v p', A(pvs)=pv(As) Podle
iel iel iel iel

tvrzeni 2) véty 2.1 z nerovnosti p' < r} vyplyva, Ze pro viechna i€l plati ri =
= p* v (p A ri). Odtud (Vr)/\p—-[p Vy(pArl)]Ap—V(pAr)

iel iel

kde posledni rovnost plyne opét z tvrzeni 2) véty 2.1 a toho, Ze V (p AT = p.

iel
Tim je prvé tvrzeni dokdzdno. ProtoZe ddle s; < p*, plati podobné s; = p* A

A (s; v p) pro viechna iel. Odtud (AS)Vp—[p AA(s Vp)]vp—
—A(si v p), nebot p < /\(S v p). iel

2) Oznalme t = /\(r- v 5;). Dokdzeme, Ze p A (p A £)* Zt* a p* A (pt A

A t)i < tt. Podle tvrzem 4) véty 2.1 plati p A t = Ar;a pt At = As;. Ziejmg

iel iel

t=A(rvs)=s /\ (r; v pt)= (/\ r) v p*, kde posledni rovnost plati podle
el

bodu 1) tohoto dukazu. Prvé tvrzem je dokazano. Dale t = A ("i v 5:) < /\(p v
V31)=PV(/}S;)=pV(pLAt)_ iel iel

3) Dokézeme, Ze p S t* v (t A p) a p* < t* v (t A p*). Podle tvrzeni 2) véty
2.1 znerovnostit A pS pvyplyvip=(t Ap) v [(t AP  AP]S(t Ap) v
kde posledni nerovnost plati podle &asti 2) tohoto diikazu. Podobng& t A p* < pt,
takZe pt =(t A p) V[t AP AP S (AP VR

4) Dokazeme, Ze t = (t A p) v (t A p*). Podle &sti 3) tohoto ditkazu méme
t=(pvph)at2[ttv(ap v(Eap)]at Je ziegmé, Ze (t A p) v
v (t A p') <t a podle tvrzeni 2) véty 2.1 a podle pravé dokazaného proto plati
(tap)v(@Eap)=ta[ttv(tap) v (tnap')] 2t tedy tvrzeni plati.

5) ProtoZe q </\(r vs)y=t=(tAp) v (tap)) —(/\r) v (As;), stadi

iel
poloZitro =t A p = AriSo =1t A pt = A 's;aprvé tvrzeni vety je dokazano.

iel iel
6) Oznaéme u = (4§ v p*) A p,v =(q v p) A p*. DokdZeme, Ze u < ro, v < 5.
Plati ¢ < /\(ri v 5;) = t. Podle &sti 1) tohoto dikazu pak q v pt <t v pl <

< /\(r, vs;vpt)= /\(r, v pt) = 1o v p*. Podle tvrzeni 4) véty 2.1 odtud plyne

u= (q vp)Aaps (r0 v p') A p = ry. Zcela analogicky g £ 1, tedy ¢ v p <
<tvp</\(pvs)—pvso, takze v =(q v p) A pt S (p Vv 50) A pt = s0.
iel
7) Dokézeme, ze (u v p*) A (v v p) = u v v. ProtoZe v < p*, podle tvrzeni 2)
véty 2.1 plati p* =v v (v* A p*) =0 v (v v p)*. Odtud dostdvame (u v p*) A
Alpvp)=[uvov(@vprla(yvp) =uvo kde posledni rovnost plati
na zékladg toho, e u v v £ p v v a na zdklad& tvrzeni 2) véty 2.1.

342



8) DokaZeme, Z¢ ¢ < u v v. Plati p< g v p, p* £ q v p*, podle tvrzeni 2)
véty 2.1 je tudiz g vp=pv[ptA(gvp]=pVvo, gvp=ptvpa
Agvp)]l=ptvu Ziemé g=(gvp)a@vp =P vuya(pvyo)=
= u Vv v, kde posledni rovnost plati podle &sti 7) tohoto dikazu.

9) ProtoZe u < p, v < p* a protoZe ¢ < u v v, podle prvého tvrzeni dokazované
véty plati ry < u, so < v. Podle &sti 6) tohoto dikazu pak dostavame r, = u,
So = 0.

Véta je dokazana.

2.9. Disledek. Necht # = (P, <, 1, 1) je uplny ortomoduldrni svaz. Pak 2 je
V-svaz tehdy a jen tehdy, kdyZ pro livobolné pe P, 0 %+ p + 1 a libovolny atom
q € P takovy, %e neplati q < p a neplati q < p*, jsou(q v p*) Apa(q Vv p) A p*
atomy v 2.

2.10. Poznamka. Pfedpoklddejme nyni, Ze 2 = (P, <, 1, 1) je iplny ortomoduldr-
ni A-svaz. Bud 0 # p € P. Existuje atom r, € P tak, Ze r; < p. JestliZe rf Ap=0,
podle tvrzeni 3) véty 2.1 pak r; = p. Nechf déle 0 ri A p. Existuje pak atom
r,eP tak, 7e r, £ri A p, tedy r, Lr, a r, £ p. TudiZ r; v r, £ p. Jestlize
(ry v r))" A p=0,jejakodfiver, v r, = p. Jestlize 0 # (r; v r,)* A p, existuje
atom rye P tak, Ze r3 S (ry v r))* A p,tedyrs < parsSryargéilirgLr,
ry L r,. Ze Zornova lemmatu snadno vyplyva, Ze existuje maximdlni (vzhledem
k mnoZinové inkluzi) mnoZina {r;:iel} po dvou ortogondlnich atoml takova,
Ze pro vSechna i € I plati r; < p. Potom p =V r;. Kdyby totiZ tomu tak nebylo, pak

iel
Vri<pa0 =+ (Vr)" A p. Popsanym jiZ postupem bychom pak zjistili, Ze mnoZi-
iel . iel .
na {r; : i €I} neni maximalni.

2.11. Definice. Bud # = (P, <, 0) svaz. Budte p, g € P. Rikdme, e q pokryvd p,
piSeme p < q, jestlize p + q a jestliZe z toho, Ze re P, p £ r < q, vyplyva, Ze bud
p = rnebo r = q. Jestlize pro kazdé p € P a kaZzdy atom g € P takovy,Zze p A ¢ =0
plati p < p v q, pak se svaz # nazyva C-svaz.

Je-li svaz s ortogonalitou 2 = (P, <, 1, _L) A-svaz a souCasné C-svaz, nazyvame
jej AC-svazem.

2.12. Véta. Necht 2 = (P, <, 1, _L) je uplny ortomoduldrni svaz. Pak P je
V-svaz tehdy a jen tehdy, kdyZ P je C-svaz.

Dikaz. Necht 2 je V-svaz, necht p e P, g € P bud atom v & takovy,Ze p A g = 0.
Potom p+ p v qa p # 1. Jeli p = 0, je tvrzeni zfejmé. Necht proto p #+ 0. Bud
reP,p<r <pvV qanecht p + r. Plati

g, jesli ¢ £ p* podle tvrzeni 4) véty 2.1

L 1 —_
0ptAr=p APV a) =< 4iomv 2, jeli g A p* = 0 podle disledku 2.9.
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Odtud vyplyvé, Ze p* A r =p* A (p v q) a tento prvek je atom v 2. ProtoZe
p S r,podle tvrzeni 2) véty 2.1 mdme r =p v (p Ar)=p v [p* A (P v 9)] =
= p v g, nebot také p < p v q. Je tudiz 2 C-svaz.

Necht naopak # je C-svaz. Bud pe P, 0 % p % 1, g € P bud atom v £ takovy,
Zep A g = p* A q =0. Podle definice 2.11 plati p < p v ¢, p* < p* v g, odkud
podle tvrzeni 3) véty 2.1 mame p* A (p v q) # 0+ p v (p* A q). Necht reP,
0+r=<pa(p'vVvq) Protoze r < p* v g, plati p* < r v p* < p' v g, ProtoZe
2 je C-svaz plati, Z¢ bud p' =r v p* nebo r v pt = p* v ¢q. Kdyby p* =
=r v p', bylo by r £ p* a protoZe r < p, dostali bychom r = 0, coZ je ve sporu
s pfedpokladem. Tedy r v p* = p' v gq. Z nerovnosti r < p a z tvrzeni 2) véty 2.1
plyner = p A (r v p*) = p A (p* v g) a proto tento prvek je atom v 2. Podobné
se dokdZe, 7e také p* A (p v q) je atom v 2. Podle disledku 2.9 je 2 V-svaz.

3. Zde zavedeme definici 3.1 zadkladni pojem tohoto &lanku. Budeme uvaZovat
mnoZinu , o niZ nadale budeme ptedpoklidat, Ze je neprdzdna. Na této mnoZing
zavedeme binarni relaci L, kterou budeme nazyvat ortogonalita a jejiZz vlastnosti
ne nahodou pfipominaji naje pfedstavy o kolmosti iselek napf. v roving.

3.1. Definice. Bud Q dand mnoZina a necht je na ni definovdna binarni relace L,
spliiujici nasledujici poZadavky:

a) Jestlize x, ye @, x L y, potom y L x.

b) Existuje prvek o € Q tak, Ze pro viechna x € Q plati o L x.

c) JestliZe pro x € Q plati x L x, potom x = o.
Pak fikdme, Ze na mnoZiné Q je definovdna ortogonalita 1, coZ budeme zapisovat
ve tvaru (Q, 1). O prvcich x, y € @, pro které plati x L y, budeme fikat, Ze jsou
ortogondlni.

BudxeQ, 0 + A = Q. Definujeme x 1 A4, pravé kdyZ x L y pro vSechna y € A.
Oznatme A4* = {xeQ:x L 4}.

Snadno nahlédneme, Ze plati .

3.2. Lemma. Bud ddno (Q, L). Potom

1) {o}* = 2; @* = {o}.

2) Jestlize ) &= A < Q, potom o€ A*.

3) Jestlize § + A = Q, potom A < (A*)" = A** (oznadeni).
4) Jestlize A,B< Q, 0 = A = B, potom B* < A*,

5) Jestlize 0 = A = Q, potom A+ = A*',

Oznaéme S ={AcQ:0+ 4 =4}, T={4*:0+ 4 c Q).
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3.3. véta. Plati:

)s=T

2) ¥ = (S, =, 2 1) je uplny svaz s ortogonalitou. Pfitom pro A;eS, iel
plati A A: ~nIA,,VA ——(ﬂIAl)la ddle 0 = {0}, 1 =

iel 1€, iel 1€

Dikaz. 1) Je-li A€S, je A = (A*)* = B*, kde B = A* + 0. Tedy A€ T. Je-li
AeT, je A= B* kde 0 + B = Q. Podle tvrzeni 5) lemmatu 3.2 plati A** = B+
=B* = 4, tedy A€ S, 2) Podle 1) lemmatu 3.2 plati {0} € S, 2 € S a podle 2) lem-
matu 3.2 je {0} v.& nejmensi prvek, Q je zfejm& v & nejv&tsi prvek. Déle pro Ae S
v diisledku podminky c) definice 3.1 plati, Ze 4 N A* = {o}.

JestliZze I je neprazdnd mnoZina indexti a 4; € S pro i €I, dokaZeme, Ze () 4;€ S,
iel

tedy A A; = N A, Jednak v disledku 3) lemmatu 3.2 plati n A; c (nA B

iel iel
Dile N A; = A; pro jel, tedy podle 4) lemmatu 3.2 je 4} < ( N A4)*, odkud
iel iel
((]IA,.)“ c A7t = A;projel, tedy (N A)* = N 4,
ie iel Jjel

Jestlize opét I je neprdzdna mnoZina indexti, dokdZeme, Ze pro A;€ S, i €I plati
VA, =(NA4)' Plati N A7 < A}, jel, tedy A; = A7 = (N A7)* pro jel.
iel iel iel iel
Je-liddle Ae Sa A; = A pro iel, potom A* = A}, iel, tedy A* = ) A7, odkud
(nAf-)J- - A_l._l. = A. iel

iel

Jestlize A€ S, pak A v A+ = (A" 0 A)* = {o}* = Q.

3.4. Poznamka. Je-li dano (2, 1), indukovany uplny svaz & = (S, <, Q, 1)
a0 + A < Q, pak v & existuje nejmensi prvek B takovy,7e A = B.Bud {4;: 4 < 4,
A;€S, iel}. Tento systém obsahuje napf. Q. Plati A7 = A* pro iel, odtud
V A} < A, z &hoi AL < (V A})t =N A; = B. Protoze A = A**, plati B

iel iel

< A, tudiz B = 411,

3.5. Poznamka. Bud dano (Q, .L), indukovany svaz & bud & = (S, <, Q, .L).
Necht 4, Be S. Potom A4 L B (&ili A = B*)tehdy a jen tehdy, kdyZ pro vSechna x € A
a viechna y e B plati x L y. Snadno téZ nahlédneme, Ze jestliZe A;€ S pro i€l
x1l A;proielayeV A4, potomx L y.

iel

3.6. Véta. Bud ddna mnoZina Q, 0€ Q. Bud & = (S, <, Q, 1) uplny svaz s orto-

gonalitou podmnoZin mnoZiny Q takovy, Ze:

1) {0} je v & nejmensi prvek.

2) Je-li I neprdzdnd mnoZina mdexu, A;€ S pro iel, potom A A; =) A,
iel iel
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Pro x, y € Q kladme x T y prdvé kdy? existuje A€ S tak, e xe A a y € A*. Potom
relace T je ortogonalita na Q a ji indukovany uplny svaz s ortogonalitou (T, <,
Q, T) je shodnyp s &.

Dukaz. UkaZeme, Ze relace T vyhovuje definici 3.1 Axiom a) vyplyva z toho, Ze
pro A € S plati A't = A. Axiom b) plyne z pfedpokladu 1) dokazované vity. Axiom
c) plyne z toho, Ze pro A€ S plati A n A* = {o}.

Nyni dokdZeme, 7ze S = T. Bud C € S; protoze C* € S, pro viechna x € C a viechna
y e C* plati x T y. Odtud vyplyva, 7z C* = CT. Bud y, e CT, tedy pro viechna
xeC plati x T y,. Ke kaZdému x € C existuje A, €S tak, Ze x€ A, a y, € A}.
Odtud y,e N A4L. Dile C < U A, =V 4, = (N A4:)* odkud yoeN Ay = C*

xeC xeC xeC xeC xeC
gili CT < €4, tedy Ct = C" e T. Bud nyni naopak C e T. Existuje nejmensi prvek
Ae Stak, 7e C = A. Potom A* = AT < C". Bud. y, € C". Tedy yo T x pro viechna
x € C. Proto ke kaZzdému x e C existuje A, € S tak, Ze xe A, a yo € Az, z &ehoZ vy-
plyvd, %e yoe N AL. Déle C <« U 4, = V 4, = () A})* € S. Proto 4 = (N 47)%,

xeC xeC xeC xeC xeC

tak¥e y, € () AL < A* a tudiz CT = A% Proto CT = A*, odkud 4 = (CT)* =

xeC

= (CT)" = C a tim je véta dokdzdna.

3.7. Pozndmka. Bud déno (@, L). Jsou-li x, ye @ a x L y, poloZme R(x, y) =0,
jestlize neplati x L y (budeme psat x £ y), polozme R(x, y) = 1. Potom takto defi-
nované zobrazeni R : @ x Q — G, kde G znadi mnoZinu komplexnich &isel, ma tyto
zakladni vlastnosti:

a) Pro viechna x, yeQ plati R(x,y) = R(y, x) (pruh znadi &islo komplexné
sdruzZené).

b) R(o, 0) = 0; pro kaZdé x € Q, x + o plati R(x, x) > 0.
¢) Pro viechna x, y € Q plati |R(x, y)|*> £ R(x, x) R(y, y)-

Z vlastnosti c) a b) ihned vyplyva, Ze pro viechna x € Q plati R(o, x) = R(x, 0) = 0.

Zobrazeni R : Q x Q — G, které ma vlastnosti a), b), ¢), nazveme kvaziskaldrnim
souGinem a dvojici (2, R) prostorem s kvaziskaldrnim sou¢inem. Je-li naopak dén
prostor (£, R), potom pro x, y € Q definujme x L y, pravé kdyZ R(x, y) = 0. Pak
je na mnoZin€ Q definovana ortogonalita. Kdybychom pro x, y € @ kladli x L y,
pravé kdyZ Re R(x, y) < 0, na mnoZiné Q je opét definovina (oviem tentokrate
jind) ortogonalita.

Jestlize napt. (2, o) je metrlcky prostor, o€ Q, pak zobrazeni R: Q x Q - G
definované pro x, y € Q rovnosti R(x, y) = ¢%(0, x) — ¢*(x, y) + 0*(y, 0), je kva-
ziskaldrni soudin.

JestliZe Q je Hilbertiiv prostor, R skalarni soudin (R je samoziejmé téZ kvaziska-
larni soutin) a klademe-li pro x, y e Q, x L y pravé kdyz R(x, y) = 0, indukovany
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svaz & = (S, <, @, 1) je dobfe znamy Gplny ortomodularni AV-svaz (podle véty
2.12 té% AC-svaz). Klademe-li viak pro x, y € @ x L y pravé kdyZ Re R(x, y) £ 0,
indukovany svaz & = (S, <, Q, L) je tplny AV-svaz, jehoZ nosi¢ S je tvofen pravé
viemi uzavienymi konvexnimi kuZeli s vrcholem v po&tku (viz préci [1]); tento
svaz neni ortomoduldrni a neni C-svazem.

Posledni dva ptiklady svazi & = (S, =, @, L) jsou 4-svazy a dokonce pro kazde
x€Q, x * o, plati, Ze {x}** je atom v &. Platl

3.8. Véta. Bud ddno (2, L), necht & = (S, =, @, L). Jestlife A€ S je atom
v &, xed, x + o, potom {x}** = A.

Dikaz. ProtoZe x € {x}**, plati {x}** + {0}. Déle {x} = 4, tedy 4" = {x}*,
odkud {x}** < 4, proto {x}** = 4

Existuji viak svazy & = (S, <, @, 1), které nejsou atomické.

3.9. Pfiklad. Necht @ = {o, ..., o_y, @y, @y, ..., ..., T_y, Tg, Ty, ...} A Necht 0 L x

pro vSechna x € Q a déle w; L 7; pro viechna'j < i, i celé. Potom S = {{o}, Q; ...

{0, 0-, 00, 04,3, {i., To5 T2y, 0} {0, 0o, @4, .. s {ovns To1, Tos 0} {0, @4,
@y o}y {o0 To1, To, Ty, 0} ...}, Zde svaz & neobsahuje ani jeden atom.

3.10. Véta. Bud ddno (Q, L), & = (S, <, Q, 1). Pak ndsledujici torzeni jsou
ekvivalentni.

1) & je atomicky svaz.

2) Ke kazdé podmnoZiné B = Q, B + 0, B* * {0}, existuje x € B, x % o tak,
%e pro viechna y € {x}**, y * o plati {y}* = {x}*.

Dukaz. DokaZeme implikaci 1) = 2). Bud @ + B = Q, B* + {0}. Potom B*e S
a existuje atom 4 v & tak, Ze A = B*. Existuje x € 4, x #+ o. Podle véty 3.8 plati
{x}** = A, plati téZ x € B. Opét podle véty 3.8 pro kazdé y e {x}**, y % o plati téZ
DI = (+24) 6 {3} = (3}, tedy D} < (a)

Dokazeme implikaci 2) = 1). Bud Ce S, C # {o}. Existuje B = 2, B + 0 tak,
Ze C = B*, Necht x € B*, x * o vyhovuje predpokladu. Zfejm& {o} + {x}** < C.
Dokazeme, ze {x}'* €S je atom v &. Bud A€S, 4 * {0}, A = {x}** a necht
y€A, y *+ o. Potom {x}* = A* = {y}*. ProtoZe y € {x}** a protoZe podle pfed-
pokladu {y}* < {x}*, dostavame {x}* = 4* = {y}*, tedy {x}'* =4

3.11. Pfiklad. Bud Q = {0, ,, w,, @3, w;, ws} anechfo L w;proi =1,2,...,5,
o Lo, Lo, lo,lwos. Potom S={{o}, 2 {0, w,},{o, 0, w}; {0, ws},
{0, w2, 0}; {0, @4}, {0, w3, ws}}. Svaz & je zde atomicky, aviak napt. {w,}'* =
= {0, 1, w;} neni atom v &.
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Formulujeme nasledujici axiom

Axiom A. Bud déno (2, J_) necht & = (S, =, @, L). Pro kazdé xe @, x + o, je
{x}** atom v &.

Ziejmé svaz & splitujici axiom A je A-svaz.

3.12. Véta.Necht je ddno (Q, L), svaz & = (S, =, Q, L) necht spliiuje axiom A.
Bud A€ S, x€Q, x % 0. Potom A n {x}** = {0} tehdy a jen tehdy, kdyZ x ¢ A.

Dikaz snadno plyne z véty 3.8.

3.13. Véta. Bud ddno (2, L), & = (S, <, @, L) necht spliiuje axiom A. Oznac-
me & resp. B mnoZinu vSech atomii resp. antiatomii svazu &. Potom plati:

1) Je-li A€ S, A % {0} a jestlize {4}, i €I je systém vSech atomii v & takovych,
Ze A;c A, i€l, potom A =V A,

iel
2) Je-li AeS, A + Q a jestlize {B;}, je J je systém vech antiatomii v & tako-
vych, Ze A < B;, je J, potom A =\ B;.
JjeJ
3) Existuje prosté zobrazeni f mnofiny of na mno%inu % takové, Ze:
3,1) Jsou-li Ay, A, e o, A < f(A,), pak A, = f(4,);
3,2) Jestlife Aesl, potom A n f(A) = {o}.

Dikaz. Tvrzeni 1) a 2) se snadno dokdZou sporem. Dile pro 4 € o stai poloZit
f(4) = A* a tvrzeni 3,1) a 3,2) toto zobrazen{ spliiuje.
Nasledujici véta je v jistém smyslu opakem véty 3.13.

3.14. Véta. Bud Q mnofina, o€ Q; & = (S, <, @, {0}) bud uplny atomicky
a antiatomicky svaz podmnoZin mnoZiny Q, v némzZ infimum je dano mnoZinovym
prénikem a ktery md nejvétsi proek Q a nejmensi prvek {o}. Oznacme o resp. B
systém viech atomii resp. antiatomil svazu & . Ddle necht svaz & spliiuje podminky
1), 2), 3) véty 3.13. Potom ve svazu & lze zavést ortogonalitu.

Dikaz. Polozime {o}* = Q; je-li AeS, A+ {0}, A =V 4,, kde A;e o pro
i el, polozime A* = () f(A4,). Plati A* € S. el

iel

1) DokédZeme, Ze Q* = {o}. TotiZ plati Q = V 4, odkud Q' = ) f(4). Kdyby

Aest Aed

N f(4) * {0}, existoval by atom C e « tak, e C < ) f(A), tedy C < f(A4) pro
Aecot Aesd
viechna A e o, specidlng C < f(C). To viak odporuje predpokladu 3,2) z véty 3.13.

2) Necht 4, Be S, A = B. DokaZeme, 7e B* < A*. Je-li A = {0}, je B- < Q =
= {0} = A*. Necht dile 4 + {0}, 4 = V 4;, kde 4;e o pro iel. Potom
iel

B=VA,vVA4j, kde djed pro jeJ. Odtud B* = Nf(4)nNSf(4) <
. iel jeJ




3) Necht 4 € S. Dokdzeme, 7e 4 N A* = {0}. Aviak pro A = {0} nebo 4 = Q
je toto tvrzeni zfejmé. Necht tedy {0} + 4 + Q. Kdyby A n A * {0}, existoval
by atom C e & tak, Ze C = A n A*, tedy C = 4, C = A*. Podle &sti 2) tohoto dii-
kazu plati At < C*. Je-li tedy A =V A4;, kde A;e o pro iel, pak ﬂf(A) =

iel
= A* =V 4j, kde Ajesf pro jeJ. Odtud A = ) f(4])). Aviak Aj < f(4)
jel JjeJ
pro viechna j € J a viechna i €. Podle 3,1) véty 3.13 odtud plyne 4; < f(A4;) pro
viechna i€l a viechna jeJ, takze 4 =V 4, < Nf(4]) = A**. Tedy mame

iel JjeJ
Cc A4 c A" < Ct =f(C), odkud C = C n f(C), coz odporuje pfedpokladu 3,2)
z véty 3.13.

4) Pro A € S dokaZeme, 7e A = A**. Pro A = {0} nebo 4 = Q je tvrzeni zfejmé.
V bodé 3) tohoto dikazu jsme jiz zjistili, Ze pro A € S, {0} + A + Qplati 4 = 4**.
Bud déle 4 + Q. Plati A = ( B;, kde B;e & pro iel. Plati téz A = ﬂf(A) kde

iel

B, = f(A;), A;e o pro iel. Jelikoz (V 4)* = Nf(4), je A=(V A,)l. Protoze
iel iel iel

pro viechna B € S plati B < B** podle bodu 2) tohoto ditkazu mame B*** < B*;
aviak také B' < B'‘!  tedy pro vsechna Be S plati B* = B**'. Odtud 4 =

— (VAI).L — (VAi)_L.L.L — A‘L‘L.
iel iel

3.15. Pozniamka. Spliiuje-li svaz & = (S, <, @, {0}) pfedpoklady véty 3.14, Ize
v ném zavést ortogonalitu. Dostaneme tak svaz & = (S, <, ©, 1) s ortogonalitou.
Ten indukuje podle véty 3.6 ortogonalitu L na mnoZiné¢ Q. Lze potom pro x e Q
uvazovat napf. {x}*'. Aviak svaz & = (S, <, Q, 1) nemusi spliiovat axiom A.
Bud totiz Q = {0, w,, w,, 3}, S = {{o}, 2 {0, ®,}, {0, w,}}. Zde & =% =
= {{o, w:}, {0, w,}}. Polozme f({o, ®,}) = {0, w,}, f({0, w,}) = {0, w,}. PFed-
poklady véty 3.14 jsou splnény d v souladu s jejim ditkazem poloZime {0, w,}* =
= f({o, w,}) = {0, ,}, {0, w,}* = f({0, w,}) = {0, w,} a dile {o}* =Q, Q' =
= {o}. Odtud plyne ortogonalita | na mnoZin€ Q: 0 L w;proi =1,2,3; o, 1L w,.
Je sice w; € Q, aviak {w;}** = @, coZ neni atom v & = (S, =, 2, L). Kdybychom
viak doplnili pfedpoklady véty 3.14 o podminku, Ze ke kaZzdému x € Q existuje
atom A, e & tak, Ze x€ A4,, svaz & = (S, c, Q, _L) by spliioval axiom A. Totiz
potom pfi x #+ o mame x € 4,, odkud {o} + {x}** = A, tedy {x}** = 4,.

3.16. Pfiklad. Bud Q = {0, ,, ®,, ®;, 04, ws, we}. Nechto L w;, i = 1,2,...,6,
w;Llosloglo Lo, Lloglo;lo,los, oglw, Potom S ={{o}, Q;
{0, 0,}, {0, w,, wg}; {0, ,}, {0, Wy, we}; {0, w3}, {0, Wy, w5, We}; {0, W4}, {0, w3,
ws, 06}; {0, 05}, {0, w3, w4, w6}; {0, 06}, {0, 0y, 03, W3, 04, s} {0, @3, W4},
{0, s, we}; {0, w3, w5}, {0, w4, we}; {0, w3, W6}, {0, w4, ws}}. Zde svaz & =
= (S, =, 2, 1) je ortomoduldrni A-svaz spliiujici aciom A. Plati zde {0, w;} v
v {0, w,} = {0, w3} v {0,0,} v {0, w5} = {0, w,, w,, w3, Wy, ws}. ProtoZe tedy
neplati tvrzeni véty 2.7, vyplyva odtud, Ze & neni V-svaz. Toto vSak lze ukdzat

349



ptimo. Volme 4 = {0, w3}, Pak 4* = {0, w,, ws, W} a atom C = {0, »,}. Plati
{0, w3} v {0, 0} = {0, w3, 0}, {0, w3} v {0, w5} = {0, w3, s}, {0, w3} Vv
v {0, wg} = {0, w3, wg} a C nele¥i pod 7idnym z téchto spojeni. Najdeme podle
véty 2.8 minimélni prvek 4o < A a minimalni prvek B, = A* tak, aby C < 4, v
v By. Plati Ay =(CVv A*)n 4 ={0,w,;}, B, =(C v A) n At = {o, w4, ws}.
Potom A, v B, = {0, ®,, 0, ©3, 0, ws}. Je rovnéZ patrno, Ze B, neni atom v &.
Formulujme nésledujici axiom. '

Axiom V. Bud dano (€, __l.), & =(S, <, 1). Bud A€ S, {o} + A + Q; necht
xeQ, x¢ A, x¢ A'. Potom existuji atomy A,, A, v &, 4; < A, A, = A* tak, Ze
xXeA; v A,.

Svaz & z pfikladu 3.16 nespliiuje axiom V. Splituje-li v8ak svaz & = (S, <, Q1)
asiom A i axiom V, na zdkladé€ véty 3.12 je AV-svazem; je-li ortomodulérni, je podle
véty 2.12 téZ AC-svazem. Svaz & uzavienych konvexnich kuZeld s vrcholem v poé&at-
ku v Hilbertové prostoru spliiuje axiom V. Atomy 4,, A, z axiomu V vSak nejsou
jednozna&n& uréeny (& neni ortomoduldrni). RovnéZ svaz & (uzavienych) pod-
prostorlt Hilbertova prostoru spliiuje axiom V. Atomy A4, A, z axiomu V jsou ureny
jednoznatng (& je ortomodularnj).

Je zfejmé, Ze fadu tvrzeni z odstavce 2. lze pomoci véty 3.12 a axiomlt A a V
snadno pteformulovat. Napf. plati (nutnd podminka ortomodularity svazu &):

3.17. V&ta. Bud ddno (2, L), svaz & = (S, <, Q, L) nechf spliiuje axiom A.
Je-li & ortomoduldrni svaz, {o} + A€ S, A neni atom v &, pak k libovolnému
x€Ad, x + o existuje ye A, y + o tak, Ze x L y.

Dukaz. Pro xe 4, x + o plati {x}** = 4. Kdyby {x}* n 4 = {0}, bylo by
{x}**+ = 4, tedy 4 by byl atom v &. Existuje proto ye{x}* n 4, y * o, tedy
yeA, ye{x}t tedy x L y.

Na zaklad& uvedenych vysledki je zfejmd nasledujici véta (nutnd a postadujici
podminka ortomodularity svazu &).

3.18. Véta. Bud ddno (2, 1), svaz & = (S, =, Q, L) necht spliiuje axiom A.
Pak & je ortomoduldrni tehdy a jen tehdy, kdy? pro libovolné A, B S, {0} + A <
< B plati: Existuji po dvou ortogondlIni proky x;€ Q pro i el tak, e A =V {x}**

iel
a po dvou ortogondlni proky y;e Q pro je J takové, Ze x; L y; pro viechna i€l,
jeJ tak, fe B =V {x}** v V {y;}**.
fel jeJ
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Summary

ORTHOGONALITY ON SETS

JAN HAVRDA, Praha

The article deals with a certain natural generalization of the concept of or-
thogonality, as is known e.g. from the Hilbert space theory. The article is divided into
two parts. The first part is of preparatory character, the second one is devoted to the
problem itself. Henceforth the terminology of lattice theory will be used.

1. If 2 = (P, £, 1, 1) stands for an orthocomplemented lattice, then £ is ortho-
modular if and only if

p,q,reP, r<q, p<q* implies (rvp aAqg=r.
Moreover, in this case if p, g, r,s,teP,r < ¢t < q,p<q-,s<qtandrv p=
=tvs,thenr=tand p =s.

Let 2 = (P, <, 1, .L) be an orthomodular lattice. Let pe P,0 = p + 1 and r, s
be atoms of Z such that r < p,s < p*. Ifge Psuchthatq + 0,g A p =g A p* =
=0and q=<rvs,then rvg=rvs=gqgvs The above assumptions con-
cerning r and s determine the atoms r, s uniquely.

An orthocomplemented lattice 2 = (P, s, 1, J_) is called a V-lattice if it satisfies
the following condition: For every atom g of £ and for every p of £ such that 0 =
+p+1,qgAp=gq A p* =0 there exist atoms r and s of 2 such that r < p,
s<pl,and g <rvs. .

If the V-lattice is orthomodular, then the atoms r and s are uniquely determined.

If 2 = (P, <1, J_) is an orthomodular V-lattice and if r & s are atoms of 2,
then there exists an atom ¢t of 2 such that r L t and r v s = r v t. Moreover, if r
and s are atoms of £ such that r L s and ¢ is an atom of & such that r = ¢t £ s
and t < r v s, then there exists an atom u of £ such that ¢t L u and the equality
rvs=tv u holds.

In a complete orthomodular lattice Z = (P, s, 1, _L), assume that g is an atom
such that ¢ £ pand g £ p*. If {(r;, s;) : i eI} is a system of all r; and s; of 2 such
that r; £ p, s; < pt and g < r; v s; for all i eI, then there is a least element r,
or s, among r;, iel, or among s;, i €l, respectively. Moreover, we have r, =
=(qvp)Aapands, =(q v p) A p*

A complete orthomodular lattice 2 is a V-lattice if and only if the following
statement is true: For an arbitrary element p of 2, 0 & p + 1 and for an arbitrary
- atom q of 2 such that ¢ £ pand g £ p*, the elements (¢ vV p*) A pand(q v p) A
A p* are atoms of 2.
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A complete orthomodular lattice 2 = (P, <, 1, 1) is a V-lattice if and only if it
has the covering property.

2. Let a binary relation L be defined on a nonempty set Q satisfying the following
axioms:

(AI) L issymmetric.
(A II) There is an element o of Q such that o L x for all x of Q.
(ATI) If x L x for x of Q then x = o.

In this case we say that on Q orthogonality L is defined, and we write (2, L). Two
elements x and y of Q are called orthogonal if x L y. For an element x of Q and for
any nonempty subset 4 of Q the symbol x L 4 means that x L y for all y of A.
Put 4* ={xeQ:x L A}.

The following statements are valid:
(i) {o}* = @ and Q* = {o};

(ii) If 4 = Q is nonempty then o € A*;

(ii) If A = Q is nonempty then A = A** (here the symbol A** is used for (4*)*;
similarly A*+* for (A*)*');

(iv) If 4 = Q is nonempty and A = B = Q, then B! = A4*;

(v) If A = Q is nonempty, then A* = A*4;

Putting in the sequel S ={4A c Q:0 + A=A} and T={4":0+ 4 c Q},
we have

(Vi) S=T;

(vii) & = (S, =, 2, 1) is a complete orthocomplemented lattice, where

Adi=N4;, VA =(N4), 0={d,
iel iel iel iel

1 =20 for A4;e8, iel.

Let (2, L) and & = (S, =, @, 1) be given. For any nonempty 4 =  there is
a least element B of & such that A = B. Moreover, B = A**.

If A,BeS,then A L B(i.e. A = B*)ifand onlyif x L y forall xe 4 and y € B.

Given a set Q and an element 0 € Q, let & = (S, c, Q, _l.) be a complete ortho-
complemented lattice of subsets of the set 2 such that

(i) {o} is a least element of &;

(i) If I is any nonempty set and 4; € S for i €I, then A 4; = () 4;.

iel iel
We define a binary relation T on Q by: x T y if and only if there is 4 € S such
that x € 4 and y € A*. The relation T defined above is an orthogonality on 2 and
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the complete orthocomplemented lattice (T, <, Q, T) coincides with the lattice .
Given (@, L), we define for x, ye Q

R(x,y) =0 for xLly, R(x,y)=1 otherwise.

The mapping R: 2 x @ —» G (here G stands for the set of all complex numbers)
has the following basic properties:

(a) R(x, y) = R(y, x) for every x, y € Q (here bar denotes the complex conjugate);
(b) R(0, 0) = 0 and R(x, x) > 0 for every x € Q, x * o;
(c) |R(x, »)|* £ R(x, x) . R(y, y) for all x, y € Q.

It is evident that R(o, x) = R(x, 0) = 0 for all x € Q.

A mapping R : @ x Q — G is said to be a quasiscalar product if it satisfies con-
ditions (a)—(c). A pair (@, R) is called a space with quasiscalar product.

Conversely: given a space with quasiscalar product (2, R), we can define a binary
relation L on @ by: x L y if and only if R(x, y) = 0. Then L is an orthogonality
on Q. Another orthogonality on Q is defined by: x L y if and only if Re (R(x, y)) < 0
(here Re denotes the real part of a complex number).

If Q is a Hilbert space and R is a scalar (also quasiscalar) product, then the first
definition leads to the well-known case. The second definition produces the lattice
& = (S, <, Q, 1), where S the system of all closed convex cones with the vertices
situated at the origin; this is an example of a complete atomic V-lattice which is not
orthomodular and also not a C-lattice (cf. [1]).

If (2, L)and & = (S, <, @, 1) are given and A is an atom of &, then 4 = {x}**
for every x € A, x * o.

The following statements are equivalent:

1) & is an atomic lattice.

2) For every nonempty subset B < Q, B+ = {0} there is x € BY, x #+ o such that
{y}* = {x}* forall ye{x}**, y + o.

Axiom (A). Given (2, 1) and & = (S, <, Q, 1), then {x}** is an atom of & for
every x € Q, x =+ o.

If (A) takes place for &, then & is an atomic lattice. Moreover, if A€ S, x € Q,
x # o, then 4 N {x}** = {0} if and only if x ¢ 4.

For a nonempty set @ and o€ Qlet ¥ = (S, <, 2, {0}) be a complete atomic and
antiatomic lattice of subsets of 2 in which the meet is given by the set theoretical
intersection having Q and {o} for the greatest and the least element, respectively.
Put o/ and 4 for the system of all atoms and antiatoms, respectively. An orthogonality
in & can be introduced if the following conditions are satisfied.
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1) Let AeS, A + {o}. If {4}, i e[ is the system of all atoms of & such that
Ajc Aforalliel,then A =V 4,
iel
2) Let A€ S, A # Q. If {Bj}, j € J is the system of all antiatoms of & such that

A < Bforall je J, then 4 = [\ B;.
JjeJ

3) There is a bijection f of o onto % such that

(3.1) Ay, A,est, A cf(4,) imply 4, c:f(AJ.
(3-2) Aes implies A4 N f(4) = {o}.

Axiom (V). Let (2, L) and & = (S, <, Q, L) be given. Let A€ S, {0} + 4 + Q
and xe Q, x ¢ A, x ¢ A*. Then there are atoms A, and 4, of & such that 4, < 4,
A, c A*, and xe A, v A,.

Numerous results of the first part of the article can be used when assuming that the
lattice s satisfies the axiom (A) or (V).
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