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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 100 * PRAHA 15. 2 . 1975 * ČÍSLO 1 

TRANSLAČNÉ STRUKTURY*) 
CENTRÁLNĚ A NECENTRÁLNE TRANSLAČNÉ STRUKTURY 

JAROSLAV LETTRICH, Žilina 

(Došlo dna 16. februára 1973) 

ÚVOD 

V [2] J. ANDRÉ skúmal tzv. translačné struktury. Translačnou strukturou % = 
-= (P, Jěf) nazval incidenčnú strukturu (P je množina bodov, Jžf je množina priamok — 
podmnožin množiny P), ktorá má vlastnosti: 

(t i) Ku každým dvom róznym bodom a,beP existuje (právě jedna) priamka 
L e Jš?, ktorá je incidentná s bodmi a, b. 

(t2) Existuje rozklad množiny š£ priamok na triedy navzájom rovnoběžných pria­
mok tak, že ku každému bodu a e P a každej priamke L e <£? existuje právě 
jedna priamka L' e šč incidentná s bodom a a rovnoběžná s priamkou L. 

(t3) Struktura % obsahuje aspoň tri body neležiace na jednej priamke. 
(t4) Každá priamka struktury % obsahuje aspoň dva rózne body. 
(t5) Existuje grupa T translácií, tranzitívna na množině bodov struktury %. 

Transláciou sa přitom rozumie každá kolineácia, ktorá nechává pevnými buď všetky, 
alebo žiaden bod struktury % a ktorá každú priamku z J5f zobrazí na priamku s ňou 
rovnobežnú. Podlá vety 1.3 v [2] možno zostrojiť každú translačnú strukturu z roz-
delenia nejakej vhodnej grupy. Rozdělením ČP netriviálnej grupy P s neutrálnym 
prvkom oje systém vlastných netriviálnych (tj. od {o} a P róznych) podgrúp grupy P, 
tzv. komponent rozdelenia &, takých, že každý prvok grupy P, rózny od neutrálneho 
prvku, je obsiahnutý právě v jednej komponente z 0. Ak prvky nejakej abstraktnej 
grupy P pripúštajúcej rozdelenie & vezmeme za body a pravé triedy rozkladu 
grupy P podlá komponent rozdelenia 0 grupy P za priamky, tak dostaneme translač­
nú strukturu. 

V tomto článku sa pojednává o centrálnych a necentrálnych translačných štruktú-

*) Práca bola vyhotovená za vedenia V. HAVLA, ktorý mi tiež navrhol tuto tému. 



•rach. Využívajú sa tu poznatky z [2] a [3] o translačných strukturách resp. o rozdele-
niach abelovských grup. Stade sú převzaté aj všetky základné pojmy, s ktorými sa 
v článku pracuje. 

V prvej časti je ukázané, ako možno zostrojiť každú — konečnú alebo nekonečnu 
centrálnu translačnú strukturu, ktorá nie je translačnou rovinou. Příklad 1 je návo-
dom na konštrukciu nekonečnej centrálnej translačnej struktury z rozdelenia ^ , 
ktorého nosná grupa je pravým vektorovým priestorom dimenzie oo nad komuta-
tívnym telesom F a ktorého komponenty sú jednodimenzionálně podpriestory tohoto 
vektorového priestoru. V konštrukcii 1 je daný postup na zostrojenie každej konečnej 
centrálnej translačnej struktury, v ktorej každá priamka obsahuje právě p (p ^ 2 
je prvočíslo) róznych bodov a v ktorej každým bodom prechádza (pn — 1)/(P — 1) 
róznych priamok, kde n = 2 je dané prirodzené číslo. Nosná grupa P rozdelenia ^ , 
z ktorého je táto struktura zostrojená, je direktným súčtom n cyklických grup 
rádu p. Pri n = 2 je táto struktura translačnou rovinou. 

Druhá časť tohoto článku je věnovaná existencii necentrálnych translačných struk­
tur. Sú v nej uvedené dve konkrétné neabelovské grupy, pripúšťajúce rozdelenia, 
z ktorých zostrojené translačné struktury sú necentrálne. Je to grupa zhodných 
zobrazení pravidelného 4-bokého dvojihlana na seba pozostávajúca z ósmich prvkov 
a Frobeniova grupa permutácií 5-prvkovej množiny obsahujúca dvadsať prvkov. 
Obe tieto grupy patria do tried neabelovských grup pripúšťajúcich rozdelenie, ktoré 
André spomína v [2] v poznámke za větou 2.4. 

1. KONSTRUKCI A CENTRÁLNYCH TRANSLAČNÝCH STRUKTUR 

Translácia T Z translačnej grupy T translačnej struktury % = (P, S£) nazývá sa 
centrálnou, ak nechává pevnou (ako celok) nejakú priamku L e ££ a všetky s ňou 
rovnoběžné priamky a len tieto. Ak je každá translácia z translačnej grupy T trans­
lačnej struktury % centrálna, potom translačnú strukturu % nazýváme centrálnou. 
Ako bude uvedené aj v druhej časti, nie každá translačná struktura je centrálna. 
Podlá vety 2.4 v [2] je translačná struktura centrálnou vtedy a len vtedy, ak jej trans­
lačná grupa je abelovská. Teda každú centrálnu translačnú strukturu možno zostrojiť 
z rozdelenia nejakej abelovskej grupy. Avšak nie každá abelovská grupa pripúšťa 
rozdelenie. Veta 1.1 v [3] hovoří, že (aditívna) abelovská grupa P (konečná alebo 
nekonečná) pripúšťa rozdelenie vtedy a len vtedy, ak: 

(a) všetky nenulové prvky grupy P majú rovnaký rád á 
(b) grupa P má hodnosť váčšiu ako 1. 

Hodnostou grupy P sa přitom rozumie maximálny počet lineárně nezávislých prvkov 
grupy P. 

V ďalšom si bližšie všimneme rozdelenia abelovských grup a zavedieme niekolko 
pojmov. 

Nech & je rozdelenie abelovskej grupy P a Q nech je podgrupa grupy P. Potom 



9 n Q je množina všetkých podgrúp X n Q 4= 0, kde Xje komponenta z 9. Množi­
na 9 n Q je rozdelenie grupy Q. 

Podgrupa U grupy P (rozumie sa abelovskej) je ^-přípustnou podgrupou grupy P, 
keď pre každú komponentu X rozdelenia 9 grupy P platí 

U n X = 0 alebo U n X = X . 

Rozdelenie ^ abelovskej grupy P nazýváme geometrickým rozdělením, ak každý 
súčet ^-přípustných podgrúp grupy P je opáť ^-přípustná podgrupa. Nutná a posta-
čujúca podmienka k tomu, aby rozdelenie 9 grupy P bolo geometrickým rozdělením, 
je, aby súčet každých dvoch komponent z 9 bol ^-přípustnou podgrupou grupy P. 

Geometrické rozdelenie 9 grupy P nazýváme planárnym rozdělením, keď existujú 
dve rózne komponenty U, V e 9 také, že je P = U -f V. V opačnom případe hovoříme 
o neplanárnom rozdělení. Geometrické rozdelenie 9 grupy P je planárne vtedy a len 
vtedy, ak pre každé dve rózne komponenty X,Ye9 platí P = X © V. 

Planárne rozdelenia abelovských grup André nazývá kongruenciami. Translačné 
struktury, zostrojené z planárnych rozdělení abelovských grup, sú translačnými rovi­
nami. V týchto sa každé dve nerovnobežné priamky nutné pretínajú, čo v obecných 
translačných strukturách neplatí. Preto translačné struktury (ktoré nie sú translačný­
mi rovinami) budeme konštruovať z neplanárnych rozdělení abelovských grup. 
O týchto rozdeleniach platí (veta 2.3 v [3]): Neplanárne rozdelenia sú právě množiny 
jednodimenzionálnych podpriestorov vektorového priestoru dimenzie aspoň tri 
nad (nie nutné komutatívnym) telesom. 

V nasledujúcom příklade uvedieme konštrukciu nekonečnej centrálnej translačnej 
struktury. 

Příklad 1. Nech F je íubovolné komutativně těleso s charakteristikou 0. Nulový 
a jednotkový prvok tělesa F budeme označovať 0 resp. 1 ďalšie prvky a, b, 
Nech <$je množina indexov, Xt (i e J) neurčité nad F a. PfAj^ = P[XU X2, ..., Xh ...] 
nech je okruh polynómovf^,-)^ = f(A1? X2,..., Xi9...), g(X)j = g(Xu X2, ...,Xh...), 
... neurčitých X{ (i e / ) s koeficientami z tělesa F. Aditívnu grupu (zrejme abelovskú) 
tohoto okruhu označme P; je to vlastně vektorový priestor nad telesom F. Nulovým 
vektorom priestoru P — neutrálnym prvkom grupy P je nulový polynom 0 e P[Ajy. 
Bázu vektorového priestoru P tvoria polynomy 

-ni 2*>2 TU. 
" 1 • A2 A ; . . . . , 

kde všetky tii sú nezáporné celé čísla. Teda dim P = co. Množinu všetkých jednodi­
menzionálnych podpriestorov U,V,... priestoru P označme 9. Ukážeme, že 9 je 
rozdelenie grupy P. 

Každý podpriestor U e9 priestoru P obsahuje spolu s nějakým polynómom 
f(Xi)s + 0 aj všetky polynomy a .f(X)„ kde je a e F, a žiadne iné. Preto móžeme 
označiť u = F-m,. 



Pri tomto označení vždy bude/(A,), + 0 lubovolný polynom z U. Nulový polynom 0 
leží zřejmé v každom podpriestore U e 0>, lebo je 0 . /(A,), = 0 pre každý polynom 
f(Ai)s e P. Každý nenulový polynom /(A,), z priestoru P leží právě v jednom pod­
priestore U e0>, lebo keby /(A,), e U a súčasne /(A,), e V, kde U,Ve0>, tak by 
platilo 

u = l : . / ( ^ = v ř -

Rozdelenie ^ grupy P je zrejme neplanárne. Ak sú totiž U + V dve Iubovolné 
komponenty rozdělenia 0>, potom platí, že U + V == U © V, lebo U n V = 0. 
Preto dim (U + V) = dim U + dim V = 2, čiže U + V c P , 

Z rozdelenia ^ grupy P zostrojíme translačnú strukturu 2 následovně: 
Bodmi struktury X budu prvky grupy P. 
Priamkami struktury X nazveme pravé triedy U + p(A,),, V + q(A,),, ... (P(A,),, 

#(A,), e P) rozkladu grupy P podlá podgrúp U, V,... z rozdelenia ^\ 
Dve priamky U + P(A,)„ V + q(A,),(U, V e 0>; P(A,),, q(A,), e P) zo struktury X 

nazveme navzájom rovnoběžnými vtedy a len vtedy, keď je U = V. 
Transláciami v struktuře X budu zobrazenia í(A,), grupy P na seba, definované 

vzfahom 

(1) WA,),]t(A,), = x(A,), + ř(A,),, 

pričom ř(A,),, x(A,), sú prvky grupy P. 
Eahko ověříme, že sú splněné axiomy (ti) až (t5): 
Nech /(A,),, g(A,), e P sú Iubovolné rózne body. Potom množina F. [/(A,), — 

- d(K)j\ + gC^z)./ Je jediná priamka, spájajúca body /(A,),, g(A,)„ takže X je 
incidenčná struktura a platí aj (t i) . Pretože U + q(A,),, U e&>, q(A,), e P, je jediná 
priamka, idúca daným bodom q(A,), rovnoběžné s danou priamkou U + P(A,),, 
kde P(A,), G P, tak je splněný axiom (t2). 

V množině P existujú tři body 0,1, A, (i je nějaký prvok z množiny ,/), ktoré neležia 
najednej priamke, čiže v struktuře X platí tiež axiom (t3). 

Platnosf axiomu (t4) vyplývá zo skutočnosti, že v tělese F existujú najmenej dva 
prvky 0 a 1. 

Každé zo zobrazení í(A,),, pričom ř(A,), e P, definované vzťahom (1), nenechá 
pevným žiaden bod z P, ak ř(A,), 4= 0 a fixuje každý bod z P, ak í(A,), = 0. Priamka 
u + P(^Í)S v zobrazení ř(A,), přejde do priamky U + [P(A,), + ř(A,),], tj. do priam­
ky rovnobežnej s U + p(A,),. Preto je ř(A,), naozaj transláciou v struktuře X. Mno­
žinu všetkých translácií ř(A,), definovaných vzfahom (1) označme T. Pre každé 
í(A,),, u(A,), e T a každý bod x(A,), e P je splněná rovnosť 

(2) [x(A,),] ř(A,), w(A,), = x(Ař), + [í(Ař), + W(A,),] = [x(A,),] (í(A,), + u(A,),), 

preto zobrazenie q>: ř(At), -> í(A*), je izomorfizmus abelovskej grupy P na množi-



nu T s operáciou násobenia — skladania translácií — a teda aj T je abelovská grupa. 
Ku každým dvom bodom f(k)j, g(/lf), e P existuje právě jedna translácia 

ktorá zobrazuje b o d f ^ ) , do bodu g(iř),. Z toho vyplývá, že v struktuře X je splně­
ný aj axiom (t5). 

Translačná struktura X, ktorú sme tu dostali, určité nie je translačnou rovinou, 
pretože v nej existujú nerovnobežné priamky, ktoré sa nepretínajú. Dokonca platí, 
že každým bodom p(Á.)j e P, neležiacim na priamke U + q{X), (U e 0>, q(Ař), e P), 
prechádza (najmenej jedna) priamka V + P(/l;), (V e &), ktorá nepretína priamku 
U + q(l),. Ak je U = F .f(X)j9f(X)j e P, potom bude V = F. g(X)„ kde g(X), e 
e P stačí zvoliť například tak, aby polynomy f(k), + q(k)j a g(Ař), + p(X)s nemali 
rovnaký stupeň. 

Zostrojená translačná struktura X je centrálna, lebo nosná grupa P rozdelenia ^ , 
z ktorého sme ju dostali, je abelovská. Každá neidentická translácia t(A)j e T je 
naozaj centrálnou. Translácia t(A)s totiž nechává pevnou (ako celok) priamku 
U = F. t(A)s lebo platí 

[F. i(A,),] i f t ) , = F. ! (* ,) , + l & ) , = F. i ^ , ) , . 

Každá priamka U + P(/li)jř, P(Ař), e P, rovnoběžná s priamkou U = F. ř(A,-),, 
zostáva tiež pevnou (ako celok) v translácii t(X)j, keďže (vzhladom na asociatívnosť 
a komutatívnosť sčítania v grupě P) platí: 

[F. <A(), + K W <*,), = [ f- «(*.)-- + K W + ř ( ^ = 
= [F. í(;. (), + í(A(),] + p(A.), = F. t f o ) , + p(A(), . 

O rozdeleniach konečných abelovských grup André v [2] uvádza (veta 4.5): 
Medzi konečnými abelovskými grupami pripúšťajú rozdelenie právě tie, ktoré nie 
sú cyklické a sú elementárně abelovské, tj. všetky nenulové prvky majú rovnaký prvo­
číselný rád p. Preto k určeniu všetkých konečných centrálnych translačných struktur 
stačí poznať všetky konečné necyklické abelovské grupy typu (p9 p9..., p)9 kde p je 
prvočíslo. Každú takúto grupu P dostaneme ako direktný súčet konečného počtu n 
(n _ 2) cyklických grup prvočíselného rádu p (s aditivně zapísanou operáciou). 
Všetky cyklické podgrupy rádu p grupy P tvoria potom rozdelenie 0* grupy P. Teraz 
uvedieme ich konštrukciu. 

Konštrukcia 1. Nech p — 2 je dané prvočíslo a n — 2 prirodzené číslo. Ďalej 
nech Ai9 A2, ..., An sú cyklické grupy (s aditivně zapísanou operáciou) rádu p 
a nech ot (i = 1, 2, ..., n) je neutrálny — nulový prvok grupy A(. Ak at =t= ot je 
Tubovolný prvok grupy Ai9 potom zrejme pre každé i = 1, 2,..., n je 

Ai = ({ai92ai9...9mai9 ...,(p - 1) ai9 pat = 0J, + ) , 



kde ma{ (m je prirodzené číslo, 1 ^ m ^ p) značí súčet m rovnakých sčítancov a f. 
Pripomenieme niektoré známe vlastnosti cyklických grup (prvočíselného) rádu p, 
ktoré budeme v ďalšom potřebovat': 

a) Každý prvok a{ 4= 0ř cyklickej grupy A,, prvočíselného rádu p má tiež rád p. 

b) Ak k je celé, m prirodzené číslo, pričom 1 _: m ^ p, a a f =f= oř je Tubo volný prvok 
cyklickej grupy At rádu p, potom kat = ma{ vtedy a len vtedy, ak k — m = 
s 0 (mod p). Preto móžeme písať o{ = 0a i5 kde Oje celé číslo. 

c) Opačný prvok k prvku mat (m je celé číslo) cyklickej grupy At je — mat. 

d) Ak r, s sú celé čísla a. at + 0/ je lubovolný prvok cyklickej grupy A{ rádu p, 
potom 

ra ř + sat = (r + s) at- = ma,, 

r(sa,) = (rs) a ř = n a ř , 

kde pre nezáporné celé čísla m, n ^ p — 1 platí: 

m = r + s (mod p ) , n = rs (mod p ) . 

e) Každá konečná cyklická grupa At je abelovská. 
Označme P množinu vsetkých možných usporiadaných jj-tíc a = (aí9 a 2 , . . . , an), 

.5? = (b l 5 &2, ..., bn),..., kde a f, fc,-, ... (i = 1,2,..., n) sú luvobolné prvky z cyklickej 
grupy At rádu p, Súčet každých dvoch prvkov a,beP definujme nasledujúcim 
spósobom: 

(3) a + b = (a 1 ? a2, ..., an) + (bl9 b2, ..., bn) = 

= (ax + 6 l 9 a 2 + b2, ..., an + bn) . 

Zo vzťahu (3) vyplývá, že súčet každých dvoch prvkov z množiny P je opáť prvok 
množiny P. Eahko ověříme, že pre takto definovánu operáciu sčítania v množině P 
je splněný asociatívny a komutatívny zákon, takže (P, + ) je abelovská grupa s neu-
trálnym prvkom o = (oi9 o2,..., 0n). Opačným prvkom k prvku a = (aí9 a 2 , . . . , an) 
z grupy (P, + ) je prvok 

- a = —(fli, a 2, ..., an) = ( - a l 5 - a 2 , ..., - a n ) . 

Súčet m (m je prirodzené číslo) rovnakých prvkov a = (ai9 a 2 , . . . , an) z grupy (P, + ) 
označíme tiež ma = m(a l 9 a 2 , . . . , an), pričom podlá (3) platí: 

m (ai9 a2,..., an) = (ma l 5 ma 2 , . . . , man) . 

Rád grupy (P, + ) je zřejmé rovný pB. Každý prvok a =1= 0 z grupy (P, + ) má rád p, 
preto (P, + ) nie je cyklická grupa. 

Nech A\, i = 1, 2,..., n, je podgrupa grupy (P, + ) , pozostávajúca z n-tíc 

(oi9 o2, . . . ,01-.!, ař, 0f-.!,..., 0„) , 



kde a i je prvok cyklickej grupy Ar Grupa (P, + ) je potom direktným súčtom všetkých 
svojich podgrúp A\, i = 1, 2,..., n, lebo každé dve rózne podgrupy A\, Aj (i,j = 
= 1, 2,..., n) majú spoločný právě jeden prvok — neutrálny prvok o a každý prvok 
a 4= o grupy (P, + ) sa dá jednoznačhe vyjadriť v tvare súčtu prvkov po jednom 
vybratých z podgrúp A[, A2,..., An\ 

a = (a1? a2,..., an) = 

= (auo2,...,on) + (oua2,oz,...,on) + ... + (ou o2,..., ou-l9 an) . 

Každá podgrupa A\ (i = 1, 2, ..., n) grupy (P, + ) je zrejme izomorfná s cyklickou 
grupou At a preto móžeme hovoriť, že grupa (P, + ) je diretkným súčtom cyklických 
grúpAt, A2,..., An. 

Pretože rád grupy (P, + ) je pn a rád každého jej nenulového prvku a je p, obsahuje 
grupa (P, + ) právě q cyklických podgrúp Pl9 P2, ..., Pq rádu p, kde 

„ _ pn - -

Tieto podgrupy tvoria rozdelenie 0 grupy (P, + ) , lebo každé dve rózne podgrupy 
Pi9 Pj (i,j = 1, 2,..., q) majú spoločný len neutrálny prvok o e(P, + ) a každý 
prvok a + o z grupy (P, + ) patří právě dojednej z podgrúp Pt — komponent rozde-
lenia 0>, konkrétné do podgrupy, vytvorenej prirodzenými násobkami ma ( l ^ 
ú wi ^ P) tohoto prvku a. 

Z rozdelenia ^ s nosnou grupou (P, + ) zostrojíme translačnú strukturu X rovna-
kým spósobom ako v příklade 1: • 

Bodmi struktury X budu prvky grupy (P, + ) . 
Primkami struktury X nazveme pravé triedy P ř + a(Pie0í, aeP) rozkladu grupy 

(P> + ) podlá podgrúp P,- (i = 1, 2,..., q) z rozdelenia ^ . 
Rovnobežnosť priamok struktury X budeme definovat* takto: Dve priamky 

PÍ + a, Pj + b (P í ? Pj e 0; a, b eP) nazveme navzájom rovnoběžnými vtedy a len 
vtedy, keď P,- = Pj. 

Ukážeme, že struktura X s právě definovanými bodmi, priamkami a rovnobež-
nosťou priamok spina axiómy ( t i ) až (t5): 

Ak a 4= b, a,beP, sú Iubovolné body, potom existuje právě jedna priamka 
Pk + a, ktorá je s nimi incidentná, pričom Pk e 0 je cyklická grupa s generujúcim 
prvkom b — a. To ale znamená, že 2 je incidenčná struktura a platí v nej ( t i ) . 

Bodom aeP prechádza právě jedna rovnoběžka P f + a s priámkou P; + b 
(b eP, Pte 0), teda je splněný axióm (t2). 

Pretože podlá předpokladu je p = 2, každá priamka struktury 3: obsahuje najme-
nej dva body, takže v X platí (t4). 

Keďže je n — 2 (opáť podlá předpokladu), existujú aspoň dve (dokonca najmenej 
tri) priamky idúce bodom o. Každá z nich má ešte ďalší bod rózny od o a preto platí 
aj (t3). 



Platnosť (t5) dokážeme následovně: 

Ku každému prvku t e P přiřadíme zobrazenie i také, že pre každý bod x e P 
platí 

(4) xt = x + t. 

Ak je t =# 0, potom zobrazenie ř nenechá pevným žiaden bod a každú priamku 
P( + a (Pf e ^ , aeP) zobrazí na priamku Př + (a + r), rovnobežnú s priamkou 
Pf + a, teda l je translácia. Množina T všetkých takto definovaných translácií 
struktury 3: je (vzhladom na operáciu skladania) abelovská grupa, co vyplývá 
z izomorfizmu <p : t -» l grupy (P, +) na množinu T. Translačná grupa T je tranzi-
tívna na mriožine P bodov struktury X, pretože ku každým dvom bodom a, b eP 
existuje právě jedna translácia b — a z grupy T, ktorá zobrazí bod a do bodu b. 

Pretože nosná grupa (P, +) rozdelenia 3ř je abelovská, zostrojená translačná 
struktura musí byť centrálna. Ukážeme, že naozaj je každá neidentická translácia 
z grupy T centrálnou. Ak je ž e T neidentická translácia (priradená k prvku t e P, 
t #= o, v izomorfizme q>), potom i nechá pevnou (ako celok) priamku Pk e ^ , kde Pk 

je cyklická grupa generovaná prvkom t. Každá priamka Pk + a (a e P) zostane tiež 
pevná (ako celok) v translácii l, lebo 

(Pk + a) 1 = (Pk + a) + t = (Pk + t) + a = Pk + a , 

takže l je centrálna. 
Priamym výpočtom dá se overiť, že pri n —2 je rozdelenie 9 planárne a teda 

translačná struktura z něho zostrojená je translačnou rovinou. 

2. O EXISTENCII NECENTRÁLNYCH TRANSLAČNÝCH STRUKTUR 

Už na začiatku 1. časti tohoto článku sme povedali, že translačná struktura nemusí 
byť nutné centrálnou, čiže nemusí byť centrálnou každá jej translácia. Existujú totiž 
translačné struktury s neabelovskou translačnou grupou, tj. existujú neabelovské 
grupy, ktoré pripúšťajú rozdelenie. J. André v [2] (poznámka za větou 2.4) spoiftína 
dve skupiny takýchto grup: Grupy D2n zhodných zobrazení pravidelného dvojihlana 
(ktorého podstava je pravidelný n-uholník) na seba*) a Frobeniove grupy permutácií 
nejakej konečnej množiny S. V tejto časti článku uvedieme po jednej konkrétnej 
grupě z oboch spomínaných skupin — grupu D8 zhodných zobrazení pravidelného 
dvojihlana so štvorcovou podstavou a Frobeniovu grupu permutácií množiny S 
pozostávajúcej z piatich prvkov. 

*) Jedná sa o tzv. Dieedergruppen, uvedená vlastnost' ktorých vyplývá z úvah M. SUZUKIHO 
v [4]. Suzuki však tieto grupy v [4] neuvádza. 
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a) Nech je daný pravidelný 4-boký dvojhlan. Vrcholy jeho podstavy označme 1, 
2, 3, 4 a vrcholy súmerné podlá roviny podstavy zasa 5, 6. 
Uvažujme všetky zhodné zobrazenia uvedeného dvojihlana na seba, tj.: otočenia 
ihlana okolo osi 56 ihlana o uhly 90°, 180°, 270° a 360°; osové súmernosti ihlana podlá 
uhlopriečok 13 a 24 jeho podstavy; osové súmernosti ihlana podlá osí stráň 12, 34 
a 14, 23 jeho podstavy 

Všetky tieto zobrazenia sú vlastně permutácie množiny {1, 2, 3, 4, 5, 6} vrcholov 
ihlana a móžeme ich zapísať v tvare súčinov cyklov: 

a . - = ( l ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 ) ( 5 ) ( 6 ) , 
a 3 = (13)(24)(5)(6), 

a 5 = (l)(3)(24)(55), 

a 7 = (14)(23)(56), 

a 2 = (1234)(5)(6), 

a 4 = (1432) (5) (6), 

a 6 = (l3)(2)(4)(56), 

a 8 = (12) (34) (56). 

Priamym výpočtom sa přesvědčíme, že množina D 8 = {ař} = {a., az, a3, a 4, as, 
a6, a-j, as] s operáciou násobenia — skladania permutácií tvoří grupu s neutrálnym 
prvkom a.. Grupová operácia v D 8 je preMadne popísaná nasledujúcou tabulkou: 

Tabulka 1. 
aí a2 

aъ a4 
a5 a6 a7 

as 

aí al a2 aъ a4 
a5 a6 a7 

as 
a2 a2 

aъ «4 a i a7 
as aб a5 

aЪ 
aъ a4 

a i a2 a6 a5 
as a7 

a4 a4 
a i a2 

aъ as a7 
a5 aб 

a5 a5 
as aб a l a l 

aъ a4 
a2 

a6 a6 a7 
a5 

as aъ a i a2 Ч 
a l a l a5 

as a6 a2 a4 
a i 

aъ 
as as aб 

a i a5 a4 a2 
aъ a i 

Z tejto tabulky hněď vidieť, že grupa D 8 je neabelovská, lebo napr. a2a5 
z a7 # a8 = a5a2. 



Zostrojme teraz rozdelenie & grupy D 8 . Použitím tabulky 1 lahko zistíme, že 
množiny 

A1 = \al9 a29 a39 a4} , A2 = {al9 a5}, A3 = {al9 a6} , 

A4 = {al9an}9 A5 = {al9a8} 

sú podgrupy grupy D 8 , vyhovujúce vlastnostiam grupového rozdelenia, pretože každé 
dve majú spoločný právě jeden prvok a1 a každý prvok ax (i = 2, 3,.. ., 8) leží právě 
v jednej podgrupe A} (j = 1,2,..., 5). Preto je 

Š = {Al9 Al9 A39 A49 4 5 } . 

Z rozdelenia 3 grupy D 8 zostrojíme translačnú strukturu X podobné ako v 1. časti 
článku: 

Bodmi struktury X budu prvky grupy D 8 . 

Priamkami struktury X nazveme pravé triedy rozkladu grupy D 8 podlá podgrúp At 

(i = 1, 2,..., 5) z rozdelenia Qt\ 

Al9 Al9 A39 A49 A59 {a59 a69 al9 a8}9 {al9 a5}9 {al9 a6}9 {a29 a7}, {a2, a8}9 

{*3» «5}5 {<*3> «6}» {<*3> <*?}> {<*3> ŝ}» {a4> <*s}, {«4» ^ó}' {<*4> <*?}> {«4» «s} • 

Rovnobežnosť priamok v struktuře X budeme definovat' rozkladom množiny všet-
kých priamok na triedy navzájom rovnoběžných priamok: 

Ai> {<*5> a69 al9 a8} ; 

2̂> {a2, a8}9 {a39 a6}9 {a49 a7} ; 

A39 {al9 a7}9 {a39 a5}9 {a49 a8} ; 
A4> {a2, a5}9 {a39 a8}9 {a49 a6} ; 
A5» {a29 a6}9 {a39 a7}9 {a49 a5} . 

Použitím tabulky 1 móžeme lahko overiť, že v struktuře X s takto definovanými 
bodmi, priamkami a rovnobežnosťou priamok sú splněné axiómy ( t i ) až (t4). 
Platnost* axiómu (t5) ukážeme takto: Ku každém prvku aieD8 (i = 1,2,..., 8) 
přiřadíme zobrazenie a{ grupy D 8 na seba, v ktorom pre každý prvok aj e D 8 (j = 
= 1,2,..., 8) platí 

(5) a fit = ajtti. 

Eahko sa zistí (užitím tabulky 1), že zobrazenie ax je identita a že každé zo zobraze­
ní át (i = 2, 3,. . . , 8) nenechá pevným žiaden bod struktury X a každú priamku 
struktury X zobrazí na priamku s ňou rovnobežnú, tj. že je transláciou struktury X. 
Množinu všetkých translácií at (i = 1,2,..., 8) označme T. Priradenie <p : at -+ a{ 

(i = 1, 2,..., 8) je izomorfizmus grupy D 8 na množinu T s operáciou skladania 
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zobrazení a preto T je tiež grupou. Grupa T je tranzitívna na množině bodov struk­
tury X, lebo ku každým dvom bodom ai9 aj e D8 existuje jediná translácia 

al'1aJeT9 

ktorá zobrazí bod at do bodu a,.. 
Zostrojená translačná struktura X nie je translačnou rovinou. Z rozkladu množiny 

priamok struktury X na triedy navzájom rovnoběžných priamok vidíme, že v struk­
tuře X existujú priamky, ktoré nie sú rovnoběžné a sa nepretínajú. Takými sú napr. 
tieto priamky: {al9 a8} SL {a39 a5}. 

Obraťme teraz pozornosť na centrálně translácie translačnej struktury X. Trans-
Iácie al9 al9 a39 a4 z grupy T nechávajú pevnými (ako celok) obe priamky Aí9 

{a59 a69 al9 a8}9 vytvárajúce jednu triedu rovnobežiek v struktuře X9 preto sú centrál­
ně. Naproti tomu žiadna z translácií a59 a69 al9 a8 nenechá pevnými (ako celok) 
všetky priamky jednej triedy navzájom rovnoběžných priamok struktury X. Napr. 
translácia a5 nechává pevnými (ako celok) priamky Al9 {a39 a6}9 ale priamky {2, a8}9 

{a49 a7} z tej istej triedy rovnobežiek prevádza jednu do druhej. Pretože nie všetky 
translácie z translačnej grupy T translačnej struktury X sú centrálně, je struktura X 
necentrálna. 

b) V tomto odstavci zostrojíme translačnú strukturu z rozdelenia tzv. Frobeniovej 
grupy. 

Definícia. Grupu P permutácií nejakej konečnej množiny S symbolov i, j , . . . 
nazýváme Frobeniovou grupou, ak má nasledujúcu vlastnosť: 

(F) Ak pre prvky i =# j množiny S a permutáciu aeP platí ia -= i a súčasne 
ja = j9 potom je a identická permutácia 1. 

Z tejto definície vyplývá, že každá permutácia z grupy P je jednoznačné určená 
svojím účinkom na dva prvky z množiny S. Ak totiž permutácie a9b eP majú 
rovnaký účinok na prvky i #= j z množiny S, tj. ia = ib, ja = jb9 potom platí 

iab"1 = i a súčasne jab"1 = j . 

P je grupa, preto aj ab'1 je permutácia z P. Podlá definície musí byť ab'1 = 1, to 
znamená a = b. 

Nech je daná množina S = {0, 1, 2, 3, 4}. Zostrojíme Frobeniovu grupu permutácií 
tejto množiny S. Grupa P bude pozostávať právě z týchto permutácií: 

1. identickej permutácie i; 
2. permutácií 

/O 1 2 3 4\ = /O 1 2 3 4\ 
a i ~ VI 2 3 4 Of a% ~ V2 3 4 0 l f 

/O 1 2 3 4\ /O 1 2 3 4\ 
fl3 = l 3 4 0 1 2 J ' ^ = ( 4 0 1 2 3 j ' 

ktoré premiestňujú všetky prvky množiny S; 
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3. permutácií 

/O 1 } 3 4\ 
&1 = ( , 0 2 4 1 3 j ' 

3 4 
4 3 

b, = 
0 
0 3 

dг 

h 

_ /O 1 2 

~ \2 1 O 

_ /O 1 2 3 4\ 

~ Vl 4 2 O 3 / ' 

_ /O 1 2 3 4\ 

~ y 0 4 3 2/ ' 

_ /O 1 2 3 4\ 

~ Vl 3 0 2 4/ ' 

ЃO 1 2 3 4 

4 2 0 

d, = 

e2 

f2 = 

1 2 3 4\ 
3 1 4 2/ ' 

/Ol 

\3 1 

/O 1 2 3 4\ 

V3 O 2 4 1/' 

/O 1 2 3 4\ 

V2 4 1 3 0/ ' 

/O 1 2 3 4\ 

\2 O 3 1 4/ ' 

/O 1 2 3 4\ 
ř ' 3 = ( 0 4 3 2 l j ' 

_ /O 1 2 3 4\ 
C 3 ~ V 4 1 3 0 2 J ' 

/O 1 2 3 4\ 
í / 3 = V43 2 1 0 J ' 

Є-t = 

/з 

0 1 2 3 4 
4 2 0 3 1 

0 1 2 3 4' 

3 2 1 0 4 

ktoré nechávajú na mieste právě jeden prvok množiny S. 

Označme: 
A = {U au 

aъ Ö3> a4Ì > 

ß = {u ьu bъ ЬзЬ 

C = {U c_, c2, c 3 } > 

D = {U du d2ì dз] > 

£ = {U eíђ e2, e3}> 

Ғ = {Ufu f2, /з}. 

Priamym výpočtom sa môžeme presvedčiť, že zjednotenie 

P = A u B u C u D u E u F 

je naozaj hladaná Frobeniova grupa permutácií množiny S = {0, 1, 2, 3, 4}. Operácia 
násobenia — skladania permutácií v P je prehladne popísaná v tabulke 2 na nasle-
dujúcej straně. Z tejto tabulky hněď vidíme, že grupa P nie je abelovská, lebo je 
napr. b_c_ = f2 a c_í>_ = e3. 

Použitím tabulky 2 lahko ověříme, že podmnožiny A9 B, C, D, £, F grupy P sú 
(abelovskými) podgrupami grupy P. Každé dve z nich majú spoločnú len identickú 
permutáciu 1. Každý prvok grupy P, rózny od 1, patří právě do jednej z podgrúp 
A, B, C, D, £, F, preto _? = {A, B, C, D, £, F} je rozdelenie grupy P. 

Z rozdelenia é? grupy P zostrojíme translačnú strukturu £ podobné ako v pred-
chádzajúcich príkladoch: 

Bodmi struktury X budu prvky grupy P. 
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Tabi Гka2. 

1 a\ a2 
aъ a4 b\ b2 bъ c\ c

2 
CЪ d\ d2 dъ e\ e2 eЪ h h h 

1 1 a\ a2 
aъ a4 b\ b2 bз c\ c

2 
CЪ d\ d2 d3 

e\ e2 eЪ h h h 
a\ a\ a2 

aъ a4 1 e2 c2 dъ e\ d\ h eъ bl h bз CЪ h d2 bг 
c\ 

a2 a2 
aъ a4 1 a\ CЪ d\ h bз eъ d2 h eг c\ dъ h bг bi c

2 
e\ 

aъ aъ a4 1 a\ a2 h eъ c\ dъ h b\ b2 
cъ e\ h d2 

c2 e2 d\ bз 
a4 a4 1 a\ a2 

aЪ d2 h e\ h ь2 

eг c2 h bъ c
l bl d\ c

3 
eъ dъ 

b\ b\ h e2 d2 
CЪ bз 1 b2 h aъ dъ a\ h eъ d\ c

l 
a4 

e\ a2 
cг 

bг ь2 
d\ h c2 eЪ 1 bз bi e2 h a4 

e\. aъ cъ h a2 dъ a\ c\ d2 

bз bз e\ c\ h d3 b2 bl 1 a2 d2 
eъ h cг a4 

a\ h cъ d\ e2 
aъ 

c
i 

c
i h dъ bз e\ eЪ h aъ 1 cъ c

2 
e2 h a2 a4 d\ bl b2 

d2 

a\ 
c
2 

c
2 

eъ b2 d\ h a\ dъ e2 
cъ c\ 1 bъ a4 h d2 

aъ h a2 
e\ b\ 

c
3 

c
3 b\ h e2 d2 h a2 d\ cг 1 c

l 
aъ e\ b2 h bз aL dъ a4 

eъ 
d\ d\ h c2 eЪ b2 

a2 h cъ h e\ a\ dъ 1 d2 bi a4 c
l 

aъ bъ eг 
dг d2 

cъ bl h eг e\ a4 h eъ a2 bз 1 dъ d\ c2 h a3 
c\ a\ b2 

dъ dЪ bз e\ c\ h c2 
e2 

a\ aъ b\ h dг d\ 1 a2 b2 h eъ cъ a4 
e\ e\ c

l h dъ bз h d2 
a4 

a\ h d\ cъ b2 

aъ 1 eъ e2 c2 b\ a2 

e2 
eг dг CЪ b\ h dъ a\ c2 b2 

a4 h a2 
c\ h eЪ 

e\ 1 bз aъ d\ 
eъ eъ b2 d\ h c

2 
aъ c\ h d2 bъ a2 h a\ bl e2 1 e\ a4 dз cъ 

h h e2 dг cъ bl 
c\ aЪ eЪ d\ a\ e\ a4 bз c

2 b2 dъ a2 h 1 h 
h h c2 

eъ b2 d\ a4 
e\ d2 b\ dъ aЪ 

c\ a2 
e2 c

3 
a\ bз 1 h h 

h h dъ bз e\ c\ d\ CЪ a2 a4 e2 b2 bl 
eъ a\ aЪ c2 d2 h h 1 

Priamkami struktury X nazveme pravé triedy rozkladu grupy P podlá podgrúp 
z rozdelenia ^*. 

Rovnobežnosť priamok struktury 3, určíme rozkladom množiny všetkých priamok 
na triedy navzájom rovnoběžných priamok. Budu to tieto triedy: 

A9 {bl9 c3, d29 e29 / J , {b2, c2, dl9 e29f7}9 {b3, cl9 d39 el9f3} ; 

B, {al9 dl9 el9 fx}9 {al9 cl9 el9 f2}9 {a39 c2, d29f3}9 {a4, c3, d39 e3}; 

C, {al9 bl9 e39 f3}9 {a29 b2, d3,/J, {a3> b
39 dl9 e2}9 {a4, dl9 el9 f2} ; 

D, {al9 b3, c3, f2}9 {a29 bl9 c2, c j , {a39 cl9 e39 / J , {a4, b2, c2, f3} ; 

£, {al9 bl9 cl9 d2}9 {a29 c3, dl5/3}, {a3, bl9 d39f2}9 {a4, b3, c2, / J ; 

F, {al9 c2, d39 e2}9 {a29 b3, dl9 e3}9 {a39 b2, c3, c j , {a4, bl9 cl9 dt} . 

Použitím tabulky 2 dá sa Iahko ukázať, že v struktuře Z s vyššie definovanými 
bodmi, priamkami a rovnobežnosťou priamok platia axiómy (ti) až (t4). Ukážeme 
len platnosť axiómy (t5): Ku každému prvku t e P přiřadíme zobrazenie í grupy P 
na seba, definované vzťahom 

(6) xt = xt pre všetky xeP . 

Je zřejmé, že 1 je identické zobrazenie. Použitím tabulky 2 móžeme overiť, že každé 
zobrazenie ž, kde t =)= 1, nenechá pevným žiaden bod struktury 3: a každú priamku 
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struktury X zobrazí na priamku s ňou rovnobežnú, tj. že l je transláciou v struk­
tuře X. Množinu, všetkých translácií definovaných vzfahom (6) označme T. Priradenie 
<p : t -*> l je izomorfizmus grupy P na množinu T s operáciou skladania zobrazení 
a preto aj T je grupou. Grupa T je tranzitívna na množině všetkých bodov struktury X9 

lebo ku každým dvom bodom x j e P existuje právě jedna translácia 

x ^ y e T , 
ktorá zobrazuje bod x do bodu y. 

Translačná struktura, ktorú sme tu zostrojili, nie je translačnou rovinou, pretože 
z rozkladu množiny priamok struktury X na triedy navzájom rovnoběžných priamok 
vidíme, že v struktuře X existujú nerovnobežné priamky, ktoré sa nepretínajú. Sú to 
napr. priamky B a {a4, d2, euf2). 

Este třeba ukázaf, že táto translačná struktura je necentrálna. Pomocou tabulky 2 
zistíme, že translácie 7, áí9 a2, a3, a4 z grupy T nechajú pevnou ako celok priamku A 
a tiež ďalšie tri priamky rovnoběžné s A. Sú to teda centrálně translácie. Žiadna zo 
zvyšných translácií z grupy T nenechá pevnými (ako celok) všetky priamky z tej 
istej triedy navzájom rovnoběžných priamok struktury X. Preto viac centrálnych 
translácií grupa T neobsahuje. Z toho vyplývá, že zostrojená translačná struktura nie 
je centrálna. 
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Summary 

TRANSLATION STRUCTURES 
CENTRAL AND NON-CENTRAL TRANSLATION STRUCTURES 

JAROSLAV LETTRICH, 2ilina 

Constructions of all, both finite and infinite, central translation structures are 
described in the first part of the paper, while the second part includes two examples 
of non-central translation structures constructed from the decomposition of non-
abelian groups. 
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