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Casopis pro p&stovani matematiky, rot. 99 (1974), Praha

BRELOTOVY PROSTORY NA JEDNODIMENSIONALNICH VARIETACH

Joser KRAL a JAROSLAV LUKES, Praha

(Doslo dne 20. bfezna 1973)

1. Uvod. V dal§im X znameni jednodimensionélni varietu, tj. Hausdorffiiv topo-
logicky prostor, v némZ kazdy bod mé4 okoli homeomorfni s redlnou osou R!.
Obloukem (resp. kompaktnim obloukem) v X rozumime podmnoZinu X homeo-
morfni s R* (resp. s uzavienym intervalem <0, 1)). Pfedpokladejme, e kazdé otevie-
né mnozin€ U = X je pfifazen vektorovy prostor s, spojitych realnych funkci,
nazyvanych harmonické funkce na U, tak, Ze zobrazeni 3¢ : U > 5y spliiuje nésle-
dujici axiomy.

1. Axiom svazku. Jestlize U < V jsou oteviené mnoZiny a h je harmonicka
funkce na ¥, potom Rest, h (= restrikce funkce h na mnoZinu U) je harmonicka
na U; dile, je-li f funkce na U, kter4 je harmonické v okoli kaZzdého bodu mnoZiny U,
potom f je harmonicka na U.

II. Axiom base. Regularni mnoZiny tvofi basi pro topologii X (relativn& kom-
paktni oteviend mnoZina U < X, jejiz hranice dU je neprazdnd, je regularni, jestliZe
kazda spojita funkce f na 0U ma spojité rozsifeni H}’ na U = U U aU, harmonické
v U; navic nezaporné, je-li f neziporna na oU).

III. Princip minima. Ke kazdému x € X existuje okoli U, tak, Ze na U, existuje
striktn€ kladn4 harmonické funkce a pro kaZzdy kompaktni oblouk C < U, je splnén
nasledujici princip minima: Je-li h spojita funkce na C, neziporn4 na dC a harmonicka
na vnitiku C, je h nezaporna na C.

Dvojice (X, o) splitujici axiomy I, I, III se nazyva harmonicky prostor.

Jelli U = X regularni mnoZina, potom zobrazeni wf : f — Hj(x) je pro kazdé
x € U nezapornd Radonova mira na dU; tzv. harmonickd mira piislusnd k U a x,
jejiz nosi¢ budeme znadit symbolem spt w”. Rekneme, Ze bod x € X je elipticky,
jestlie x ma fundamentélni systém regularnich okoli U takovych, Ze spt w? = 9U.
Harmonicky prostor (X, H) nazveme Brelotii, jestlize kazdy bod X je eliptickym
bodem. .

ProtoZe (X, #) splituje lokalng axiomy H. BAuera ([1], str. 11; viz [6], remark
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2.1), ma svazek # Doobovu konvergenéni vlastnost (limitm’ funkce neklesajici
posloupnosti harmonickych funkci na oteviené mnoZin& U je harmonické, pokud je
koneZn4 na mno¥ing& husté v U). Je-li tedy (X, o) Brelotitv, ma # podle [5], cvi€eni
3.1.3, Brelotovu konvergen¥ni vlastnost (limitni funkce neklesajici posloupnosti
harmonickych funkci na oblasti je harmonické, pokud je kone¢na v jednom bodg)
a podle [6], corollary 2.3, m4 ka¥d4 komponenta X spoetnou basi.

Je-li F funkce na X, oznatme F_,(0) = {x € X; F(x) = 0}. Pro funkce f, g defi-
nované na otevfené mno%in& M < X necht {f, g}, zna¥ mnoZinu viech funkci,
které jsou na ka?dé komponent& mnoZiny M linearni kombinaci funkci f, g.

Bud (R*, &) Brelotiiv harmonicky prostor. Potom podle [6], lemma 1.2, plati:

(@) Je-li B harmonicka funkce na R!' a mnoZina h_,(0) ma hromadny bod, je
h = 0 na R%.

(B) (R*, H) m4 ,,rozsifovaci vlastnost,” tj. kaZd4 harmonicka funkce definovana
na podoblasti prostoru R! se d4 jednozna¥n& roziifit na funkci harmonickou

v celém R! (charakteristika harmonickych prostord s ,,roziifovaci vlastnosti* je
podéna v [7]).

2. Priklady. (A) Budte h, g spojité funkce na R* spliujici ndsledujici podminky:
(i) h, g jsou linedrné nezdvislé na R*,
(ii) mnoZiny h_4(0), g-,(0) jsou isolované a h_,(0) n g_,(0) = 0,
(iii) funkce hg™=* je prostd na ka¥dé komponenté mno¥iny R*\ g_,(0) a funkce
gh™! je prostd na ka¥dé komponenté mnoZiny R* \ h_,(0).

Potom (R, U + {h, g}y) (kde U probihd otevFené mnoZiny v R*) je Brelotiw harmo-
nicky prostor.

Dukaz. Pomoci Borelovy véty se ovéHi axiom svazku. KaZdy interval (a, b), pro
n&z <a, b) = R'\g_,(0) anebo <a, by = R'*\h_,(0), je regularni. Toto plyne
ihned z (jii) jednoduchym vypo&tem: Lehko téZ zjistime, Ze pro kaZdy takovy interval
je spln&n princip minima a nosi¢ harmonické miry @ je pro kazdé x e (a, b)
roven d(a, b).

Poznémka. Jsou-li a < b takové body z g_,(0), %e (a, b) 0 g_,(0) = 0, je
mnoZina (a, b) N h_,(0) jednobodovd a sign h(a) = —sign h(b) + 0. Jestlite
sup h_,(0) = + oo, je i sup g_,(0) =

Dukaz. Funkce hg~! je prostd a spojitd na (a, b) a g(a) = g(b) = 0. Tedy
lim hg~Y(x) = —hm hg"(x) a tyto limity jsou nevlastni. Existuje tudiZ pravé jedno

x-a+

¢ e(a, b), pro néi hg & =o.

(B) Necht —o0 < a <b < +00 a necht # :U v+ ¥y pFifazuje ka¥dé oteviené
mnofiné U < (a, b) vektorovy prostor H#y vSech FeSeni y diferencidlni rovnice
y" 4+ y = 0naU. Pak ((a, b), #) = H(a, b) je Brelotiw prostor.
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Diikaz. Polozime-li h(x) = sinx, g(x) = cos x (x € R'), pak Brelotdv prostor
konstruovany v ptikladu (A) splyva s H(— oo, + o).

Poznamka. Jsou zndmy velmi obecné podminky na diferenciilni operator P
zarudujici, Ze svazek definovany feSenimi rovnice Pu = 0 v otevfené podmnoZin&
prostoru R" ur&uje Brelotiiv prostor; o tom viz napt. [2].

3. Definice. Zobrazeni, které vznikne sloZenim zobrazeni ¢ se zobrazenim Y,
budeme znaéit symbolem ¥ * ¢. Rekneme, ¥e harmonicky prostor (X, o) je harmo-
nicky ekvivalentni (kratce jen ekvivalentni) s harmonickym prostorem (X, ),
jestliZe existuje homeomorfni zobrazeni ¢ prostoru X na X a kladn4 spojitd funkce g
na X tak, %e pro kaZdou otevienou mnoZinu G = X je funkce h harmonickd na G,
pravé kdy? existuje h € #,g,, pro niz h = (qh) * ¢ na G.

Vztah ekvivalence pravé definovany je zfejmé€ reflexivni, symetricky a transitivni.

4. Priklad. Vysettime, kdy prostory H(a,, b,) a H(a,, b,) z pfikladu 2(B) jsou
harmonicky ekvivalentni.

(A) Budte (ay, b,), (ay, b;) omezené intervaly, by, — a; = b, — a,. Potom
H(a,, b,) a H(ay, b,) jsou ekvivalentni.

Dikaz. Polofme ¢ :x +x + (a, — a,) pro xe€(ay, by), ¢ =1 na (a,,b,).
Potom pro x € (a,, b,) jest

4(o(x)) sin ¢(x) = cos (a, — a,)sin x + sin (a, — a,) .cos x,
4(¢(x)) cos ¢(x) = cos (a; — a,) cos x — sin (a, — ay) .sinx,
odkud jiZ lehko plyne tvrzeni.

(B) Necht (—a, a),(—b, b) jsou omezené intervaly, |b — a| 2 4n. Potom
H(~a, a) a H(—b, b) nejsou ekvivalentni.

Diakaz. Necht 0 < a < a + 3n < b. Naleznéme celé neziporné k tak, aby
3kn < a < H(k + 1) n a predpokladejme zprvu, Ze k je sudé. Necht H(—a, a)
a H(—b, b) jsou ekvivalentni, budte ¢, g p¥isluiné funkce z definice 3, ¢ : (—a, a) -
- (—=b, b). V intervalu {a, b) lezi alespoti jeden nulovy bod funkce cos (a sice bod
(k + 1) 4r), kromé toho v intervalu (—a, a) je k nulovych bodd funkce cos. Tedy
mnozina {¢_,(x); xe(—b,b), cosx = 0} ma alespoit (k + 2) riiznych prvki.
Ale2a < (k + 1) m, &ili existuji A, B € (—a, a) tak, %6 0 < |4 — B| < m, cos ¢(A4) =
= cos ¢(B) = 0. Nalezn¥me dale a, f € R' tak, aby

asin x + B cos x = g(¢(x)). cos ¢(x)

pro x €(—a, a). Potom oviem (, B) + (0,0), asin A + fcos A = asin B +
+ Bcos B = 0, tedy sin 4 cos B — sin B cos A4 = sin (4 — B) = 0, coZ jest ve sporu

181



s podminkou 0 < |4 — B| < 7. Je-li k liché, je uvaha obdobna pouze pracujeme
s funkci sin misto cos.

- (C) Nechtk 270 je celé, 4kn < a < b < }(k + 1) n. Potom H(—a, a) a H(—b, b)
jsou ekvivalentni.

Dikaz. Polome 4 = tg b. (tg a)~! > 0a pfedpokladejme pro jednoduchost, Ze k
je liché. Definujeme-li ¢(x) = arctg (4 tg x) + jn pro x e (3(2j — 1), 3(2j + 1) 7)),
i=0,1,.., 3k — 1), o(x)=arctg(4tgx) + tkn pro xe(3kn, a), o(x) =
= —(p(—x) pro x €(—a,0), ¢(}jn) = 4jn, je @ rostouci a spojitd na intervalu
{~a, a) a ¢((—a, a)) = (=b, b). Pro y e (—b, b) dale polozme g(y) = cos ¢_ 1(y)
. (cos y)~*, pokud cos y # 0 a g(y) = 4, pokud cos y = 0. Funkce q je kladn4 a spo-
jita na (—b, b), pfitemZ pro x € (—a, a) plati

4(o(x)) sin (p(x)‘ = % in ¢(x) = cos x . tg ¢(x) = ‘
cos ¢(x)
='cosx.Atgx = Asinx, q(¢(x)). cos p(x) = cos x .

(D) Bud k > 0 celé, a > 0, a + kn. Potom prostory H(0, a) a H(0, kr) nejsou
ekvivalentni. .

Dukazpro |a — kx| 2 = plyne tvrzeni z (A) a (B). Necht |a — kz| < = a pfedpo-
kladejme, Z¢ H(0,a) a H(0, kn) jsou ekvivalentni, budte g, ¢ : (0, a) — (0, k=)
pfisluiné funkce z definice 3. Potom existuji o, B, o', f’ tak, Ze pro kaZdé x € (0, a)
plati

(*) q(q)(x)) sin ¢(x) = asin x + Bcosx,
(**) a(e(x)) cos @(x) = «sinx + B cos x .

Je-li ¢ rostouci na (0, a), potom @(0+) =0, p(a—) = kr a z () plyne g =0
(pro x —» 0+). Tedy 0 = sin a (pro x - a—), odkud « = B = 0. Obdobn? zjistime,
Ze o = B = 01 v pfipadé, kdy ¢ je klesajici.

Shrnuti. Budte \—a, a), (—b, b) omezené intervaly, a < b. Potom H(—a, a)
a H(-b, b)jsou ekvivalentni, prdvé kdy? existuje k = 0 celé tak, fetkn < a < b <
<3k + )=

Dikaz. Bud k celé. Je-li $kn = a anebo 3kn = b, nejsou podle (D) a (A) prostory
H(—a,a) a H(—b, b) nikdy ekvivalentni. Je-li a < 4kn < b, potom H(—a, a)
a H(—b, b) nejsou ekvivalentni podle (B) v pfipad® b — a = in. Jeli viak
Hk—1)m<a<itkn<b<3k+1)n, lze pouzit (C) k pfevedeni na ptipad
Yk—1)rn<a <a<b<b <ik+1)n kde b’ — a’ > 4n a ukazat opét po-
moci (B), Ze ani v tomto p¥ipad® nemohou byt H(—a, a) a H(—b, b) ekvivalentni.

~ (B) Budte a,beR'. Potom H(—o,a) a H(—o,b) jsou ekvivalentni. Také
H(— 0, a) a H(b, ) jsou ekvivalentni.
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Dukaz. V prvnim pfipad® stati poloZit ¢(x) = x + (b — a) pro xe (——oo, a)
q = 1. Je jist& zfejmé, jak je tfeba volit o a g v druhém pfipadé.

(F) Budte a,b,ceR*, a < b. Potom %ddné ze dvou prostoril H(a, b), H(c, + ),
H(— o0, + ) nejsou ekvivalentni.

Diikaz probihd obdobng jako pro ptipad (B).

5. Lemma. Bud (R*, 5#) Brelotav harmonicky prostor, necht f, g jsou nenulové
harmonické funkce na R'. Maji-li f, g spolecny nulovy bod, pak jsou linedrné
zdvislé.

Dikaz. Necht f(xo) = g(xo) = 0. Podle [6], lemma 1.21, je x, isolovany bod
mnoziny f_,(0). Zvolme y > x, tak, aby y¢f_,(0) a aby pro interval {xo, y>
platil princip minima. Necht g(y) = 1 f(y). Potom funkce g — Af se anuluje na
mnozing {x,, y}, tedy na {x,, y), a tedy na R*.

6. Lemma. Bud (R, 5#) Brelotiw harmonicky prostor a necht Hg: = {h, g}z
Potom funkce h, g spliiuji (i)— (iii) z pFtkladu 2(A).

Dukaz. Funkce h, g jsou linedrn& nezavislé (nebot existuje regularni interval).
Mnoziny h_4(0), g_4(0) jsou isolované op&t podle [6], lemma 1.21, a h_4(0) N
A g_-4(0) = 0 podle lemmatu 5. Bud C komponenta mnoZiny R' \ g_,(0). ProtoZe
funkce g zachov4va znameni na C, miiZeme uvaZovat prostor ¢ = {hg™'; h € #c}
viech g-harmonickych funkci na C, ktery tedy obsahuje konstanty. Podle [6],
lemma 1.6 existuje na C ryze monotonni spojitd funkce F a k € R! tak, Ze 9¢, =
{F, k}c. Tedy hg~* = aF + b (a,’b € R!) na C. JelikoZ a # 0, je funkce hg~* ryze
monotonni na C. '

7. Lemma. Bud (R, 5#) Brelotiv harmonicky prostor. Potom existuji funkce
h, g Hg: tak, e Hys = {h, g}g: (a funkce h, g maji vlastnosti (i)—(iii) z 2(A)).

Diikaz. Bud h € 5#¢: nenulova na R!. Za funkci g sta&i vzit libovolnou harmonic-
kou funkci na R!, kter4 je s h na R linearn& nezavisl4. Takova funkce zajisté existuje;
stai vzit regularni interval (a, b), najit feleni g Dirichletovy tlohy g(a) =
g(b) = B, kde A h(b) — B h(a) = 0, a potom rozsifit g z(a, b) na R'. Ziejm& kazda
dal¥i harmonick4 funkce na R! je linearni kombinaci h, g.

8. V&ta. Bud (R', 5#) Brelotiv harmonicky prostor. Potom existuje interval
(4, B) = R* tak, %e (R*, #) a H(A, B) jsou harmonicky ekvivalentn.

Dikaz. Podle lemmatu 7 existuji harmonické funkce h, g na R! tak, Ze g, =
= {h, g}gt. Necht (a, b) je komponenta mnoZiny R*\ g_,(0). MiZeme pfedpokla-
dat, Ze funkce g je na intervalu (a, b) kladna a e funkce y = hg~*' je na (a, b)
rostouci. PoloZme ¢ = arctg * { na (a, b). Potom ¢((a, b)) = (a’, ¥') < (— i=, in);
ptitemZ a' > —3n (resp. b’ < 4m), pravé kdyZ ¥ je zdola (resp. shora) omezen4 na
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(a, b). Definujeme-li funkci g na (a’, b') vztahem g = g * ¢_,[cos, je q kladnd a spo-
jitina (a’, b)a hs ¢_, = gsin na (@', b’). Je-li (a, b) = (— 0, + o0), jsme hotovi.
Necht b < + 0, potom funkce ¥ nemiiZe byt shora omezend na (a, b) (nebot
g(b) = 0, h(b) > 0), tedy b’ = 4n. Necht (c, d) je komponenta mnoziny R* \ k_,(0),
kter4 obsahuje bod b. Potom funkce h je kladn4 na (c, d), funkce ¢ = hg ™! je rostou-
ci v jistém levém okoli bodu b, tedy funkce § = gh™* je klesajici na intervalu (c, d).
PoloZme @ = arccotg » ¥ na (c, d). Potom &((c, d)) = (¢',d’), kde 0 £ ¢’ < in <
< d’ £ 7. Definujeme-li je§t& funkci § na (c’, d') pfedpisem
h*g_,

j=——7—,
sin

je d kladna a spojita na (¢’, d’)a g * $_4 = § cosna(c’, d'). Kroms toho na intervalu
(@, b) A (c,d) = (c, b) je = @ a na intervalu ¢((c, b)) je ¢ = §. Vidime tedy, Ze
homeomorfismus ¢ lze z intervalu (a, b) prodlouZit na (a, d) a funkci g na ¢((a, d))

tak, aby
h(t) = q(e(?)) sin @(t) , g(t) = q(o(r)) cos o(t)

prote(a, d).Jelid = + oo, jsme s ,,prodluZovanim doprava‘ hotovi. Je-lid < + oo,
je d’ = m, vezmeme komponentu mnoZiny R* \ g _,(0), ktera obsahuje bod d a celou
konstrukci opakujeme. Vzhledem k vlastnosti (ii) mnoZin h_,(0), g (0) dostaneme
tvrzeni: Existuje interval (4, B), homeomorfismus ¢ : R' — (4, B) a kladn4 spojitd
funkce g na (4, B) tak, Ze h(t) = q(¢(t)) sin ¢(%), g(f) = q(¢(t)) cos ¢(t) pro viechna
t € R!. Odtud jiZ lehko vyplyva, Ze prostory (R', #°), H(4, B) jsou ekvivalentni.

9. Disledek. Bud X nekompaktni souvisld jednodimensiondlni varieta. Necht #
je takovy svazek funkci na X, Ze (X, 3#) je Brelotiv harmonicky prostor. Potom
existuje interval (4, B) c R* tak, e (X, #) a H(A, B) jsou harmonicky ekviva-
lentni.

10. Poznimka. O souvislosti harmonickych prostori nad otevienou ¢&asti
prostoru R" s feSenimi parciélnich diferenciélm’ch rovnic pojednava pfednaska [3],
kde je uvedena dalsi literatura o této problematice. Vysledky, jeZ se tykaji mnohem
sloZit&j$iho pfipadu n = 2, nejsou oviem jiZ tak elementarni a tplné jako pron = 1.
Poznamenejme, Ze pfi vySetfovanich tykajicich se vicerozmé&rného pfipadu popsa-
nych v [3] hraje podstatnou roli pfedpoklad, Ze mezi harmonickymi funkcemi je
v jistém smyslu mnoho funkci dostate¢né& diferencovatelnych; ekvivalence ve smyslu
vySe uvedené definice 3 se v tomto pojeti neuplatiiuje.
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Summary

BRELOT SPACES ON ONE-DIMENSIONAL MANIFOLDS

Joser KRAL and JAROSLAV LUKES, Praha

A Brelot space (X, #) is a locally connected Hausdorff topological space X
equipped with a sheaf 5 associating with each open set U = X a vector-space 5y
of continuous functions (termed harmonic functions) on U such that the sheaf axiom,
the base axiom and the Brelot convergence axiom hold. Two Brelot spaces (X s .#)
and (X, 57) are termed equivalent if there is a homeomorphism ¢ of X onto X and
a positive continuous function ¢ on X such that, for any open G c X, h e i,
if and only if the function h defined on G by h(x) = g(¢(x)) A(¢(x)) (x € G) belongs
to K.

The purpose of this note is to present an elementary proof of the following result
describing all equivalence classes of Brelot spaces that can be defined on a non-
compact one-dimensional manifold.

Theorem. Let X be a connected non-compact one-dimensional manifold. Given
a Brelot space (X, ) then there are numbers —o0 < A < B < +00 such that
(X, o) is equivalent with the Brelot space H(A, B) determined on (4, B) = {x e R;
A < x < B} by solutions y of the differential equation y" + y = 0; two spaces
H(A, B) and H(A, B) are equivalent if and only if one of the following conditions
holds:

1) All the numbers A, B, 4, B are finite and either B — 4 = B — A or there is an
integer k = 0 such that

kn <min(B~ A4, B - A) <max(B— A, B- ) <(k+1)m.
2) Each of the intervals (4, B), (4, B) is unbounded and different from R'.
)Ad=-0=4d, B=+w=B.
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