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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 98 (1973), Praha

UBER EINE GEWISSE VERALLGEMEINERUNG
DER QUASIFLEKNODALGEBILDE IN S,,_,

Joser DOLEZAL, Brno

(Eingegangen am 11. April 1972)

1. DIE VERALLGEMEINERUNG DER BEGRIFFE
DER QUASIFLEKNODALGEBILDE IN §,,_,

Im projektiven Raum S,,_; (n = 2) betrachten wir ein aus zwei Mannigfaltig-
keiten Vund V zusammengesetztes Paar P von folgenden Eigenschaften: Die Mannig-
faltigkeit V ist ein Monosystem (eine einparametrische Menge) linearer Unterraume
S(u) von Dimension n — 1, die Mannigfaltigkeit V ist ein Monosystem linearer
Unterrdume S(u) von derselben Dimension n — 1. Die Unterrdume S und S nennen
wir die erzeugenden Unterriume der Mannigfaltigkeiten ¥ und V. Beide Mannig-
faltigkeiten befinden sich in Korrespondenz, wobei sich Unterridume, die demselben
Wert des Parameters u e I '(I ist ein offener Intervall) zugeordnet sind, entsprechen.
Wir setzen voraus, daB kein Paar der sich entsprechenden Unterrdume (weiter nur
Raume) gemeinsame Punkte hat.

Wir betrachten nun ein System von 2n reellen Kurven (A4,(u)), (42(x)), ..., (A24(1))
von folgenden Eigenschaften: Jede der Kurven (4,), ..., (4,) schneidet jeden der
Ridume S(u) der Mannigfaltikeit V gerade in einem Punkt und jede der Kurven
(Ap+1)s ---» (A2,) schneidet jeden der Riume S(u) ebenso gerade in einem Punkt.
Dabei werden wir voraussetzen, daB fiir jedes u € I die Punkte 4; (i = 1,2, ...,2n)
linear unabhéngig sind. Sie kénnen also als Ecken des Koordinatensystems gewahit
werden. Die Kurven (4,), ..., (4,) nennen wir die Leitlinien der Mannigfaltigkeit V,
die Kurven (A4,4,), ..., (4;,) diejenigen der Mannigfaltigkeit V. Die Koordinaten
der Punkte A; sollen Funktionen der Klasse C? sein.

Fir Bezeichnung und Summation nach den Indexen 1,2, ..., n werden wir die
Buchstaben r oder s, fiir die Bezeichnung und Summation nach n + 1, n + 2, ...
..., 2n die Buchstaben g oder ¢ und fiir 1, 2, ..., 2n die Buchstaben i oder j benutzen.

Das infinitesimale Verriicken des Koordinatensystems ist durch

(1) dA; = uld,; du
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gegeben. Jeder Punkt Y des Raumes S kann mittels den zum Koordinatensystem mit
den Eckpunkten A4, bezogenen Koordinaten y" bestimmt werden

) ’ Y =y4,

Wenn die Koordinaten y" Funktionen von u sind, so bedeutet (2) eine Kurve Y(u)
der Mannigfaltigkeit V. Die Tangenten zu allen Kurven der Mannigfaltigkeit V, die
durch einen festen Punkt Ye S gehen, liegen in einem linearen Raum

TY = (Al’ A2, ceey An, dY)
Durch Differenzieren der Gleichung (2) bekommt man

. dY = dy'4, + y'(uid, + ul4,) du
und weiter
ty = (A4y, 4z, ..., 4, u'A4,) .

Definition 1. Wenn n lineare Formen u”*1y”, ..., u2"y" fiir ein bestimmtes n-Tuppel
von Koordinaten des Punktes Y € S und ein bestimmtes u = u, durchwegs gleich Null
sind, dann sagen wir, daB der Punkt Yein singuldrer Punkt des Raumes S ist. Punkte,
die nicht singulér sind, nennen wir reguldre Punkte.

Der Raum 7y eines singuldren Punktes Ye S fallt mit dem Raume S zusammen.
Der Raum ty eines reguldren Punktes X € S ist der Beriithrraum der Mannigfaltig-
keit V.

Die Koordinaten jedes singuldren Punktes geniigen dem System von linearen Glei-
chungen

(4) u%y" =0
das in Form eines Matrizenproduktes
(5) © MY=0

geschrieben werden kann. Dabei bezeichnet M die Quadratmatrix

uitt oottt
M= .
ul® L.Louln

und Y die Spaltenmatrix aus den Koordinaten des Punktes Y. Wir werden voraus-
setzen, daB die Matrix M fiir u € I nicht alle Elemente gleich Null hat. Wenn M fiir
u = ug den Rangn — h (0 £ h < n) besitzt, dann wird die Gleichung (5) durch alle
Punkte eines linearen Raumes S,_, (von Dimension h — 1) befriedigt. Umgekehrt,
wenn S,_, der Raum aller singuldren Punkte in S ist, dann hat M den Rang n — h.
Wir nennen S,_,; den singuldren Raum von S.
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Was iiber den Raum S gesagt wurde, kann in dhnlicher Weise iiber den Raum S
ausgesprochen werden: Ein willkiirlicher Punkt Z € § der Mannigfaltigkeit ¥ kann
mittels den zum Koordinatensystem mit den Eckpunkten 4, bezogenen Kordinaten

Z"*1 .., z?" bestimmt werden

(6) Z=z4,.
Der lineare Raum
(7) 'tz = (A"+ 19 All+2’ Py Azn, u;szr)

ist der Beriihrraum der Mannigfaltigkeit V im Punkte Z falls Z € S ein regulérer
Punkt ist, degegen 7, = S falls Z ein singuldrer Punkt desselben Raumes ist. Die
Koordinaten z? der singuldren Punkte befriedigen das System

(8) uyz® =
oder in Matrizenform
©9) NZ =0.
Dabei sind unter N die Matrix
1 1
un+1 CECEEY uz’.
N = :
Upyp - Usy

und unter Z die Spaltenmatrix aus den Koordinaten des Punktes Z zu verstehen.

Definition 2. Ein linearerr Raum S € ¥, dessen alle singuliaren Punkte einen linearen
Unterraum S,_; (0 < p < n — 1) bilden, nennen wir den torsalen Raum der
Mannigfaltigkeit V von der Stufe p. Einen Raum ohne singuldre Punkte bezeichnen
wir als reguldren Raum.

Definition 3. Ein Punktepaar Ye S, Z€ S nennt man das Paar zugeordneter
Quasifleknodalpunkte, wenn die Riaume (ty, Z) und (tz,Y) die Dimensionen n
haben. Den Punkt Y nennt man den Quasifleknodalpunkt des Raumes S, den Punkt Z
den Quasifleknodalpunkt des Raumes S (weiter nur Q-Punkte). Die Gerade (YZ)
nennen wir die Quasifleknodalgerade (Q-Gerade) des Paares der Rdume S, 8.
Wenn u das Intervall I durchliuft, kann fiir jeden Wert des Parameters ein Paar von
zugeordneten Q-Punkten Ye S, Z € S ausgewihlt werden, so daB (Y(u)), (Z(u)) ein
Kurvenpaar bilden. Diese Kurven nennt man zugeordnete Quasifleknodalkurven
(Q-Kurven). Die Regelfliche mit den Leitkurven (Y(u)),(Z(x)) nennen wir die
Quasifleknodalfl iche (Q-Fliche) des P-Paares.

Aus den Definitionen folgt:

a) Wenn die beiden Punkte Ye S, Z € S eines Paares der zugeordneten Q-Punkte
regulir sind, dann gehen die Berithrriume 1y bzw. t, durch den Punkt Z bzw. Y.
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Beide haben die Dimension n. Die Gerade (Y, Z) ist die gemeinsame Tangente
beider Mannigfaltigkeiten V, V.

Der Beriihrrapm 7y schneidet den entsprechenden Raum S im Punkte Z mit den
Koordinaten z¢ = u?y", oder kurz

(10) Z = Mmy.

Ebenso schneidet der Beriihrraum t, der Mannigfaltigkeit ¥ im Punkte Z € S den
entsprechenden Raum S im Punkte

(11) Y=NZ.

b) Wenn ein Raum 7y, der die Mannigfaltigkeit V im Punkt Y beriihrt, den ent-
sprechenden Raum § in einem singuliren Punkt Z durchschneidet, so sind die in der
Definition 3 gestellte Bedingungen fiir die Dimensionen der Ridume (ty, Z), (12, Y)
befriedigt. Die Punkte Ye S der eben erwidhnten Eigenschaft geniigen daher wegen
(10) und (9) der Gleichung

(12) NMY =0.

In dhnlicher Weise ergibt sich fiir die reguliren Punkte Z € S, deren Beriihrriume
den entsprechenden Raum S in einem singuldren Punkt durchschneiden, die Glei-
chung

(13) MNZ = 0.

In beiden Féllen bilden Y und Z ein Paar der zugeordneten Q-Punkte. Den Glei-
chungen (12) bzw. (13) geniigen auBer den reguldren Punkten Ye S, bzw. Z € § noch
alle singuliren Punkte der Riume S bzw. S, da die Gleichungen (12) bzw. (13) die
triviale Lésung MY = 0 bzw. NZ = 0 haben.

¢) Wenn Ye S, Z € S zwei beliebige singuldre Punkte sind, dann haben die Rdume
(ty> Z), (12, Y) die Dimensionen n. Die genannten Punkte bilden daher ein Paar der
zugeordneten Q-Punkte.

Wir werden jetzt alle Q-Punkte und Q-Geraden eines P-Paares aufsuchen. Wir
betrachten zuerst den Fall, wann beide Riume regulir sind, und dann, wann einer
von ihnen oder beide torsal sind.

1. Setzen wir voraus, daB beide Riume S und S regulir sind. Die Ringe der
Matrizen M und N sind beide gleich n. Die Gleichungen (10) und (11) driicken regula-
re projektive Transformationen von S in S und von S in S aus. Durch das Zusammen-
setzen beider Transformationen bekommt man in S eine reguldre Kollineation K mit
der Matrix NM. Punkte, die durch die Kollineation K in sich iibergefiihrt werden,
und nur diese Punkte bilden die Gesamtheit aller Q-Punkte des Raumes S. Analogisch
bekommt man in § durch das Zusammensetzen der Transformationen (11) und (10)
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die Kollineation K mit der Matrix MN. Die durch die Kollineation K in sich iiber-
gefiihrte Punkte bilden die Gesamtheit der Q-Punkte in 3.

Die Q-Punkte in S bzw. in S befriedigen die Gleichungen

(14) «Y = NMY
bzw.
(15) BZ = MNZ

wo «, B von Null verschiedene Faktoren sind. Beide Gleichungen kénnen in folgender
aquivalenter Form geschrieben werden

(16) (NM ~ aE)Y = 0
bzw.
(17) (MN — BE)Z =0

Dabei bedeutet E die Einheitsmatrix.

Da beide Matrizen M, N den Rang n haben, gilt dasselbe auch fiir die Matrizen NM
und MN. Damit beide Gleichungen (16) und (17) eine nicht triviale Losung besitzen,
ist es notwendig und hinreichend, dal « bzw. f die Wurzeln der charakteristischen
Gleichungen '

(18) [INM — oE| = 0
bzw. ’
(19) IMN — BE| = 0

sind. Beide Matrizen NM und MN haben dieselben charakteristischen Wurzeln. In
der Tat, wahlen wir eine der Gleichung (18) geniigende Zahl a + 0, dann hat (16) eine
nichttriviale Losung. Durch das Multiplizieren der Gleichung (16) mit der Matrix M
von links ergibt sich nach Umformung

(MN — oE) (MY) = 0.

Da Y kein singuldrer Punkt ist, hat die letzte Gleichung eine Losung MY = Z und
daher ist « die charakteristische Wurzel der Gleichung

(20) [MN — «E| =0

d.i. der Gleichung (19). Multiplizieren wir die Gleichung (17) mit der Matrix N von
links, so ergibt sich, daB8 jede Wurzel der Gleichung (19) auch der Gleichung (18)
gentigt.
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Bemerkung. Am Beweis wird nichts geindert, wenn die Matrix M oder N oder
beide keine regularen Matrizen sind. Die Matrizen NM und MN haben wieder die-
selbe charakteristischen Wurzeln, wobei eine von ihnen gleich Null ist.

Im Weiteren werden wir wieder voraussetzen, daB M und N regulire Matrizen
sind. ’

Es ist wohlbekannt, daB die Gleichungen (16) bzw. (17) durch die Punkte der
linearen Riume S, _y, S;,—,..., Sg, -1, bZW. S5 1, S;,—1, ... S;,—1 befriedigt
werden, von denen jeder einer von verschiedenen Wurzeln o, a5,..., a, oder
By, B2, .., B der charakteristischen Gleichungen (18) oder (19) entspricht [1]. Die
Indexe s, — 1 (k = 1,..., m) geben die Dimensionen der betreffenden Raume an.
Die Zahlen n — s, sind die Rénge der Matrizen (NM — aE) bzw. (MN — BE).
Die Riume S, _, haben keine Punkte gemeinsam. Dasselbe gilt von den Riumen
S,,~1- Sie heiBen Hauptraume der Kollineationen K und K. Daraus ergibt sich der

Satz 1. Die beiden entsprechenden Rdume S, S der Mannigfaltigkeiten V, V fiir
ein festes u €I seien reguldr. Die Q-Punkte der Riume S bzw. S und nur diese sind
die Hauptrdume S, 1 bzw. S, _; (k = 1,2, ..., m) der Kollineationen K bzw. K.
Sie geniigen den Gleichungen (16) bzw. (17), wenn man in diese nacheinander fir «
und B die Wurzeln der charakteristischen Gleichungen (18) oder (19) einsetzt.

Paare der zugeordneten Q-Punkte bilden: Ein willkiirlicher Q-PunktYe S, _; < S
und der zugeordnete Q-Punkt Z = MYe S, _; < S oder ein willkiirlicher Q-Punkt
Ze S, _, < Sund der zugeordnete Q-PunktY = NZe S, _, = S.

2. Es seien die beiden entsprechenden Riume S, S torsal und zwar S von der
Stufe h und S von der Stufe k. (0 < h < n, 0 < k < n). Die Matrix M hat den Rang
n — h, die Matrix N den Rang n — k. Im Raume S befindet sich der singulare Raum
S,_1, im Raume S der singuldre Raum S, _,.

Die Gleichung (10) driickt jetzt eine singulire projektive Transformation T
von S in S aus. Alle reguldre Punkte Ye S bilden sich mittels T in einen Raum
S,-1-1 = S ab. Die Gleichung (11) driickt eine singuldre projektive Transforma-
tion T, von S in S aus. Alle regulidre Punkte Z € S bilden sich mittels T, in einen
Raum S,_,_, < S ab. Wir setzen voraus, daB S,_,_, kein Unterraum von S, _, ist.
Dann gibt es in §,_,_, regulire Punkte, die sich mittels 7, in Punkte Y€ S abbilden.
Im Raume S entsteht also eine singuldre Kollineation K* = T, T, mit der Gleichung

(21) ‘ Y* = NMY.

Die Matrix NM hat den Rang r < min (n — h, n — k). Deren charakteristische
Gleichung besitzt eine r-fache Wurzel @ = 0 und g (0 < g < n — r) voneinander
verschiedene Wurzeln o, 0 (k = 1,...,q). (Der Fall g = 0 bedeutet, daB die
Waurzeln der charakteristischen Gleichung durchwegs Null sind.) Die Wurzeln o % 0
geben — in die Gleichung (16) eingesetzt — die Hauptriume der Kollineation K*
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und damit Q-Punkte in S. Durch jeden Punkt Y des Hauptraumes geht eine einzige
Q-Gerade durch.

In analoger Weise ensteht in S eine singulire Kollineation K* mit der Gleichung
(22) Z* = MNZ

deren Hauptriume Q-Punkte in S bilden.

Bezeichnen wir weiter mit S, den Raum, der durch den regularen Punkt Ye S und
den singuliren Raum S,_, durchgeht. Es sei U € S, U #+ Y ein beliebiger reguldrer
Punkt und X der Schnittpunkt der Geraden (UY) mit S,_,. Wenn A, und 1, passende
Zahlen sind, dann ergibt sich wegen (5) und (10)

Daraus folgt: Die Beriihrriume der Mannigfaltigkeit V in allen reguliren Punkten
des Raumes S, schneiden den Raum S in einem und demselben Punkte Z. Wenn nun Z
ein singuldrer Punkt ist, bildet er mit einem beliebigen Punkt Ye S, immer ein Paar
der zugeordneten Q-Punkte. Durch den Punkt Z gehen also co* verschiedene Q-
Geraden durch. Alle Punkte, die sich in Z abbilden, befriedigen die Gleichung (12),
die als die Gleichung (16) angesehen werden kann, wenn man in (16) die Wurzel
o = 0 einsetzt. Da die singuliren Punkte — die immer Q-Punkte sind — auch der
Gleichung (16) geniigen, bekommt man den

Satz 2. Die entsprechenden Riume S, S seien beide torsal und zwar S von der
Stufe h, S von der Stufe k(0 < h < n, 0 £ k < n). Die Q-Punkte Ye S und nur
diese befriedigen die Gleichung (16), in der a eine beliebige Wurzel der Gleichung
(18) oder (19) bedeutet. Die Punkte Ze S und nur diese befriedigen die Glei-
chung (17), in der B eine beliebige Wurzel der Gleichung (19) oder (18) bedeutet.

Die Matrizenprodukte NM bzw. MN definieren in S bzw. in S die singuldren
Kollineationen K* bzw. K°.

Paare der zugeordneten Q-Punkte (soweit sie existieren) sind folgende:

a) Ein willkirlicher reguldrer Q-Punkt Y des Hauptraumes S, _, < S der
singuldren Kollineation K* und der zugeordnete reguldre Q-Punkt Z = MY des
Hauptraumes S, _, = S der singuliren Kollineation K* (oder Z€ S, _, und
Y=NZeS,, ).

b) Ein reguldrer Punkt Ye S und ein singuldrer Punkt Z = MYe S;_, (oder ein
reguldrer Punkt Z € S und ein singuldrer Punkt Y = NZ € S,_,).

¢) Ein willkirlicher Punkt des singuldren Raumes S,_, < S und ein willkirli-
cher Punkt des singuldren Raumes §,_, < S.
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2. Q-FLACHEN

In dieser Kapitel werden einige geometrische Eigenschaften der Q-Fliachen be-
handelt. Zuerst fiihren wir die von Bonpiani stammende Definition:

Definition 4. Mit & bezeichnen wir eine durch die Leitlinien (Y(u)), (Z(z)) gegebene
Regelfiiche. Unter dem Abwickelbarkeitsindex der Fliche ® vesteht man die
kleinste Zahl v, fiir die der Rang der Matrix

(29) v, 2,v,2,..,Y", ZM)
kleiner als 2v + 2 ist. [3].

Satz 3. & sei eine Q-Fldche des P-Paares mit dem Abwickelbarkeitsindex v > 1.
Die Tangentenebenen der Fldiche & in den zugeordneten Q-Punkten Y(u)eS,
Z(u) € S haben mit den erzeugenden Riumen S bzw. S je eine Gerade gemeinsam.

Beweis. Wir beweisen z.B., daB die Tangentenebene n (Z € S) der Fliche @ den
Raum S in einer einziger Geraden durchschneidet. Da v > 1 vorausgesetzt wird,
besitzt die Matrix (Y, Z, Y’, Z') den Rang 4 und daher die Matrix

(25) (%,2,72)
den Rang 3.

Wenn Z ein singularer Punkt ist, liegt die Gerade (Z, Z') im Raume S und der
Satz ist bewiesen. Wenn Z ein regulirer Punkt ist, geht der Beriihrraum 1, =
= (A,,H, -ss Agns Z') durch den dem Punkte Z zugeordneten Q-Punkt Y. Es gibt
daher die Zahlen p"*1, . u?"*!, die folgenden Bezichungen geniigen:

(26) Y = I‘loAq + 'u2n+lzl’ ”2n+1 +0.

Wenn p**! = p"*2 = | = p?" = 0 wire, dann hitten wir Y = p?"*1Z’ und der
Rang der Matrix (25) wire kleiner als 3. Da %4, *+ puZ ist (sonst wire der Punkt Z’
von Y und Z linear abhangig), liegt der Punkt X = y°4, im Raum S und wegen (26)
auch in der Ebene ;. Die Gerade (ZX) ist dem Raum S und der Tangentenebene 7,
gemeinsam.

Satz 4. @ sei eine Q-Fldche des P-Paares mit dem Abwickelbarkeitsindex v = 1.
Die Leitlinien der Q-Fliche seien die zugeordneten Q-Kurven (Y) <V, (Z) <V,
die keine stationdren Tangenten besitzen. Eine der Leitkurven ist dann die Riick-
kehrkante der Fldche ®. Die Bezeichnung kann so durchgefiihrt werden, daf die
Riickkehrkante die Kurve (Y) ist. Kein Punkt der Kurve (Y) ist ein singuldrer Punkt
im Sinne der Definition 1. Die Schmiegebene oy der Kurve (Y) im Punkt Y hat mit
dem Raume S gerade den Punkt Y, mit S dagegen eine Gerade gemeinsam.
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Beweis. Da v = 1 ist, hat die Matrix (Y, Z, Y, Z’) fiir jedes u eI den Rang 3
(wire er 2, so wiirde @ in eine Gerade entarten). Man kann also die Zahlen u' (i =
= 1,...,4) — nicht alle Null gleich — finden, daB die folgende Gleichung gilt:

(27) plY + p2Z + p¥Y + u*2' = 0.

Es ist klar, daB beide Zahlen p3, u* gleichzeitig nicht verschwinden kdnnen. Wir
zeigen aber, daB eine von ihnen notwendigerweise gleich Null ist.

Wir setzen fiir einen Augenblick voraus, daB der Gegenteil gilt:
(28) w.out£0.

Da Y, Z fiir u = u, zugeordnete Q-Punkte sind, haben die Réume (ty, Z), (tz, Y) die
Dimensionen n. Wir wissen, daB beide Riume nur die Gerade (Y, Z) gemeinsam
haben. Sollten jetzt beide Gleichungen (27) und (28) richtig sein, so hétten die Rdume
(ty» Z), (t2, Y) die Ebene (Y, Z, Y, Z') gemeinsam. Daher hat man p?. p* = 0.

Wenn p* = 0 ist, hat die Fliche @ nach (27) ihre Riickkehrkante in der Kurve (Y).
Wenn p3 = 0 ist, so ist es die Kurve (Z). Wir werden voraussetzen y* = 0. Man
bekommt dann

(29) YI = AIY + Azz .

Kein Punkt der Riickkehrkante ist ein singularer Punkt. In der Tat, fiir einen singu-
liren Punkt Y gilt Y’ € S und daraus nach (29) auch Z € S gegen der Voraussetzung.

Wir beweisen noch die letzte Behauptung des Satzes 4. Die Schmiegebene oy =
= (Y, Y’,Y") ist wegen (29) durch linear unabhéngige Punkte Y, Z, Z’ aufgespannt.
Der Rang der Matrix (Y, Z, Z') ist 3. Weiter deckt sich der Beweis mit dem Beweis
des Satzes 3. Damit wird bewiesen, daB ¢, mit dem Raum S eine Gerade gemeinsam
hat. Daraus folgt 6y N S = Y.

Im néchsten Abschnitt wird vorausgesetzt, daB in S,,_, eine feste Regelfliche &
gegeben ist. Wir beantworten die Frage, ob es solche P-Paare gibt, die die gegebene
Flache @ als eine Q-Flache besitzen. Wir geben auch die Anzahl der Funktionen an,
von denen die Wahl der P-Paare abhingt.

Satz 5. @ sei eine Regelfliche mit den Leitkurven (Y(u)), (Z(u)) der Klasse C"~1.
Der Abwickelbarkeitsindex sei v = n. Dann kdnnen P-Paare so gefunden werden,
daf @ eine gemeinsame Q-Fliche dieser Paare ist und (Y) und (Z) ihre Q-Kurven
sind. Die P-Paare hingen von 3n* — 9n + 8 willkiirlichen Funktionen eines
Parameters ab.

Beweis. Da v = n vorausgesetzt wird, so hat die Matrix aus den Koordinaten der
Punkte Y, Z,Y’, Z',..., Y1, Z®=D fiir jedes u € I den Rang 2n. Als Ecken des Koor-
dinatensystemes in S,,_, kénnen also die genannten Punkte gewdhlt werden. Man
bezeichne mit ny bzw. n; die Tangentenebenen der Flache & in den Punkten Y bzw. Z.
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Wir konstruieren nun fiir jedes u € I die folgende Reihe von 2n linear unabhéngigen
Punkten: A, =Y, A,eny, A,,; = Z, A,,, € nz. Die Punkte 4, und A4,.2 liegen
auBer der Geraden (Y, Z). Die iibrigen Punkte 4; (i = 3,...,n,n + 3, ..., 2n) sind
beliebige Punkte im Raum S,,_,.

Wir miissen also Funktionen a* in folgender Weise wihlen:

(30)

Al = Y,

Az = agY+ a;Y, + + agZ s

Ay =aY+ayY + ... +a3'Y" Y £ 437 + a3 'Z + ..
R AR

A, =aV+aY +... . +a 'YV £ @ Z + a7 + ...
4 g—ize-1

An+l =Z s

Ayiz = an,,Y + api2Z + apizZ',

Apes =al, Y +ar, Y + .+ al73Y" Y 4 al iZ + a2+ .
oo + a2z

Ay, =ad Y+ a3Y + ...+ a3 YOV 4 g3 Z + a7+
oo+ a2nmize-D

Dabei miissen noch die Bedingung der Unabhiéingigkeit der Punkte Ay,..., A2,
bewdhrt werden und die Relationen

gelten.

a3 +0, apiz+0

Die Punkte 4, ..., 4, spannen fiir jedes u € I den Raum S und die Punkte 4,44, - --
<.y Ay, den Raum § auf.

Wir zeigen, daBl ¢ tatsichlich eine Q-Fliche des P-Paares ist. Aus (30) folgt:

aY = A, —ay -—d3Z,

n+1 o n
,an+zz' = Aprz2 — Ani2Y — api 2.

Durch Einsetzen der rechten Seiten der letzten Gleichungen in

Ty = (A .0y A Y), 1z =(Aps1s e A2ns Z')

iiberzeugt man sich leicht, daB die Raume (ty, Z) und (tz, Y¥) die Dimensionen n
haben. Dies geniigt zur Behauptung, da8 & eine Q-Fliche des P-Paares ist.
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Die Anzahl der Funktionen a} in (30) betragt 2[3 + 2n(n — 2)]. Sie kann noch
vermindert werden.

Der Raum S kann statt 4,, ..., 4, durch die Punkte 4,, ..., 4, aufgespannt werden,
die man in folgender Weise bestimmt: 4; = A4, die Gerade

(41, 42) = (Y, a3Y + azY’ + a32)

ist von dem Koeffizienten aJ unabhingig. Wir setzen a3 = 0. Die Gerade (4,, 4,)
verbindet die Punkte A, und

Ay =aY +a%Z, ay+0.

Die Anzahl der Koeffizienten in A4, ist um 1 kleiner als in 4,. Weiter ist es mdglich
zu schreiben:

As = alY + ay(azY’ + a3Z) + a3Y" + ... + a3 'YV 4
+@Z + ...+ a¥"izmY

ay=ay:ay, ay=(a3a; — a3a3):a;.

Zur Bestimmung der Ebene (4,, 4,, 4;) ist es moglich die Punkte 4, 4, und

(31) Ay =a3Y" +a3Y" + ... + @Z + ... + a3" "1z D

zu nehmen. Die Anzah] der Koeffizienten in A4, ist um 2 kleiner als in A4;.
Unter Voraussetzung a3, + 0 ist es moglich zu schreiben:
Ay = alY + ay(azY’ + a3Z) + a2(adY" + a3Y” + ... + @3Z + ...
e+ a3TIZOD) 4 GYT L
a,=ay:ay, a;=a3:a3, a;=(ala - alal):a} ...
Den Raum (4;, 4,, A3, A,) kénnen wir also durch die Punkte 4,, 4, 43 und
Ag=aY" +...+a, 'YV 4+ a3z + + g1z

bestimmen. Unter der Voraussetzung a§ = 0, suchen wir den nichsten Koeffizienten,
der von Null verschieden ist. Man findet z.B. a3 # 0. Die Gleichung (31) lautet nun:

Ay = aY” + afY"™V) + ..+ o720,
Man schreibt weiter
Ay = aY + ay(ayY’ + a3Z) + alY” + ay(a3Y” + af¥Y™ + ..

veo + a31ZOY) 4 oaly™ o+ L,
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wo @3, a4 ... Ausdriicke sind, die aJ enthalten. Der Raum (4, 4,, 43, A4,) kann
durch die Punkte 4,, 4,, 4; und

-

Ay =aly" +afy™ + ..+ ap 'z

bestimmt werden. Die Anzahl der Koeffizienten in A4, ist um 3 kleiner als in A,.
Wenn wir in dieser Weise fortschreiten, vermindert sich die Anzahl der Koeffizienten
in 4,(r = 2,...,n)umr — 1im Vergleich zu 4,.

Dasselbe Verfahren, durch das wir 4, ..., 4, durch die Punkte A4, ..., 4, ersetzt
haben, kann auch in S durchgefiihrt werden. So bekommt man statt A,.q, ..., Az,
die Punkte A, 1, ..., Az, SchlieBlich konnen weitere 2(n — 1) Koeffizienten durch
Normierung der Punkte A4,, ..., A,, Apy s, ---» A;n Weggeschafft werden, sodaB ihre
endliche Anzahl

2[2+(2n—2)+(2n—3)+...+(2n——n+1)—(n—1)]=3n2—9n+8
gleich ist.

Satz 6. Die Kurve (Y) der Differentialklasse C*"~! sei als Riickkehrkante einer
abwickelbaren Fliche ® gegeben. Wir setzen fiir alle u € I voraus, daf

v, Y,Y",..,.Y®" D %0
gilt.
Dann gibt es P-Paare, fiir die @ eine gemeinsame Q-Fliiche ist. Die P-Paare
héngen von 3n* — Tn + 6 Funktionen einer Verdnderlichen ab.

Beweis. Die Fliche & hat den Abwickelbarkeitsindex v = 1. Sollte sie eine
Q-Flache sein, ist es gemdB dem Satz 4 notwendig, daB (Y) mit einer Q-Kurve des
gesuchten P-Paares zusammenfallt. Jeder erzeugende Raum S(u) fiir u € I ist so zu
wihlen, daB3 er durch den Punkt Y durchgeht, doch mit der Beschrinkung, daB er mit
der Schmiegebene ¢ = (Y, Y’, Y”) nur den Punkt Y gemeinsam hat.

Wir wahlen die Kurven (4,(u)), ..., (4,(«)) so daB fiir alle u €I die Punkte
(32) Y,Y,Y", Ay, Ay, ..., A,

linear unabhangig sind. Die Punkte Y = 4, 4,, ..., 4, bilden eine Basis des Rau-
mes S. .

Die erzeugenden Raume S(u) sind so zu wahlen, daB sie mit ¢(u) immer eine Gera-
de gemeinsam haben. Man wihle also die Kurven (4, (1)), (4,+2(u)) so daB jede
von ihnen die Schmiegebene o(u) in einem Punkte durchschneidet, der verschieden
von Yist, und weitere Kurven (A4, 3(u)), ..., (42,(«)) so daB fiir u e I die Determinante

!Ah A2a soey A2nl
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von Null verschieden ist. Die Punkte Ay4 1, - --» A2q bilden eine Basis des Raumes S.
Die Raume S, S sind erzeugende Riume der Mannigfaltigkeiten V, V.

Zusammenfassend bekommt man

Al = Y,
A, = aSY+ aly'+ afY" +.. +a"ly@nn,
A, = aY+ alY'+ alY' + ...+ a¥ly@nb,

] 1 2 ”
Anrz = AuiaY + Y + agi0Y",

0 1 2 " 2n—1y(2n—-1
Apys = Guia¥ + apsY + apeaY" + o+ 157D,

Az = @Y+ ay¥ + @Y+ .. +ayTlyeh,

Gpey 0,  aj, 0.

Die Anzahl der Funktionen, von denen die Wahl der Eckpunkte 4,, ..., 4,, ab-
héangig ist, kann wieder vermindert werden. In dhnlicher Weise wie im vorangehenden
Falle sind die Punkte 4,, ..., 4, des Raumes S durch die Punkte 4,, ..., 4, zu er-
setzen. Die Anzahl der Koeffizienten, die die Punkte A, (r =2,..., n) bestimmen, ist
um r — 1 kleiner als die der Punkte A,. In analoger Weise werden die Punkte 4, 5, ...
..., A,, eingefiihrt. Durch Normierung der Punkte 4,, ..., 4,, ist es mdglich noch
2n — 1 Koeffizienten abzuschaffen. Deren Gesamtanzahl ist also

CGn—=1)+@2n-2)+...+2n—n+1)+2+2+2n—-2) + ...
o+ (@n=n+1)—(2n—-1)=3n*-Tn +6.

Durch die Wahl der Punkte A; sind die notwendigen Bedingungen des Satzes 4
fiir Existenz der Mannigfaltigkeiten V, V erfiillt. Wir zeigen, daB diese Bedingun
gen auch hinreichend sind.

Wir setzen z.B.
Z=Ap1 =08 Y+Y, Ay =0a,,Y +Y".
Dann bekommt man
Z' = Aper + [a7%1 — adis(aney — atin)]Y + (a941 — Ga22) Z.

Man kann sich jetzt leicht iiberzeugen, daB die Raume (y, Z), (72 Y) die Dimen-
sionen n haben. Daher sind Y, Z zugeordnete Q-Punkte, (Y, Z) die Q-Gerade und @
die gemeinsame Q-Fliche der betrachteten P-Paare.
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