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&asopis pro p&stovini matematiky, rot. 98 (1973), Praha

REPER SITE NA PLOSE

LiBuSE MARKOVA, Olomouc
(Doslo dne 13. prosince 1971)

Studium kf¥ivek na plose v trojrozmérném prostoru patfi k zdkladnim problémiim
diferencialni geometrie. R. N. SE&ERBAKOvV uZitim Cartanovych metod konstruuje
pohyblivy reper plochy, ktery je invariantné spojeny s libovolnou vrstvou kfivek na
ploge [2], pozdgji charakterizuje obecn& metodu reperaZe subvariet dané variety pro
specialni typy variet [3]. K. SvoBoDA, V. HAVEL, I. KoLAR v préci [6] zobecnili
S&rbakovovu metodu a vyloZili obecn& zpiisob konstrukce kanonického reperu
systému subvariet.

Tento ¢lanek navazuje na uvedené vysledky a uvadi dal8i konstrukci reperu sité
k¥ivek na ploSe v trojrozmérném ekviafinnim prostoru, ktera je odli¥na od konstrukce
uvedené v Elanku [1]. Vychazi ze stejnych pfedpokladii o uvaZovanych funkcich. Na
nerozvinutelné plose P je dana sit § = {@1, @2}. Vrchol M pohyblivého reperu R
je ztotoznén s bodem plochy P a vektory e,, e, reperu R patfi do zamé&feni tené
roviny plochy v tomto bodé.

V tomto stadiu byl v [1] reper R pfipojen k siti tim, Ze se ztotoZnily pfimky (Me,),
(Me,) v bod& M s tednami ke k¥ivkam vrstev @, @, v tomto bodg. Toto ptipojeni
se délo fixaci dvou tzv. vyzna&nych parametrit sité, které odpovidaly formam
3, T2. Reper, ktery zavisi pouze na hlavnich, tj. na parametrech plochy, a vyznag-
nych parametrech sité nazveme polokanonicky.

1. Konstrukce polokanonického reperu R plochy P vzhledem Kk siti S.
Pro tento reper plati
dm = w'e;, de; = w'e, i,k=1,2,3,
jednak obvyklé rovnice struktury ekviafinniho prostoru a dale
1) 0*=0, o} =a0'+bo?, o)=bo'+ cw’.
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ProdlouZenim rovnic (1) 1ze ziskat

) -da — a(30] + 0?) — 2bw? = mo! + nw?,
db — 2b(w] + ®3) — aw; — co? = nw' + pw?,
de — c(w} + 3w}) — 2bw; = po' + w?.

JelikoZ plocha P je nerozvinutelna, lze provést fixaci

3 b> —ac=1.

Ufitim (3) dostavame z (2) rovnici

)] -2} + @) = Fo' + Gw?,

kde

F = }(2bn — ap — cm), G = ¥(2bp — aq — cn).

Pokradujeme-li v prodluZovéni rovnic (4), miZeme provést dal3f fixaci F = G = 0.

Nyni reper zavisi na tfech vedlej§ich parametrech, které odpovidaji tfem nezéavislym

formam 7} = —nZ, n2, 7} a urduji polohu vektorii e, e,, e, + e, v te¢né roving

plochy P. Fixujeme jeden ze zbyvajicich parametrii. Pfedpokladame-li, Ze ani jedna
vrstva parametrickych k¥ivek neni asymptoticka, je a & 0, ¢ + 0. Pak vektor e; + e,
volime za te¢ny vektor asociované konjugované sit& (viz [1]), coZ odpovida volb&

(5) a=c.

Polokanonicky reper R plochy P vzhledem k siti S je pak déan nasledujici soustavou
rovnic

(6) dm = w'e; + w?e,,
de, = wie, + wle, + (aw' + bw?)e,,
de, = wie, — wie, + (bw! + aw?) e;,

de; = (M 0! + M,0%) ¢, + (N;0' + N,0%) e,

kdeMl ha_bkMz—ka—lel_ka_thz la—kb,bz—
aM "aNl"bM1+bN2—0

I
[
.

o} ={;{(p — mo' + (g — n)o® + 260} — od)} .
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Soustava pFislu$nych vnéjiich rovnic je pak

(7)) (da - 2aw] — 2bw?) A 0 + (db — a0} — aw}) A ©* =0,
(db — aw? — aw)) A @' + (da + 2a0; — 2bw}) A ©? =0,
(dM, + Nw; — Myo}) A @' + (dM; + 2M,0] + N,0; — Ma}) A ©* =0,
(dN; — 2N 0] — M 0} — N,0?) A @' + (AN, — N,0; + M,0?) A w? = 0.

Liboviile fedeni soustavy (6) zavisi na tfech funkcich dvou argumenti.

2. Geometricka charakteristika reperu R.

Z piedchozi volby vyplynulo, Ze sméry e, e, jsou teéné ke kfivkam sité S. Zbyva
stanovit smér vektora e;. V knize [2] kap. III. §21. je sestrojen kanonicky reper
plochy P. Jeho vektory &4, ¢, jsou tenymi vektory asymptotickych k¥ivek. Vektor &,
uruje smér afinni norméaly plochy. Uréime vztah mezi kanonickym reperem a na$im
reperem R. Z rovnic asymptotickych k¥ivek obou reperii 1ze odvodit nasledujici relace
mezi formami obou reperii

8) o' = k(=b — 1) v' + ky(—=b + 1) v?,
®? = kav* + kyav?,

kde v?, v? jsou Pfaffovy formy pfislu§né kanonickému reperu. Mezi vektory obou
reperil pak plati nasledujici transformad¢ni rovnice
(9) 81 = kl{('—'b - 1) el + aez} Py

&, = ky{(—b + 1) e, + ae,},

&3 = Slel -+ Szez + k3e3 .
Diferencujeme-li (9) a bereme-li v ivahu (6) a soustavu diferencialnich rovnic kano-

nického reperu, ziskdme fadu vztahli mezi koeficienty a invarianty obou reperd,
z nichzZ lze vyjmout

(10) k=1, §;,=5,=0,

a dale

6 — 1 Z, k6=L_Z_.L
YU sz, P 8Kz,

kde Z, = 2an(b + 1) — m(b + 1)* — a®p, Z, =2an(b — 1) — m(b ~ 1)* — a?p.
Z (10) okamZit& vyplyva:
Vektor e; reperu R patii sméru, ktery uréuje afinni normdlu plochy v bodé M a je

stejné normovany jako ¢ u kanonického reperu plochy.
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3. Kanonicky reper sité na ploSe.

Rozhodneme-]i se nyni pro sit se specidlnimi vlastnostmi, l1ze kanonizaci dokondit
pouze prodluZovanim rovnic (2) nebo rovnic

(U;=M1(OI+M2602, (J)§=N1w1+N2w2

a ziskdme pro variace koeficientii podle vyzna¢nych parametrt vztahy

2aém = 3mbn; + (6an — 3mb) ni, oM, = Nn) + M,n?,
2aén = (nb + 2am) n; + (4ap — nb)nf, M, = —2M;n — N,ny + M7},
2aép = (4an — pb)ny + (2aq + pb)n}, N, = 2N,n} + (N, — M,)n},
2a6q = (6ap — 3bg) m; + 3bgn?, 0N, = Nni — M,n?.

Pak je mozné volit:

a) m = 0, g = 0 za pfedpokladu, Ze np + 0,

b) m = a, g = a za pfedpokladu, 7e b> — (5b — 2an) (5b — 6ap) * 0,

¢) M, = N, = 0 za pfedpokladu, Z¢ M;N, * 0,

d) M, = N, = 0 za pfedpokladu, Ze N;M, = 0.

Geometrické vlastnosti zvolenych siti ukdZeme v dal§im.

Pokud dal3i specialni poZadavky na sit neklademe, stadi pfedpokladat, Ze jsme
tuto sit jiZ vybrali, coZ ve skutenosti znamena pokladat formy w?, }; za hlavni, tj.
poloZit

0! = to! + ue?, o) =fo' + go®.

Pak reper je uréen soustavou

(11) dm = o'e, + w’e,,
de, = (ro' + sw?) e, + (to' + un?) e, + (an! + bw?) e,
de, = (fo! + go?) e, — (ro' + s0?) e, + (bo! + aw?)e;,
de3 = (lel + Mzwz) ey + (lel + Nzwz) e,.

Soustava vné&jiich rovnic je pak

dr A 0!+ ds Awi=(rf—su—fu+gt—2rs——M1b+M2a)w1Aa)z,
dt Aw'+du Aw?=(=3st+ru+tf—u?—Nib+ Nyua)o' A o?,

da Ao'+db A w?=(—2as—2bn+ af + at) o' A 0?,

db Aw'+da A w?=(—as— 2ar — au + br + fi) o' A o?,

df Ao'+dg A@®=(f*—-2gr—gu— Ma + Mb) o' A ©?,
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dMl A a)l + sz A (02 =(M1f— Mzu - 2M2r - N2f+ ng)wl A a)z,
dN; A @'+ dN, A @* =(—M,t + Mju — 2Nss + 2N, f — Nu) o' A @?.
Mezi 12 funkcemi na levé stran& rovnic vné&j§iho systému jsou t¥i zavislosti —ru +

+ ts = —fu + gt, (3), (6) a podle Bachvalovy v&ty ([2] kap. III. §21.) libovile
feSeni zavisi na dvou funkcich dvou argumentd.

4. Geometricky vyznam invarianti kanonického reperu sité.

Ze zadani repera je zfejmé, Ze obé vrstvy kiivek @, @, jsou vzajemné rovnocenné
a Ze pfechod od vrstvy @, k vrstvé O, se d&je nésledujici zaménou

1 rt a f b M; N,
2 -s g a ub N, M,

K urdeni geometrického vyznamu invariantd stadi tedy urcit vyznam invarianti
jednoho fadku.

Koeficient b. Rovina z = 1 protne paraboloid svazku zékladnich kvadrik
v hyperbole, jejiZ vrcholy jsou (+1/\/b, +1//b).

Koeficient a. Charakteristika obalky rovin (X — M, e, e;) = 0 pfi pohybu
! = 0 je protata pramétem hofejsi hyperboly do roviny z = 0 rovnob&zng s e;
v bodech (+./—a[b, +1/./—a).

Koeficient f. P = M = (1/f) e, je ohniskem kongruence P = M + ae,.
Koeficient t. Oskulaéni rovina k¥ivky w? = 0 je urdena vektory e,, te, + ae;.

Koeficient r. Prisenice roviny (X — E;, e;, de,),..o =0 kde E; = M + e;
s rovinou x = 0 ma sm&r uréeny vektorem (0, —r, b).

Koeficient M,. Charakteristika obalky rovin (X — M, e,, &;) = 0 pfi ® =0
je sméru (0, M,, —f).

Koeficient N,. Charakteristika obalky rovin (X — M, e,, e;) = 0 pfi ®* = 0 je
sméru (N, 0, —¢).

Fixace (a). Za soufadné kfivky sit& jsou zvoleny takové k¥ivky, pro které priisedné
kfivky plochy s rovinami y = 0, x = 0 mély s parabolami z = }ax2, z = }ay?
v daném bodé M plochy P dotyk aspoii tfetiho fadu.

¥ ¥

Fixace (b) voli za soufadné kiivky takové, pro né&’ ptislugné priseéné k¥ivky maji
afinni normaly ur&ené sméry (1, 0, —3a), (0, 1, —3a) (viz [2] kap. L. §8.).

Fixace (c), (d). Fixace (c) uréuje takové soufadné kfivky, pro které charakteristika
obalky tenych rovin (X — M, e,, e;) = 0 pfi ®' = 02 w? = 0 je sméru e,. Analo-
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gicky vyznam ma4 fixace (d). Lze rovn&Z ukézat, Ze pfi fixaci (c) je jedno ohnisko
kongruence P = M + te; nevlastnim bodem, pfi fixaci (d) jsou ohniska této kongru-
ence soumé&rn& poloZena vzhledem k bodu M plochy P na afinni normaéle plochy.
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Summary
MOVING FRAME OF A NET ON A SURFACE

LiBUSE MARKOVA, Olomouc

In this article the construction of a semicanonical and canonical moving frame
of an arbitrary net S on a surface P in unimodular threedimensional space is suggested
and its geometrical characterisation is given. Besides that the geometrical meaning
of some invariants of the canonical moving frame is given.
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