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Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 98 (1973), Praha

ULOHY A PROBLEMY

POZNAMKA O SEMIREGULARNICH MNOZINACH

V tomto &asopise, ro. 97 (1972), str. 334, byla J. KRALEM pfedloZena nésledujici

Uloha &. 1. Necht U je resolutivni mnoZina s hranici U* % @ v harmonickém
prostoru X (viz [1]) a oznaéme pro kaZdy kompakt K < X symbolem C(K) prostor
viech spojitych (kone&nych) redlnych funkei na K. Kazdé funkei f e C(U*) je tedy
pfifazena harmonicka funkce H}’ na U, kterd je zobecn&nym feSenim (v Perronové
smyslu) Dirichletovy tlohy p¥isluiné k mnoZin& U a okrajové podmince f. Necht U,
zna®i mnoZinu viech x € U*, pro n&z lim HY(y) = f(x) pro kaZdou funkci f € C(U*).

y=x
yeU

MnoZina U se nazyvéa semiregularni, jestlize pro kazdou funkci f € C(U*) lze pfislus-
nou funkci H{ rozifit na F € C(Uu U*). Je-li U semiregularni, pak U, je kompaktni.
Obraceni tohoto tvrzeni neplati v Bauerovych harmonickych prostorech. Rozhodnéte,
zda obracené tvrzeni plati v Brelotovych prostorech (nebo alespoii v harmonickém
prostoru indukovaném klasickymi harmonickymi funkcemi na n-rozmérném eukli-
dovském prostoru X = R"), tj. rozhodn&te o spravnosti nasledujiciho

Tvrzeni. Necht' X je Brelotiv prostor a bud U = X relativné kompaktni oteviend
(a tedy resolutivni) mnoZina, U* % 0. Pak U je semireguldrni, prdvé kdys U, je
kompaktni.

V této poznamce dokdZeme jedno tvrzeni o semiregularnich mnoZinach a jeho
aplikaci na parcialni diferencialni rovnice.

Oznadeni. Je-li M mnoZina v topologickém prostoru, ozna&ime M jeji uzavér
a int M jeji vnitfek.

Lemma. Necht'U je relativné kompaktni otevFend resolutivni mnoZina v harmonic-
kém prostoru X, U* # Q. Pfedpoklddejme, Ze mnoZina U* — U, je poldrni. Potom
platiU* — U, cint U.

Diikaz. Necht xe U* — U, a Y je oteviené souvislé okoli bodu x takové, Ze
YAU,=90. Ozname P=Yn(U*-U,), ,=UnNnY, Y, =Y U. Ziejmd
plati Y- P =Y, U Y,, ,nY, =Y, nY, =0a Y, + 0. UvaZujme nyni Y jako
harmonicky prostor. Podle pfedpokladu je U* — U, polarni mno¥ina v X a tedy P
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je polarni podmnoZina souvislého harmonického prostoru Y. Z toho plyne, Ze
mnoZina Y — P je souvisla ([2], Proposition 6.2.5), tak7e Y, = @. Vidime, 7e Y < U
a tedy xeint U.

Véta. Necht U je relativné kompaktni oteviend resolutivni mnoZina v S-harmo-
nickém prostoru X, U* = 0 a necht mnoZina U* — U, je poldrni.

Jestlize U, je kompaktni, potom je U semireguldrni.

Dukaz. Necht f € C(U*). ProtoZe X je S-prostor, je funkce H}' omezena harmonic-
ka funkce v U ([2]. Proposition 2.4.1.b). Zvolme x € U* — U, a bud Y oteviené okoli
bodu x takové, Ze Y < int U — U, (podle lemmatu takové okoli existuje). UvaZujme
nyni harmonicky prostor Y a oznaéme F = U* — U,. Potom je F n Y uzaviend po-
larni podmnoZina harmonického prostoru Ya tedy omezenou harmonickou funkci Hy
v Y — F lze spojité (dokonce harmonicky) rozsifit na celé Y ([2], Corollary 6.2.5).
Specialng tedy pro kazdé x € U* — U, existuje vlastni lim H{(y). Odtud jiZ snadno

y=x
yeU

plyne, Ze U je semiregularni.

Diisledek. Necht X je B-harmonicky prostor se spocetnou bazi a necht v X plati
axiom polarity. Bud U < X relativné kompaktni oteviend resolutivni mnoZina
s neprdzdnou hranici.

Pak U je semireguldrni, prdavé kdyZ U, je kompaktni.
Diikaz. Tvrzeni okamZit& plyne z dokazané véty a z [2], Corollary 9.1.3.

Poznamky. 1. Vysledek zformulovany v dusledku lze pro harmonické prostory
splfiujici dodate€né pfedpoklady odvodit z v& o Choquetovych simplexech ([3],
Theorem 3.9). (V citované praci se pfedpoklada, e X je souvisly harmonicky prostor
ve smyslu Baureovy axiomatiky, v némzZ konstanty jsou harmonické, body polarni,
nezaporné harmonické funkce odd&luji body a plati axiom D.)

2. V Brelotové prostoru obecné nemusi byt mnozina U* — U, polarni; existuji
tedy Brelotovy prostory, v nichZ neplati axiom polarity ([2], Exercise, 6.3.10). Na
druhé strang existuji harmonické prostory splitujici pfedpoklady tvrzeni uvedeného
v diisledku, které nejsou Brelotovy ([2], Exercises 3.1.7, 9.1.3). KaZzdy P-harmonicky
prostor se spodetnou bazi spliiujici domina¢ni axiom splfiuje viak axiom polarity
([2], Corollary 9.2.3). Poznamenejme, Ze dileZité ptiklady Brelotovych prostort,
indukovanych feSenimi parcidlnich diferencidlnich rovnic eliptického typu, jsou
$B-prostory, v nichZ plati domina&ni axiom.

Jako aplikaci tvrzeni uvedeného v disledku odvodime jedno tvrzeni tykajici se
fedeni parcialnich diferencialnich rovnic. '

Necht X je oteviend podmnozina euklidovského prostoru R" (n 2 2) a necht
a;;, by, ¢ (i,j = 1,..., n) jsou spojité realné funkce na X takové, Ze a,; = aj;, matice
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(ay;) je positivng definitni v kaZdém bod€ z X, funkce a;;, b;, ¢ jsou lokalng lipschi-
tzovské a ¢ £ 0. Pro kaZzdou otevfenou mnozinu U = X bud .#(U) mnozina viech
realnych funkci h na U t¥idy C? takovych, Ze na U plati

(») z= zb—+ch—o

0x; 0xj

Potom je (X, o) Brelotiiv harmonicky prostor splitujici domina&ni axiom. JestliZe
je Y« Y c X oteviena mnoZina, je (Y, #) P-prostor. Je-li U = U = X oteviena
mnozina, pak pro x € U* plati x € U,, pravé kdyz x je regularnim bodem mnoZiny U
pro Laplaceovu rovnici ([2], exercises 3.2.7, 9.2.9, [4], chap. VII). Odtud a z diisledku
plyne snadno nasledujici

Tvrzeni. Necht U je libovolnd neprdzdnd otevFend omezend mnoZina, pro niZ
U < X. Nasledujict podminky jsou ekvivalentni:

(i) Pro kazdou f € C(U¥) je zobecnéné Feseni Dirichletovy uilohy rovnice (%) (pFislus-
né f a U) stejnomérné spojité v U.

(ii) MnoZina reguldrnich bodii mnoZiny U vzhledem k Laplaceové rovnici je
uzavfend.

Specialné v pfipadé klasickych harmonickych funkci je neprdzdna omezena otevie-
na mnozina U < R" semiregularni tehdy a jen tehdy, kdyzZ U, je kompaktni.

Poznamka pfi korektufe. Existuje Brelotiiv prostor X a relativné kompaktni mnoZina
U < Xtak, Ze U, je neprazdna kompaktni mnoZina a pfitom U neni semiregularni. (Konstrukce
takového prostoru bude uvedena v pif§tim ¢isle tohoto &asopisu.) Tvrzeni uvedené ve formulaci
ulohy tedy obecné v Brelotovych prostorech neplati.
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