Casopis pro péstovani matematiky

Jaroslav Moravek
O jednom extremdalnim problému pro grafy s a(G) < 2
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 98 (1973), No. 3, 269--273

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117809

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1973

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117809
http://project.dml.cz

&asopis pro p&stovini matematiky, ro. 98 (1973), Praha

O JEDNOM EXTREMALNIM PROBLEMU PRO GRAFY S «(G) < 2

JAROSLAV MORAVEK, Praha
(Doslo dne 18. ledna 1972)

Znama Turanova véta, viz [ 1] str. 269, uréuje minimalni poget hran v neorientova-
ném grafu bez smycek a nasobnych hran, s danym poétem uzli n a s Cislem stability
nepfesahujicim dané k. Dale udava tato véta vsechny grafy s uvedenou extremalni
vlastnosti. Nektefi autofi se zabyvali jejimi riiznymi modifikacemi a zobecnénimi, viz
napf. [2] a [3]. V této poznamce vychazime ze specialniho pfipadu Turdnovy vity
pro k = 2 a ve tvaru domn&nky formulujeme jeho jisté zobecnéni pro grafy s kladné
ohodnocenymi uzly. Je ziskan jisty dolni odhad pro feSeni pfisluiného extremalniho
problému. PouZité definice a fakty z teorie graft jsou pfevzaty z [1].

Necht n = 2 je dané, pfirozené &islo a budiZ K, uplny, neorientovany graf s n
uzly, oznalenymi uy, u,, ..., u,, pfi¢emZ predpokladdme, Ze graf je bez smydek
a nasobnych hran. Necht dale jsou dina kladna reélna &isla ¢y, ¢y, ..., c,, pfifazena
uzlém u,, u,, ..., u, v uvedeném pofadi. Pro kaZzdy Castedny graf G grafu K, oznaéme
«(G) jeho ¢&islo stability, tj.

#(G) = max { card (S)

S < {uy, u,, ..., u,}; 74dné dva
uzly z S nejsou sousedni v G
a pomoci d(G), d5(G), ..., d,(G) oznadme stupn& uzli uy, uy, ..., , v G. Nakonec

oznagme symbolem %, mnoZinu viech &aste¢nych grafi G grafu K,, pro n&z o(G) < 2
a polozme

(1) T(cys €25 ..y ) = min Y ¢;. dj(G).

Ge¥, j=1

Problém, kterym se chceme zabyvat, zalezi v uréeni r,,(cl, Cosvvos c,,) a viech grafi
G e %,, pro néz plati

To(C1s €2 ovvs Cp) =jzlcj .d{G).

Ve specialnim pfipad€ ¢, = ¢, = ... =¢, = % je

™Ma

it

¢, 40) = + £ d(0)

1
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rovno podtu hran G a odpovéd na zformulovany problém poskytuje specidlni pripad
Turanovy véty, ktery lze vyslovit takto:

1. Plati .
e[ 2)

2. Pro kaidy graf G € %, jsou nésledujici dva vyroky ekvivalentni
a) Polet hran G je [(n — 1)?/4].

b) G se sklada ze dvou komponent, které jsou uplnymi grafy, pfiSemZ prvni
obsahuje [n/2] uzld, druhé ]n/2[ uzld.

Zformulované tvrzen{ ptivadi k nasledujici domnénce; pfi jeji formulaci i v dal§im
textu pfedpokladame, Ze ¢, = ¢, = ... = ¢, > 0, &ehoZ Ize bez Ujmy na obecnosti
docilit pfeéislovanim uzl K,.

Domnénka. Urédemeac {1,2,...,n — 1} tak,aby vyraz(a — 1) . (¢, + ... + ¢,) +
+(n—a—1).(c+1 + ... + ¢,) byl minimdlni. Domnivdme se, Ze graf sestdvajici
ze dvou uplnych komponent, kde proni md uzly u;, u,, ..., u, a druhd uzlyu, , ...
..., U,, je FeSenim zformulovaného extremdlniho problému, tj. domnivdme se, Ze
plati

(€1 €2 ens €) =

= mn ((@a—1).(c;+...+c)+(n—a—1).(coes + ... +6))-

a=1,..,n—1

Domnénku se nAm nepodafilo dokazat ani vyvratit a cil této poznamky je skromnéj-
§i: V nésledujici v&t& je nalezen v jistém smyslu nezlepSitelny odhad pro t,(cy, ¢z, ---

vius Cp)-

Véta. Pro t,(cy, ¢z, ..., C,) platt;

3n -4 & n\/n "2<tcc .
A - () S wenenne) S
§;=ln'1'i.n[n/2§(a—l).(c,+...+c,)+(n—a~1).(c,,+1+,..+c,,)).

Diikaz. 1. Horni odhad. Graf zkonstruovany pfi formulaci domn&nky poskytuje
horni odhad

7(crs ) £ min ((@—=1)(cx +... +ec)+(n—a—1)(cay+... + ) -

=1,...,n=

1y [£]::= nejvEtdf celé &islo, <& K[ ::= nejmendic. &, =&
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Z ptedpokladu ¢, = ¢, = ... = ¢, > 0 viak vyplyva
mm ((a =Dy + .oty +(n—a—1(cy +... +¢)) =

= min ((a—D(c;+...+¢c)+(n—a—1)(cous + ... +¢)).
a=1,..., [n/2]

2. Dolni odhad. Necht G € %, a polozme §; = d,(G) (j = 1,2, ..., n). Déle ozna&-
me E mnoZinu viech hran grafu G. Rekneme, ¢ e € E pokryvd trojici uzlt (uir u i W)
kdel < i <j < k £ n, pravé kdyZ e spojuje nékteré dva z uzlli u;, u;, u,. Symbolem
T(e) oznaéme mnoZinu viech takovych trojic, pokrytych hranou e a polozme

@) T= .LEJE T(e) .

ProtoZe a(G) < 2,0bsahuje T viechny trojice (v, u;, u,), kde 1 i <j <k <n,
a tedy

(3) card (T) = '—1—(—1:_——%@ .

Ze vztahu (2) dostavame

card(E)

4) card (T) = Z (=17 YO card (T(e,) N ... 0 T(e,)) ,?)

kde symbolem ) ®) card (T(e,) N ... n T(e,)) je ozna&en soudet &isel card (T(e,) N ...
. 1 T(e,)) pro viechny r-prvkové podmnoZiny {e, e, ..., e,} mnoZiny E. Ze (4)
vsak vyplyva vztah

) card (T) = Y™ card (T(e,)) —
— Y P card (T(e,) n T(e,)) + Y. card (T(e,) N T(e,) N T(e,)),

nebot viechny dalsi &leny na pravé strané (4) jsou nuly. (To vyplyva z faktu, Ze nejvyse
tfi riizné hrany mohou pokryvat spole&nou trojici uzli.)

Vyjadfime nyni prvni dva &leny na pravé stran& (5) a odhadneme &len tieti:

(6) Y™ card (T(e,)) = (n — 2) card (E) =

(protoZe kaZdd hrana pokryvé pfesn& (n — 2) riiznych trojic uzld),
(7) ’ Z(Z) Card (T(el) N T(ez)) = %Zlal(él - 1)
<

2) Podle tzv. ,,principu inkluse a exkluse‘.
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(protoZe kaZdé dv& hrany, pokryvajici spolegnou trojici uzld, inciduji v jednom uzlu),

() B Y card (T(e,) N T(e,) N T(ey)) =
£ 1Y® card (T(e,) N T(e,)) = %éléj (6, = 1)

(protoze kazdym tfem hranam, pokryvajicim spole¢nou trojici uzli, odpovidaji tfi
dvouprvkové mnoZiny hran, uvazované v ) @ card (T(e,) n T(e,)).

Spojenim (3), (5), (6), (7) a (8) dostavame vztah
n—2
2

Y6, —1Y 6,5, —1)2 M_(ﬁ_""_%)’
j=1 j=1 6
a po jednoduché upravé s nim ekvivalentni vztah

©) 5 (o - 2y s

i=1 4

Z (9) vyplyva pouzitim Cauchy-Lagrangeovy nerovnosti

- In—-4¢ l 3n—4\_3m—-4
j=1 i=1 ji=1 4

4

—dEa- (2 (-2 ) 2 2t L -t g

coz dokonduje ditkaz.

Poznéamka 1. Ziskané odhady jsou tésné v tom smyslu, Ze v pfipadé ¢, = ¢, = ...
... = ¢, = } z nich vyplyva vzhledem k celo&iselnosti t,(3, %, ..., %), Ze 7,(3, %, ...

cad) = [(n — 12/4].

Poznéamka 2. Z dokazané véty vyplyva, Ze nerovnost

\
3n -4 &

c._...'.l__\/_r.’. nc2,<
Y- RS s

4 =1

< min ((@a=D(ey+...+¢c)+(n—a—1)(caer + ... +¢,)
a=1,...) (n/2]

platijestlizec;, = ¢, = ... = ¢,

v

Oanz=2.
Poznédmka 3. Vztah (9) pfedstavuje nutnou podminku pro to, aby cel4 nezaporna
&isla 84, ..., 8, byla stupni n&jakého grafu G € 4,. Bylo by zajimavé nalézt n&jaké dalsi

nutné nebo postalujici, resp. nutné a postadujici podminky.
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Summary

ON AN EXTREMAL PROBLEM FOR GRAPHS WITH «(G) < 2

JAROSLAV MORAVEK, Praha

Let n = 2 be a given integer, and let K, denote a complete, undirected graph with n
nodes u,, u,, ..., u,, where it is assumed the graph not to contain loops and multiple
edges. Further, let be given positive real numbers c,, c,, ..., ¢, assigned respectively
to uy, U, ..., u,. For any partial graph G of K, let us denote a(G) its number of
stability (see [1]), and put d,(G), ..., d,(G) for the degrees of uy, ..., u, in G. At last,
let 4, denote the family of all partial graphs G of K, such that «(G) < 2, and put

n
Tw(€1> €25+ €,) = min Y ¢; d(G).
Ge®, j=1

Certain bounds for t,(cy, ¢, -+ c,) are obtained, and they are shown to be best
possible. The author conjectures that

Ty(Cys - ves Cp) =a=1r,x.1f2n/2]((a =Der+..t+e)+(n—a—1)(couy + ... +¢)

ife;2¢2...2¢,>0.
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