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časopis pro pěstován! matematiky, roč. 98 (1973), Praha 

K ZOBECNĚNÍ POJMU PROJEKTOR 

JAN HAVRDA, Praha 

(Došlo dne 17. ledna 1972) 

Úkolem článku je jisté zobecnění známého pojmu projektor na lineárním prostoru 
se skalárním součinem, přičemž množinou, na kterou se promítá, je zde neprázdná 
konvexní uzavřená množina. V článku jsou též uvedeny některé základní vlastnosti 
tohoto zobecněného projektoru. 

Symbolem Lbudeme značit lineární prostor se skalárním součinem (.,.), symbol | |. || 
bude značit jím indukovanou normu. Velká písmena A, I, S apod. označují operátory 
definované na L s oborem hodnot v L; přitom I značí identický operátor. Symbolem LA 

apod. budeme označovat obor hodnot operátoru A. 

1. Lemma. 1. Je-li A idempotentní operátor, pak množina LA je rovna množině 
samodružných bodů operátoru A. 

2. Je-li A spojitý idempotentní operátor, pak LAje uzavřená množina. 

D ů k a z je zřejmý. 

2. Věta. Buď A idempotentní operátor takový, že pro všechna xl9 x2 e Lplatí 

(1) HAL*! — ^4x2||
2 ^ Re(xi — x2, Axx — ,4x2) . 

Potom LA je neprázdná konvexní uzavřená množina a pro každé x0e L při všech 
z e LA platí 

(2) ||x0 - Ax0\\ <* | |x a - z|| . 

Přitom Ax0 je jediný bod množiny LA, pro který při všech z e LA platí nerovnost (2). 

D ů k a z . Z nerovnosti (1) vyplývá, že při všech xí9 x2 e L platí \\Axt — Ax2\\ ^ 
-š | |*i ~~ xi\\> operátor A je tedy spojitý a podle 2) lemmatu 1 je LA uzavřená množi­
na. Okolnost, že LA 4= 0 je zřejmá. 

Z nerovnosti (1) a 1) lemmatu 1 dále plyne, že pro všechna xx e L a z e LA platí 
\\Axt - z | | 2 g Re(x t - z, Axt - z) čili 

(3) Re (z - Axi9 Xj - Axx) á 0 . 
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Nyní dokážeme, že LA je konvexní množina. Buď zi9 z2 e LÁ9 Xi ^ 0, X2 ^ 0, 
Xx + X2 = 1. Označme y = A(Xizi + X2z2)9 Xizi + X2z2 - y = v. Podle (3) platí 
Re (zi9 v) ^ Re/y, v), Re (z2, i?) ^ Re (y9 v)9 tedy též Re (Xxzx + A2z2, i?) ^ Re (y, t;) 
čili Re (y + v, v) ^ Re (>% t;), takže ||t>||2 = 0. Odtud v = 0 a A ^ + A2z2 e LA. 

Buďx0 G L, z G L .̂ Potom ||z - x0 | |
2 - ||Ax0 - x0 | |

2 = \\z - Ax0\\2 - 2 Re (z -
— ALx0, x0 — Ax0) = 0v důsledku platnosti vztahu (3). Tedy platí (2). Jestliže pro 
zxeLA platí ||z! - x0|| = ||Ax0 - x0||, pak 0 = ||z! - x0 | |

2 -- ||Ax0 - x0 | |
2 = 

= I z t — -4x0||
2 — 2 Re (z t — Ax0, x0 — Ax0) ^ 0 opět v důsledku platnosti vztahu 

(3), tedy \\zx — Ax0|| = 0. Věta je dokázána. 

3. Označeni. Systém všech operátorů splňujících předpoklady věty 2 označme sé0. 

4. Důsledek. BuďAe s/0. Potom každý bod xe Lize vyjádřit ve tvaru 

(4) x = x0 + y09 x0eLA9 y0eL 

tak9 že pro všechna z e LA platí 

(5) Re (z - x0, y0) = 0 . 

Vyjádření bodu x ve tvaru (4) s vlastností (5) je jediné, přičemž x0 = Ax. 

Důkaz. Položíme-li x0 = Ax, j ; 0 = x — Ax9 platí (4) a (5) v důsledku platnosti 
nerovnosti (3). Zbývá tedy dokázat jen jednoznačnost. Kdyby navíc platilo x = 
— xx + yi9 xx eLÁ9 yieL9a, kdyby při všech zeLA bylo Re (z — xi9 yx) ^ 0, pak 
*i ~ *o = yo - yi> Re (xx - x0, j;0) ^ 0, Re (x0 - xi9 yx) g 0, tudíž 0 = 

= Re (xx - x0, y0 - yx) = Re (xx - x0, xx - x0) = \xx - x0 | |
2. Proto xx = x 0 

a tedy též y0 = yx. 

5. Lemma. Buď A e s/0. 
1) Jestliže x e L, x = Ax + y9 X ^ 0, potom A(Ax + Xy) = ALx. 
2) Jestliže xi9 x2 e L, xx = Axx + yi9 x2 = ALx2 + yl9 Xx ^ 0, X2 ^ 0, Xx + 

+ X2 = 1, pak existuje x3e L tak, že Ax3 = A(Ax3 + Xxyx + X2y2). 

Důkaz. 1) Jestliže x = Ax + y9 podle nerovnosti (3) pro všechna zeLA platí 
Re (z - Ax9 y) = 0, tedy při X = 0 též Re (z - Ax9 Xy) š. 0. Označíme-li v = 
= Ax + Xy9 podle důsledku 4 dostáváme Ax = Av = A(Ax + Xy). 

2) Jestliže xx = Axx + yí9 x2 = >lx2 + y29 pak při všech ze LA platí Re (z — 
— Axu yx) = 0, Re (z - Axl9 y2) g 0. Násobením prvé z těchto nerovností X\ 
a druhé X2

2 a sečtením dostaneme, že pro všechna z G L A je Re (z - ^AXi - >i2Ax2, 
^íyi + ^2y2) -š 0. Podle věty 2 je z3 = ^AX! + X2Ax2 e LA. Existuje tedy x3eL 
tak, že z3 = ylx3. Přitom při všech zeLA platí Re (z - Ax3, Xxyx + X2y2) á 0. 
Označíme-li v = Ax3 + Aty! + X2yl9 vidíme, že podle důsledku 4 je Ax3 = Alt; = 
= A(Ax3 + Xxyx + X2y2). 
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6. Věta. Buď A e sé09 S = / — A. Potom Lsje konvexní kužel. 

D ů k a z , a) Buď y e LS9 X = 0. Existuje x e Ltak, že y = Sx = x - Ax. Podle 1) 
lemmatu 5 platí Xy = Ax + Xy - Ax = Ax + Xy - A(Ax + Ay) = S(Ax + Xy)9 

tedy Xy e Ls. 

b) Buďte yl9 y2 eLs, Xt ^ 0, X2 ^ 0, At + A2 = 1. Existují xl9 x2eL tak, že 
j t = Sxl9 y2 = Sx2. Podle 2) lemmatu 5 existuje x 3 e L tak, že A ty t + X2y2 = 
= Ax3 + k1y1 + A2y2 - 4 A x 3 + X1y1 + A2>;2) = S(Ax3 + A ^ + X2y2)9 tedy 

^íy i + ^ e L j . Odtud yi + y2 = 2(iyt + Í . V 2 ) G L S . 

7. Věta, Buď A e s/09 S = I — A. JeAx množina LA kompaktní, pak Ls = L. 

D ů k a z . Buď yeL9 x0eLA a označme A(x0 + ny) = x,,, S(x0 + nj) = >!„. 
n = 1, 2, . . . Na základě věty 2 při n = 1, 2, . . . tedy platí x 0 + ny = xn + yn a při 
všech Z G L ^ je Re (z — xn, yn) g 0. Poněvadž xneLA při n = 1, 2,..., existuje 
vybraná posloupnost {xrt|c}, která má limitu x° e LA. Při k = 1, 2,. . . platí 

y/t* _ *Q ~ Xnk + 

n * Hfc 

takže lim y„k/nfc = >!. Navíc při všech zeLA platí Re (z — xW|e, y^/n*) ^ 0 a přecho-
k 

dem k limitě při k -> oo dostaneme Re (z — x°, j ) ^ 0. Označíme-li t? = x° + y 
podle důsledku 4 je Sv = y9 tedy j e Ls. 

8. Označení. Symbolem s/x'označíme systém všech operátorů Aesé09 pro něž 
platí, že při všech x e La všech A ^ 0 je Aix = AAx. 

9. Věta. Jestliže A e s/l9 pak S = I - Ae s/t. 

D ů k a z . Buď Aes4l9 S = / - A. Podle důsledku 4 při x e L , x = _4x + Sx 
a při všech zeLA\t Re (z — Ax, Sx) ^ 0, tedy při všech X ^ 0 platí 0 ^ Re (AAx — 
- Ax9 Sx) = (A - 1) Re (Ax, Sx), takže Re (Ax9 Sx) = 0. Tudíž pro všechna zeLA 

a všechna y e Ls máme 

<6) R e ( z , y ) ^ 0 . 

a) Buď x e L, x = ALx + Sx, tedy x — _4x = 0 + Sx a při všech zeLA platí 
Re (z - 0, Sx) ^ 0. Podle důsledku 4 tudíž A(x - Ax) = 0 čili AS = 0. Nyní 
S 2 x = Sx - ASx = Sx při všech x 6 L. 

b) Pro xl9 x2 e L je x x = Axt + Sx l 5 x 2 = ALx2 + Sx2 a podle nerovnosti (1) 
platí (Axt — A.x2,AX! — Ax2) = Re(x x — x 2 ,Ax 1 — .<4x2) čili 0 gj Re(Sxj — Sx2, 
^4xj - Ax2) čili \\Sxí - Sx 2 | | 2 ^ Re(x t — x2, Sxt — Sx2). 

c) Buď x € L, X = 0. Pak SAx = Ax - AUx = A(x - Ax) = ASx. 
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10. Důsledek. Je-li Ae s/u S = I - A, pak LA i Ls je uzavřený konvexní kužeU 
Toto tvrzení ihned plyne z vět 9, 6 a 2. 

11. Označení. Buď 21 = {LA : A e j / J . Dále při L, 6 21 klaďme LL
A = L s , kde 

S = / - A. 

12. Věta. Trojice (2Í, c , JL)je uspořádaná množina s ortogonalitou. 

Důkaz, a) BuďL^ e 21, LA = L s . Pak L s = LA v důsledku platnosti věty 9. 
b) Nechť LAl, LAl e 21, LAl cz LAl. Buď L ^ = L S l , L^2 = LS 2. Je-li y e LS 2, podle 

nerovnosti (6) pro všechna z e LAl platí Re (z — 0, y) ^ 0, což tedy platí též pro 
všechna z e LAl. Jelikož navíc y = 0 + y a O e L^, podle důsledku 4 je y e L S l . Tedy 
*-s2 <= L S l . 

c) Pro všechna LA e 21 platí LA a L= Ll9 LA cz L = LT. Nechť LA cz LB, L^ e LB, 
kde LB 6 21. Je-li x e L = L7, je x = Ax 4- Sx, kde S = I - A. Přitom Axe LA a LB 

Sx e LA c LB, tedy x = Ax + Sx e LB. Existuje proto sup (LA, L^) a platí 
sup (L*, Li) = L= Lr. 

Adresa autora: 166 27 Praha 6 - Dejvice, Suchbátarova 2 (katedra matematiky FEL ČVUT). 

S u m m a r y 

GENERALIZATION OF THE NOTION OF THE PROJECTOR 

JAN HAVRDA, Praha 

In the paper, the notion of a projector on a linear space L with the scalar product 
(.,.) (and the induced norm | |. ||) is generalized. The set which is projected upon is 
a nonvoid closed convex set. 

If A : L~> Lis such an idempotent operator that for all x1 ? x 2 e Lthe inequality (1) 
holds, then LA = {Ax : x e L} is a nonvoid convex closed set and for all x 0 e L and 
z E LA the inequality (2) holds. Ax0 is the only point in LA to satisfy the inequality (2) 
for every z e LA. Furthermore, every x e Lean be expressed uniquely by (4) so that for 
all z e LA the inequality (5) holds. If S = I — A, where I is the identity operator, then 
Ls = {Sx : x G L} is a convex cone. If LA is a compact set then L s = L. 

Let $t1 stand for the family of all idempotent operators A : L -• L such that for 
all x t , x 2 G Lthe inequality (1) holds and for all x e Land X ^ 0 the formula AXx = 
= XAx is satisfied. Then the implication A e s^1 => S G J ^ holds. In this case, 
LA and L s are closed convex cones. Let 21 be the set {LA : A e jtft} and let us denote 
LA = L s . Then (21, c , 1) is a poset with orthogonality. 
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