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Casopis pro péstovani matematiky, ro¥. 98 (1973), Praha

K ZOBECNENI POJMU PROJEKTOR

JAN HAVRDA, Praha
(Doslo dne 17. ledna 1972)

Ukolem &lanku je jisté zobecnéni znamého pojmu projektor na linearnim prostoru
se skalarnim soudinem, pfiCemZ mnoZinou, na kterou se promita, je zde neprazdni
konvexni uzaviena mnozina. V ¢lanku jsou téZ uvedeny nékteré zakladni vlastnosti
tohoto zobecnéného projektoru.

Symbolem Lbudeme zna&it linearni prostor se skalarnim sou¢inem (.,.), symbol |. |
bude znadit jim indukovanou normu. Velka pismena A, I, S apod. oznaguji operatory
definované na L's oborem hodnot v L; pfitom I znaéi identicky operator. Symbolem L,
apod. budeme oznacovat obor hodnot operatoru A.

1. Lemma. 1. Je-li A idempotentni operdtor, pak mnoZina L, je rovna mnoZiné
samodruznych bodil operdtoru A.

2. Je-li A spojity idempotentni operdtor, pak L, je uzavFend mnoZina.

Dukaz je zfejmy.

2. Véta. Bud A idempotentni operdtor takovy, Ze pro vSechna x,, x, € L plati
(1) [Ax; — Ax,[* < Re(x; — x,, Ax; — Ax,).

Potom L, je neprdzdnd konvexni uzaviend mnofina a pro kaZdé x, € L pFi vSech

ze L, plati

@ lxo — Axo| = [x0 — 2| .

Pritom Ax, je jediny bod mnoZiny L,, pro ktery pFi vSech z € L, plati nerovnost (2).
Dikaz. Z nerovnosti (1) vyplyva, Ze pfi viech x,, x, € L plati [|Ax; — Ax,| <

< |x, — x|, operétor 4 je tedy spojity a podle 2) lemmatu 1 je L, uzavfeni mnoZi-

na. Okolnost, ze L, + 0 je zfejma. '

Z nerovnosti (1) a 1) lemmatu 1 dale plyne, Ze pro viechna x, € La z € L, plati
|4x, — z|* < Re(x, — z, Ax, — z) &ili

(3) Re(z — Ax,, x;, — Ax,) £ 0.
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Nyni dok4Zeme, Ze L, je konvexni mnoZina. Bud z,,z,eL,, 4, 20, 1, 20,
Ay + A, = 1. Oznatme y = A(Ayz; + Arz;), Agzs + A22; — y = v. Podle (3) plati
Re (z;, ) < Re(y, v), Re (z,, v) < Re(y, v), tedy téZ Re (1,2, + 1,2,,v) < Re(y,v)
&li Re (y + v, v) < Re(y, v), takZe ||v]|> < 0.Odtud v = 0a Az, + 4,z,€ L,

Budx, € L, ze L,. Potom ||z — x,[? — [[Axo — xo|? = ||z — Axo|> — 2 Re(z -
— Axg, Xo — AXo) 2 0 v dasledku platnosti vztahu (3). Tedy plati (2). Jestlize pro
zyeL, plati |z, — x| = [|[Axo — xof, Pak 0 = ||z; — xo]? — [ Axo — Xo|* =
= ||z, — Axo|* — 2 Re(z; — Axo, Xy — Axp) = 0 0pét v diisledku platnosti vztahu
(3), tedy ||zy — Axo| = 0. V&ta je dokazéana.

3. Oznadeni. Systém vSech operatori spliujicich pfedpoklady véty 2 oznaéme &,,.

4. Disledek. Bud A € . Potom kaZdy bod x € L lze vyjddFit ve tvaru
4) X=X+ Yo, X€L,, yoeL
tak, Ze pro vSechna z € L, plati
(5) Re(z — xq, ¥o) £ 0.
VyjddFeni bodu x ve tvaru (4) s vlastnosti (5) je jediné, pFicem? x, = Ax.

Dukaz. PoloZime-li xo = Ax, yo = x — Ax, plati (4) a (5) v disledku platnosti
nerovnosti (3). Zbyva tedy dokéazat jen jednozna¥nost. Kdyby navic platilo x =
= X; + Y1, X; € Ly, y; € L, a kdyby pfi viech z € L, bylo Re (z — x,, y;) < 0, pak
Xy — Xo = Yo — ¥V1» Re(x; — X0, ¥o) £0, Re(xp — x4, ;) £0, tudiz 0 =
= Re(xy — Xo, Yo — V1) = Re(xy — xg, X; = Xo) = ||x; — xo[% Proto x; = x,
a tedy téZ y, = y,.

5. Lemma. Bud 4 € &,

1) Jestlife xe L, x = Ax + y, A 2 0, potom A(Ax + Ay) = Ax.

2) JestliZe x,,x, €L, x, = Ax + yp, X3 = Axy + vy A 20, 1, 20, 4, +
+ A, = 1, pak existuje x4 € L tak, e Axy = A(Ax3 + A1y; + A,,).

Dakaz. 1) JestliZe x = Ax + y, podle nerovnosti (3) pro viechna z e L, plati
Re(z — Ax,y) £ 0, tedy pfi A 20 téZ Re(z — Ax, Ay) £ 0. Oznalime-li v =
= Ax + Ay, podle disledku 4 dostavime Ax = Av = A(Ax + Ay).

2) Jestlize x, = Ax, + y;, X, = Ax, + y,, pak pfi viech ze L, plati Re(z —
— Axy,y,) £ 0, Re(z — A4x,, y;) S 0. Nasobenim prvé z t&chto nerovnosti i}
a druhé A2 a sedtenim dostaneme, Ze pro viechna z € L, je Re (z — A;4x; — A,4x,,
A1y, + A,y,) £ 0. Podle véty 2 je z3 = A,Ax; + A,Ax, € L,. Existuje tedy x3e L
tak, %e z; = Ax,. Pfitom pfi viech ze L, plati Re(z — Ax;, 4y, + A2y;) S 0.
Oznadime-li v = Ax; + 4.y, + A,),, vidime, Ze podle disledku 4 je Ax; = Av =
= A(Axs + A1y1 + A2)2)-
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6. Véta. Bud Ae oAy, S =1 — A. Potom Lg je konvexni kuZel.

Dukaz. a) Bud ye Lg, A = 0. Existuje x € Ltak, ¥¢ y = Sx = x — Ax. Podle 1)
lemmatu 5 plati Ay = Ax + Ay — Ax = Ax + Ay — A(Ax + 1y) = S(4x + 4y),
tedy Ay € L.

b) Budte y;, y,€Ls, 4, 20, 4, 20, 4, + 4, = 1. Existuji x,, x, € L tak, Ze
¥1 = Sx;, y2 = Sx,. Podle 2) lemmatu 5 existuje x; € L tak, Ze 4;¥; + 4,5, =
= Ax; + Ayy + Ay, — A(Axs + Ayy + Ay;) = S(Ax3 + Ayy + Ao,), tedy
21y1 + A2y, € Ls. Odtud y, + y, = 2(3y, + 1y,) €L

7. Véta. Bud Ae oy, S = I — A. Je-li mnoZina L, kompaktni, pak Ls = L.

Dikaz. Bud yeL, xoeL, a oznadme A(xo + ny) = x,, S(xo + ny) = y,
n =1,2,... Na zaklad€ véty 2 pfi n = 1, 2, ... tedy plati x, + ny = x, + y, a pfi
viech ze L, je Re(z — x,, Vn) < 0. Pongvadz x,e L, pfi n =1,2,..., existuje
vybrana posloupnost {x,,k}, ktera ma limitu x°e L,. Pfi k = 1, 2, ... plati

&E:x——————o—x""+y

ny ng
takZe lim y,, [n, = y. Navic pfi vSech z € L, plati Re (z — x,,, y,/m) < 0 a pfecho-
k

dem k limit¥ pfi k » o dostaneme Re(z — x°, y) < 0. Oznadime-li v = x° + y
podle dusledku 4 je Sv = y, tedy y e Lg.

8. Oznaleni. Symbolem «/,” oznadime systém viech operatorii A € &,, pro néZ
plati, Ze pfi viech x € La vech 1 = 0 je AAx = 14x.

9. Véta. JestliZe Ac 4, pak S =1 — Ae A,.

Dikaz. Bud Ae oy, S =1 — A. Podle dusledku 4 pfi xe L, x = Ax + Sx
a pfi viech z € L, je Re (z — Ax, Sx) £ 0, tedy pfi viech 1 = 0 plati0 = Re (A4x —
— Ax, Sx) = (4 — 1) Re (4x, Sx), tak?e Re (4x, Sx) = 0. TudiZ pro viechna z e L,
a viechna y € L, mame

(6) Re(z,y) £0.

a) Bud xe L, x = Ax + Sx, tedy x — Ax = 0 + Sx a pfi viech ze L, plati
Re (z — 0, Sx) £ 0. Podle dusledku 4 tudiz A(x — Ax) = 0 &ili AS = 0. Nyni
S%x = Sx — ASx = Sx pfi viech x e L. )

b) Pro xy, x, € L je x; = Ax, + Sx;, X, = Ax, + Sx, a podle nerovnosti (1)
plati (Ax; — Ax,, Ax; — Ax,) £ Re(x; — x,, Ax; — Ax,) &ili 0 £ Re(Sx; — Sx,,
Ax, — Ax,) &ili |Sx; — Sx,|* £ Re(x; — x;, Sx; — Sx;).

¢) Bud xe L, A 2 0. Pak Six = Ax — AAx = A(x — Ax) = ASx.
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10. Disledek. Je-li Ae o#,, S = I — A, pak L, i Lg je uzavieny konvexni kuZel.
Toto tvrzeni ihned plyne z vét 9, 6 a 2.

11. Oznaéeni. Bud A = {LA tAe€ dl}. Dale pti L, e A kladme Lj = Ls., kde
S=1- A

12. V&ta. Trojice (U, =, L) je usporddand mnoZina s ortogonalitou.

Dikaz a) Bud L, e ¥, L} = Lg. Pak Ls = L, v diisledku platnosti véty 9.

b) Necht L,,, L,,€ ¥, L,, < L,,. Bud L, = L, L}, = Lg,. Je-li y € Lg,, podle
nerovnosti (6) pro viechna z e L,, plati Re(z — 0, y) < 0, coZ tedy plati téZ pro
viechna z € L,,. JelikoZ navic y = 0 + ya0e L, , podle disledku 4 je y € Lg,. Tedy
Lg, < Ls,.

c) Pro viechna L, e Aplati L, « L= L;, Lj =« L= L;. Nechf L, = Ly, L < Ly,
kde Lpe U.Je-lixe L= L;, je x = Ax + Sx,kde S = I — A. Pfitom Axe L, < Ly
SxeL; = Lp, tedy x = Ax + Sx e Ly. Existuje proto sup (L,, Lj) a plati
sup(L,, Ly) = L= L,.

Adresa autora: 166 27 Praha 6 - Dejvice, Suchbétarova 2 (katedra matematiky FEL CVUT).

Summary

GENERALIZATION OF THE NOTION OF THE PROJECTOR

JAN HAVRDA, Praha

In the paper, the notion of a projector on a linear space L with the scalar product
(-,.) (and the induced norm |.||)’is generalized. The set which is projected upon is
a nonvoid closed convex set.

If A : L— Lis such an idempotent operator that for all x,, x, € Lthe inequality (1)
holds, then L, = {Ax : x € L} is a nonvoid convex closed set and for all x, € Land
z € L, the inequality (2) holds. Ax, is the only point in L, to satisfy the inequality (2)
for every z € L,. Furthermore, every x e Lcan be expressed uniquely by (4) so that for
all z e L, the inequality (5) holds. If S = I — A, where I is the identity operator, then
Lg = {Sx : x € L} is a convex cone. If L, is a compact set then Lg = L.

Let &/, stand for the family of all idempotent operators 4 : L —» L such that for
all x,, x, € Lthe inequality (1) holds and for all x € Land 1 = 0 the formula 4Aix =
= AAx is satisfied. Then the implication 4 € o/, = Se o/, holds. In this case,
L, and L are closed convex cones. Let U be the set {L, : 4 € &} and let us denote
L} = Ls. Then (%, <, 1) is a poset with orthogonality.
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