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&asopis pro p&stoviani matematiky, rok. 98 (1973), Praha

K RIESITELNOSTI DIOFANTICKEJ ROVNICE Z 1 =
i=1 x5

S S

PAVEL BARTOS, Bratislava

(Doslo diia 10. decembra 1971)

V &lanku [1] je odvodena veta 3 o postatujiicich podmienkach riestieInosti rovnice

(1) g;l- ﬁ’ (a,b) =1, n=2

v prirodzenych &islach x, x,, ..., x, v pripade n = 3. V tomto ¢lanku tato vetu
zovieobecnime pre Tubovolné n = 2.

Veta 1. Prirodzené ¢isla x;, i =

|
—
»

., n, ktoré moZno vyjadrit vo forme

VH“:‘ ?bH“jZ“j

(2 X =42, % = j=2 j=2 , k=23 ...,n
ab auy [Tu; — b?)

kde a, b, y, u,, us, ..., u, su prirodzené isla, tvoria rieSenie rovnice (1)

Dokaz sa vykond dosadenim (2) do (1).

Veta 2. Pre ¢isla 9, uy, us, ..., u, v (2) plati za predpokladu x, = min {x;}
j
n
(3) b* < y[]u; < nb*.
1)

Dékaz. Za utineného predpokladu plati 1/x, < a/b, n[x, 2 a[b, z &oho vyplyva
3).

Poznimka 1. Podmienky (2) vety 1 s v pripade n = 3 aj nutné (pozri vetu 1
&lanku [1]). Tak je tomu aj v pripade n = 2, v ktorom zneji:

© o yu ybu
2 L, L
@) ab” " a(yu — b?)
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Ak vyjadrime trividlne x, = (b + k)a, potom z (2') yu = b* + bk, takZe x, =
= (b + b*[k)[a, ¥o st nutné a postadujiice podmienky pre rieSenia rovnice (1) pri
n = 2 (pozri vetu 1 v &éanku [2]).

4
Pre n > 3 podmienky (2) nie sii nutné. Napr. rovnica ), (1/x;) = 1 mé podla
st 4
tab. 1 v &lanku [3] 14 rieSeni. PretoZe v tomto pripade podla vety 21 <y [Ju; < 4,
j=2

Tahko sa presved¢ime Ze zo vzorcov (2) vietky tieto rieSenia nedostaneme. Jednako
mozno vzorce (2) pouZif na vypoditanie zna&ného podtu rieSeni rovnice (1) pri
fubovolnom n = 2.

Veta 3. Nech b = r(moda), 0 <r <a. Nech b=b,b,...b, je rozklad na
prirodzené &isla. Cislo a[b je ¢islom A,, ¢i%e rovnica (1) md rieSenie v prirodzenych

dislach, ak bud b, bud ) b; md delitela tvaru at — r, t Z 1.
j=2
Dodkaz. Volme
4) y=(b+at—r)by, u;=b;, j=23,..,n.

Podmienka (3) je zrejme splnena. Po dosadeni (4) do (2) mame

b+at—r (b+at—r)b, []b;3 b;
) xy,=——, %= J=2 j=2 | k=23 ..,n.
a ab(at — 1)

Z(a,b) = 1a b = r(mod a) ihned vyplyva (a, at — r) = 1. Preto ked (at — 7) | b,
potom tiez a(at — r) | (b + at — 7). Dalej by | H b;, takZe x; s prirodzené &isla,
j=1,2,...,, n. Obdobne ked (at -7 Z b;. Tym je veta dok4zana.

Poznamka 2. Veta 3 v &lanku [1] je zvlastny pripad vety 3 tohoto &lanku pre
n=3,b1=1,b2=b,b3=1.

Désledok 1. Ak a = n(mod 2), potom éislo al[aq + ¥(a — n + 2)] je éislom A,
O tom sa lahko presved¢ime, ak v (5) volime by = b, by = by = b, = ... =b, = 1.
Stadi na zdklade vety 3 dokdzat, e b + n — 2 md delitela tvaru at — r.

Aviak r=4a—n+2)(moda) a tedka b+n—2=aq+3a+2-n)+
+(n—2)=aq + ¥Ha — 2 + n) = —r(mod a); &m je tvrdenie dokazané.

Veta 4. Nech b md delitela tvaru at — 1, t Z 1. Potom rovnica (1) md riefenie
v prirodzenych &islach, &iZe éislo alb je ¢islom A,, n 2 2.
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Dokaz. Podla predpokladu b = b'(at — 1). Sta&i vetu dokézat pre rovnicu

G | a

=1x; at—1

Ak je totizto (x,, Xy, ..., X,) jej rieSenim, je (b'xy, b'x,, ..., b'x,) rieSenim rovnice
Y 1)x; = a[b'(at — 1) = a/b, &iZe ak je &islo af(at — 1) &islom A,, je nim aj &islo a/b.
j=1

Cislo at — 1 ddva modulo a najmens$i kladny zvy$ok r = a — 1 a m4 delitela
a—r=a—(a—1)=1. Teda podla vety 3 tohoto &lanku je af(at — 1) a potom

aj a/b &islom A,

Déosledok 2. Cisla 1/b, 2[b si ¢islami A,. V prvom pripade md b delitela 1 =
=1.2~1a v druhom 1 =2.1— 1, teda v oboch pripadoch delitela tvaru
at - 1,t = 1.

Veta 5. Cislo a[b je ¢islom A, pre
(6) n=a-r+1
(r md rovnaky vyznam ako vo vete 3).

Dokaz. Volme by, = b, b, = by =...=b,=1. Cislo } b; =n — 1 mé deli-
j=2

J
tela tvaru at — r, &o je zrejmé zo (6). Preto podla vety 3 je a/b &islom 4,_,,,. Tym
je veta dokazana.

Poznédmka 3. Treba si uvedomif, Ze ak je Cislo a/b &islom A,, je aj Cislom A4,
pre vietky n’ > n.

Poznamka 4. Veta 5 diva len v pripade r = 1 trividlny vysledok n = a. Je to
préve ten pripad, ktori robi fazkosti v mnohych pripadoch (napr. pri dokaze domnien-
ky P. ERDOSA, Ze 4/b je &islom 4,).
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Zusammenfassung

SN RS]

ZUR LOSBARKEIT DER DIOPHANTISCHEN GLEICHUNG Z -{—
j=1X;

PAVEL BARTOS, Bratislava

Es werden die Formeln (2) abgeleitet, mit deren Hilfe man algorithmisch eine ge-
wisse Anzahl von Loésungen der Gleichung (1) in natiirlichen Zahlen x4, x5, ..., X,
bestimmen kann. Weiter wird dann Satz 3 bewiesen, der Bedingungen angibt, die
dazu hinreichend sind, dass die Zahl a/ b die Zahl A, ist. Aus diesem Satz werden
gewisse -Folgerungen hergeleitet, insbesondere Satz 5, laut dem a/b die Zahl 4,_,_,
ist, falls b = r(mod a) ist, 0 < r < a.
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