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Casopis pro péstovini matematiky, roZ. 98 (1973), Praha

DEGENEROVANA n-ROZMERNA CENTRALNI AXONOMETRIE

VAcLAV PECINA, Liberec

(Doslo dne 2. dubna 1971)

Budeme se zabyvat nékterymi vlastnostmi degenerované centralni axonometrie,
zejména pak tim, zda pro degenerovanou axonometrii plati existencni véty obdobné
znamym existenénim vétam centralni axonometrie nedegenerované. Nékteré zakladni -
uvahy tykajici se uvedené problematiky jsou provedeny L. DRSEM v préci [1].

Oznaéme E* k-rozmérny roziifeny eukleidovsky prostor a L(a;, oy, ..., ,) linearni
obal linedrnich prostori ay, 5, ..., o,.. Konfiguraci navzajem riznych bodi O, 4;, B;
(i =1,2,..., n) nazveme n-ramennd, k-rozmérnd polyedrickd konfigurace a ozna-
¢ime KX = {0, 4;, B}, jestlize kazda trojice O, A;, B; (i =1,2,...,n) je tvofena
kolinearnimi body, jestliZe body O, A; jsou vlastni a jestliZe pro pfimky x; = 04,
plati L(xy, x5, ..., x,) = E* (k, n, r jsou pfirozena &sla, 2 < k < n).

Konfiguraci K} = {0, 4;, B;} nazveme kartézskd, jestlize body B; (i = 1,2, ..., n)
jsou nevlastni a soustava vektori EZL (i =12,..., n) je ortonormalni.

Konfiguraci bodd 0, 4;, B; (i = 1, 2,..., n) nazveme degenerovand n-ramennd,
k-rozmérnd konfigurace (k < n) a oznadime D! = {0, 4, B}, jestliZe O = A, = B,
a body 0, 4;, B; (i = 2,3, ..., n) tvofi (n — 1)-ramennou, k-rozmérnou polyedric-
kou konfiguraci.

Analogicky jako v pfipadé nedegenerované centralni axonometrie budeme dale
zkoumat, zda lze danou degenerovanou konfiguraci °D} (podrobenou eventueln&
n&jaké linearni transformaci) uvést do perspektivni polohy s danou polyedrickou
konfiguraci K.

Véta 1. Necht je ddna polyedrickd konfigurace K, = {0, 4;, B;} = E" a degene-
rovand konfigurace °D;! = {°0, °4;, °B;} = °E""! (n 2 3). Nechf S * O je libo-
volny bod pFimky x; = OA, a 'E"™! < E" libovolnd nadrovina neprochdzejici
bodem S. Pak existuje centrdlni projekce 2 s basi [S, lE"‘l] a projektivni transfor-
mace R : °E""1 — 1E""1 tak, fe K. = R°D] 1.

Dikaz. Necht IT: °E"~! — E*™! = L(x,, X3, ..., x,) je projektivni transformace,
pro kterou °4; — 4, °B; - B, (i = 2,3, ..., n); pak je O = J1°0. V kadé centralni
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projekci 2 s basi [S, 'E*"'], kde Sex, = 04, je vlastni bod (S + 0) a 1gr-1
libovoln4 vlastni nadrovina (S ¢ 'E"~?), je 2K, = 2II°D}7", tj. 2K} = Ropr-1,

kde # = 211 : °E"~! - 'E""! je projektivni transformace.

Véta 2. Nechf je ddna polyedricka konfigurace K, = {0, A;, B;} = E" a degene-
rovand konfigurace °D;™' = {°0,°4,,°B;} < °E"~! (n = 3). Pak existuje centrdl-
ni projekce 2 s basi [S,'E"™'] (Sex, = 0A, je vlastni bod, S + O) a afinita
o :°E"~1 - 'E""! s libovolnym kladnym modulem tak, 3e K" = o£°D"™ 1,

Ditkaz. Pfifazenim °0 —» 0, °4; > 4,, °B, > B, (i =2,3,...,n) je stano-
vena projektivni transformace IT : °E""! —» E"™' = L(x;, X3, ..., X,), kde x; = 04,.
Je-li °V;” nevlastni bod pfimky °x; = °0°4,(i = 2,3,...,n)aV, = I%,(i = 2,3, ...
..o n), pak je L(V,,V;,...,V,) = E*"2. Zyolime-li libovoln& vlastni bod Sex, =
= 0A(S * 0), pak v disledku S ¢ E"~2 je L(S, E""2?) = 'E"~L. V centralni projek-
ci 2 s basi [S, 'E""!], kde 'E"~! je libovolna nadrovina rovnob&n4 s nadrovinou
TS ¢ 'EPTY), je (podle vty 1) 2K, = #°D; ', kde # : °E"~! — 'E""! je projek-
tivni transformace. Z rovnob&znosti ‘E"~* || *E"~* nadrovin 'E"~?, 'E""! plyne, Ze
podprostor 'E""% = PE""? je nevlastnim podprostorem nadroviny 'E"~! a po-
n&vadz 'E""2 = #°E""2, kde °E""% = L(°V5", V5, ..., °F;°) je nevlastni podprostor
nadroviny °E""!, je # afinita. Bude-li pfi pevném S primétna 'E"~! nabyvat viech
moZnych poloh rovnob&znych s 'E"~! (S ¢ 'E"~') budou si centralni projekce konfi-
gurace K? odpovidat v homotetii # : E* — E", a tedy K] = ##°D%~'. Poné&vadz
koeficient homotetie # nabyva vSech nenulovych hodnot, nabyva modul afinity
o = H R viech kladnych hodnot.

Véta 3. Necht je ddna polyedrickd konfigurace K, = {0, A;, B;} < E" (n = 3)
a degenerovand konfigurace °D, ' = {°0,°A4,,°B;} = °E*"'. Necht (0A;B) +
+ (°0°4,°B)), i = 2,3,...,n, a necht V(°W)) je iibé¥nik primky x{(°x;) v projek-
tivnosti bodovych fad x,(0, A;, B;, ...) & °x(°0,°4,,°B,,...), i =2,3,...,n.

Nutnd a postaéujici podminka pro existenct centrdini projekce 2 s basi [S, 'E" 1],
v nif PK" = °D'", je existence vlastniho bodu Sex, = 0A; (S + 0) takového,
%e simplexy S"~Y(S, V3, Vs, ..., V,), 25" 1(°0, °W,, °W,, ..., °W,) jsou podobné.

Diikaz. (obr. 1 pro n = 3; v obr. nejsou vyznaleny vSechny body A4, B; a neni
vyznadena dana °E""!'). Nejprve ukaZeme, 7e podminka je postatujici. Necht tedy
existuje vlastni bod Sex, (S # 0) tak, Ze §""' ~ °S"~! Pfifazenim °0 - S,
°W,->V, (i=23,...,n) je stanovena podobnost IT:°E""! —» 'E*"! ('E""! =
= (S, V3, Vs, ..., V,)). Sestrojme konfiguraci 'D}~! =-{0’, 4}, B;} tak, aby 'D}~" =
= I1°D}~'. UvaZujme nyni translaci 7 : E" - E”, uréenou vektorem 5§, ozna¢me
"Dyt = {0", A7, Bj} degenerovanou konfiguraci 7’D*"! a zvolme centrilni pro-

jekci 2 s basi [S, 'E*7'], kde 'E*~1 je nadrovina rovnob&na s nadrovinou 'E*~1
(LE-—-I * rEn—l)_
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UkéZeme nejprve, Ze je ZK; = #"D}~*. Oznatme K" = D! = {10, '4,, 'B}.
Je 20" = 20 = P4, = PB; ='0. Px;, = 'W V>, kde ‘W, = PW>, V> = PV,
i=23..,nJeli W=7V, (i=2,3,..,n), je W/S=Tx, a tedy W/'S || x;
odtud plyne W = W/ ='W, (i = 2,3,...,n). Je-li dale V;*(V;*) nevlastni

bod ptimky x] = O"A] (x; = SA)), i = 2,3,...,n, pak v dasledku O"W; = TSV,
a’E" || 'E" ! je PV, = V{® = 'V{°, kde 'V” je nevlastni bod pfimky 'x;, = 10'4;
(i=23,..,n); je tedy Px] =2Px;='x; (i=23,...,n). Qznalme 'A} =
=24, (i=23,..,n). V disledku 20" = 10, PW; = ‘W, PV/°= W (i =
=2,3,...,n)plati

() (O"WVi=4)) = (LO'W,VPIAY), i=23,..,n.

Pontvadz 0" = F1°0, W! = TI°W, VI® = TI® a A" = TII°A,, i=
=2,3,...,n,je (vdisledku S'W, || x;, i = 2,3,...,n)

©) (0"WVi= A7) = (C0°WOV{°4), i=2,3,...,n.

Pongvadz body °W(V;) jsou ub&niky v projektivnosti bodovych fad °x; & x;
(i=23,.., n) a centralni projekci 2 se zachova dvojpomér, plati

(3 (COWOV04) = (OWVA) = (FO'WVPt4), i=2,3,..,n.
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Z (1), (2) a (3) plyne (*0' WiVPtA) = (PO'WVP14T), a odtud 4, = 14}, i =
=2,3,...,n Je tedy P4, = PA; (i =2,3,...,n). Analogicky ukéaZeme, Ze téZ
PB; = PB; (i = 2,3, ..., n). Pak je oviem 2K = "D~ .

Ponévad? konfigurace "D} ~' a !D}™! leZi v rovnob&Znych nadrovinich, jsou po-
dobné. Bude-li primétna 'E"~! nabyvat pfi pevném S viech moZnych poloh (S ¢
¢ 'E""!) rovnobé&Znych s ‘E" !, pak centralni projekce 'D}~* konfigurace K} ze stie-
du S do nadrovin 'E"~! budou homotetické (koeficient homotetic bude nabyvat
viech nenulovych hodnot), a pon&vadz "D}~' ~ °D}~", Ize vybrat 'E""! tak, Ze
ID:—I ~ OD:—I.

Nyni dok4Zeme nutnost podminky. Necht existuje projekce & s basi [S, 'E"" ]
tak, ze¢ #K. ='D}"! = {10,'4,,'B;}, 'D;”" = °D;~!. Pak nutn& Sex, = 04,
(S # 0). Nadrovina 'E"~! je rovnob&Zna s nadrovinou 'E""' = L(S,V,, V3, ..., V,)
a nevlastni body W ptimek x; = OA; se promitaji pfimkami S'W, | x; (i =
= 2,3,..., n), ptiCemz W, = PW, (V) je Gb&Znik pfimky 'x; = #x; (x;) v projek-
tivnosti bodovych fad !x('0,'4;,'B,,...) A x(0, 4;,B;,...), i = 2,3,...,n. Po-
névadz simplexy 'S"~1(10, 'W,, 'W3, ..., 'W,), " X(S,V,, V3, ..., V,) jsou fezy trsit
pfimek S(x,, S'W,, S'Ws, ..., S'W,), O(x,, x5, ..., X,) rovnob&nymi nadrovinami
E1 BT, je (v dasledku S'W || x;) 1S"T ~ ST Z 18" = 98" pak plyne
Sn—-x ~ OS"_I.

Véta 4. Necht je ddna kartézska konfigurace K, = {0, 4;, BY} = E" a degenero-
vand konfigurace °D;~* = {°0, °4,, °B;} = °E""! (n 2= 3), a nechr°B; (i = 2,3, ...
..., n) jsou vlastni body. Oznac¢me 2; = 1 — (°0°4,°B)), i = 2,3,...,n.

Nutnd a postacujici podminka pro existenci takového bodu Sex, = OA,
(S # 0) a takové nadroviny 'E"~! < E", Ze v centrdlni projekci 2 s basi [S, "]
plati PK" =~ °D*~! je: existuji redind Cisla u >0, k > 0 takovd, %e °0°B; =
= k(i + (1/22), BB, = k J((U32) + (D)) + J53,) = 2,3, .

Ditkaz. Nejprve ukaZeme nutnost podminky. Necht v centralni projekci £ s basi
[S,E""*] je K} =~ °Di~'. Pak v dasledku véty 3 je S vlastni bod takovy, 7e Se
e x, = OA, (S # 0) a simplexy S""!(S,V,, Vs, ..., V,), °S""}(°0, °B,, °B,, ..., °B,)
jsou podobné, pfi¢emz V; (°B)) je ubéznik ptimky x; (°x;) v projektivnosti bodovych
fad x(0, A, B, V,,..) K °x(°0,°4,,°B,,°V{,...), i=2,3,...,n. Z rovnosti
dvojpomérii (0A4;BV;) = (°0°4,°B,°V;) pak plyne

1 0
- = OOA“OB" = 1 - j’l"
- (OAin) ( )
a odtud . . . .
1—2=4Y_ OVi— 04, [ 04
ov, ov, ov,

i=23.., n._?pi‘edchozi rovnosti pak plyne 4; = 071,/?)7, a odtud v dusledku
‘OAiI =1je }OVi] = 1/|l,-| proi = 2,3,..., n. Pon&vadzZ K] je kartézska konfigurace,
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musi byt V}V; = /((1/22) + (1/A3)) a z podobnosti simplexit S"-1 ~ °§"~! plyne
existence &isla k > 0 takového, Ze °BB; = kJ(1/4]) + (1/22)), i+ j; i,j =
=2,3,...,n. Oznatime-li 0S| = 4 > 0, je SV, = J(u? + (1A3)), i = 2,3,...,n,
a v disledku $*~! ~ °5"~1 je tedy °0°B; = k /(u® + (1/43)), i = 2,3,...,n.

Nyni dokdZeme, Ze podminka je postacujici. Necht existuji realna Cisla g > 0,
k > 0 tak, Ze

) °0°B; = k/(u* + (1/43))
(2) °BOB; = k. J(1/27) + (123)), i*j; i,j=2,3,...,n.

Zvolme bod Sex; = 04, tak, aby |ﬁ’| = u a sestrojme b&%niky V; pfimek x,
v projektivnostech bodovych fad x(0, 4;, BY,...) A °x(°0,°4,,°B,,...), i =
=2,3,...,n (zfejm& je pfitom °B; ub&Znikem ptimky °x, v téZe projektivnosti).
PonévadZz K; je podle pfedpokladu kartézskd konfigurace, nalezneme (analogicky
jako v prvé &asti dikkazu) VV; = J((1/A7) + (1/43)), SV, = J(u® + (12})), i+ j;
i,j =2,3,...,n Pak v disledku (1) a (2) plati °0°B, = k SV,, °B°B; = k VY,
(k>0, i%+j;i,j=23,...,n) a simplexy $""X(S,V,,V3,...,¥,), °""*(°0, °B,,
°Bs, ..., °B,) sou podobné. Pak v disledku v&ty 3 existuje centrilni projekce %
(s basi [S, 1E""1]) tak, Ze 2K} ~ °D;~ 1.

Véta S. Nechf je ddna polyedrickd konfigurace K}, = {0,A,,B;} < E" a degenero-
vand konfigurace °D7 = {°0, °4,, °B;} = °E™ (2 < m < n). Pak existuje centrdlni
projekce 2 v E" s basi [E*™"~1, 'E™] a afinita of : °E™ — 1E™ s libovolnym kladnym
modulem tak, Ye K" = s/°DJ.

Diikaz. a) Necht n > m + 1. Vzhledem k rozméru konfigurace °D* musi existo-
vat takové ¢islo i z posloupnosti 2, 3, ..., n — m + 1, Ze L(®%;, ®Xgi gy o ooy Xpaioq) =
= %E", kde °x; = °0°4,. Bez jmy na obecnosti miZeme predpokladat i = 2,
a tedy °E™ = L(%;, %3, ..., ®Xps1). UvaZujme konfiguraci K211 = {0, 4,, B;}, kter4
je &asti') konfigurace K} a konfiguraci °Dj,,; = {°0, °4,, °B,}, kter4 je &4sti konfi-
gurace °Dy’. Podle véty 2 existuje v prostoru E"*! = [(x, x5, ..., X4 1) (X; = 04))
centrélni projekce 2 s basi [S, 'E™] (Se x; = 04,, S + 0) a afinita o : °E™ — 1E™
s libovolnym kladnym modulem tak, Ze PKTii = «#°Dp,, = 'Dn,, = {!0,
4, 'B;}.

Sestrojme nejprve v 'E™ konfiguraci o#°D] = 1DT = {10, '4,,'B;} (obsahuje
ziejm& D7, , jako svoji &4st), zvolme 'E™ za primdtnu centralni projekce # v E*
a hledejme stfed projekce 2 tak, aby ZK{ = D" Dvojice pfimek A4, ;eAm+a
B, teBmies @ =2,3,...,n —m, jsou tvofeny mimob&’nymi ptimkami, leZicimi

1) Konfigurace K% = {0, 4, B;} Je &isti konfigurace K3 = {0, 4, B} w<4q, r=3),
jestlize ob& konfigurace majf spoletné body O, 4, B, i = 1, 2, ..., v; analogicky pro degenero-
vané konfigurace. . :

71



vzdy v témZ trojrozmérném prostoru s bodem S a lze tedy sestrojit jejich pficky g,
(x=2,3,....,n — m), prochézejici bodem S. Pro n — m — 1 pfimek g5, 43, .-
o Qnem platl (jak se snadno pfesvéd&ime) L(4s, 43, .-» Guom) = E"™! (kdyby
tOtlZ Qu-m < L35 935 - Gu-m—1)s Pak v disledku L(q;, g3, ..., Gpom-1) < L(x1s
Xgseees Xpoq) = E""1 by té% '4,4, < B! a tedy i 4, < E"", coz je ve sporu
s pfedpokladem o rozméru konfigurace K}; analogicky ani Zadna jinad pfimka g,
nemiife leZet v prostoru vytvofeném zbyvajicimi). Vezmeme-li nyni centralni pro-
jekci @ v E" s basi [E""™"1, 1E™], je nejprve v disledku S < E"""'1 WK::} =
= 5’(:1} = lD:-l-l Oznaélme'h Am+¢ = 1Am+aAm-l-a n 9as :cn+¢ = m+u m+a n
N 4, (“ =23..,n- m)’ je PApie = ApiaAmsa N ™ = 1Am+a’ PByyra =
= Bf1oBuia N E™" = lB,,,+,,, a=273,...,n—m Je tedy K} = 1DI' = o&/°D].
b) Je-lin = m + 1, plyne tvrzeni bezprostfedn? z véty 2.

Véta 6. Necht je ddna kartézskd konfigurace K, = {0, A, BY} = E" a degenero-
vand konfigurace °D; = {°0, °4,, °B;} = °E™ (2 < m < n). Necht°B; (i = 2,3, ...,
...ym + 1) jsou vlastni body a necht L(°0°B,, °0°B,, ..., °0°B,,, ) = °E™ Oznac-
me A; =1 — (°0°4,°B)), i = 2,3,...m + 1.

Postacujici podminkou pro existenci centrdini projekce # v E" s basi [E""™"1,
1E™], v niz K}, = °D}, je existence redinych ¢&isel u > 0, k > 0 takovych, Ze v kon-
figuraci °D plati °0°B; = k \/(u* + (1/A})), °B°B; = k \/(1/4}) + (1/A3)), i + J;
ij=23..m+1

Dikaz. a) Necht n > m + 1. UvaZujme konfiguraci K’"Ii = {0, 4, B},
ktera je &asti konfigurace K7 a konfiguraci °D},; = {°0, °4,, °B}, ktera je &asti
konfigurace °DJ. Pon&vadZ podle pfedpokladu existuji &isla k > 0, u > 0 tak, Ze
°o°B, = kJ(p + (1/43)), °BPB; = kJ((1/3)) + (1/22)), i +j; i,j =2,3,.

,m + 1, Ize na konfigurace K®*} a °DJ},, uZt v&u 4 a v prostoru E"'+1 =
= L(xl, X2y -0 Xme1) (¥ = 0A)) existuje tedy centrdlni projekce 2 s basi [S, 'E™]
(Sexy, S+ 0) tak, Ze °Dp,, = PKnii ='Dpn.y = {'0,'4, 'B;}. Sestrojme
v 'E™ konfiguraci D = {*0, '4,, 'B;} shodnou s °D} tak, aby obsahovala D}, ,
jako svoji &st. Analogicky jako v ditkkazu pfedchozi véty pak nalezneme, Ze v central-
ni projekci 2 s basi [E""™"%, 1E™], kde E""""! = L(q5, 3, -+, 4n—m) j& prostor
vytvofeny ptickami g, mimob&%ek 'Aniedmiw ‘BniaBmia (@ =2,3,..,0 — m)
vedenymi bodem S, je #K; = D] ~ °Dj.

b) Je-li n = m + 1, plyne tvrzeni bezprostfedng z véty 4.

Literatura

[1] L. Drs: Centralni axonometrie v n-rozmérném prostoru. Casopis pro p&stovani matematiky,
85 (1960), 274— 290. '

[2] V. Havel: O zékladnich v&tich vicerozmémé centrdlni axonometrie I, II, III. Matem, fys.
&asopis SAYV, VII, 2 — 1957 a VIII, 2 — 1958.

72



-

[3] V. Pecina: K zékladni v&t& n-rozmérné centrilni axonometrie. Casopis pro p&tovan{ mate-
matiky 96 (1971), 81—85.

Adresa autora: 461 17 Liberec, Studentska 5 (V3ST).

Zusammenfassung

DEGENERIERTE n#-DIMENSIONALE ZENTRALAXONOMETRIE

VAcLAvV PECINA, Liberec

Im Artikel werden einige Existenztheoreme der degenerierten Zentralaxonometrie
gefunden. Gegeben sind notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
der Zentralprojektion 2 aus einem Punkt in eine Hyperebene (im n-dimensionalen,
erweiterten euklidischen Raum E” (n > 3)), bei der die Projektion der n-schenkeligen,
n-dimensionalen polyedrischen Konfiguration K} mit der gegebenen degenerierten
Konfiguration °D?~! kongruent ist. Die hinreichenden Bedingungen sind dann fiir
den Fall der Zentralprojektion von dem (n -m - I)Qdimensionalem Zentrum im
m-dimensionalen Unterraum E™ (2 £ m < n) verallgemeinert.

73



		webmaster@dml.cz
	2012-05-12T04:58:05+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




