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O JEDNOM ZOVSEOBECNENI MENELAOVEJ A CEVOVEJ VETY

TomAS KLEIN, Zvolen

(Doslo diia 27. decembra 1970)

V préci [2] ukézali autori kratky analyticky dokaz Menelaovej a Cevovej vety
pre normélny (n + 1)-uholnik v n-rozmernom priestore. V tomto &lanku sa pridrzi-
me oznadenia z [2] a uk&Zeme jedno zovieobecnenie obidvoch viet.

Veta 1. Nech A;A, ... A,y je normdlny (n + 1)-uholnik v euklidovskom priesto-
reE,(n = 2). Zvolme n + 1 &isel k; (0 + k; + 1) a zostrojme na strandch uva¥ova-
ného (n + 1)-uholnika n + 1 bodov B, tak, aby

(1) (4:4,4,B) = k; .Y)

Oznacme V, resp. V, objem simplexu A,A, ... A,. resp. BB, ... B,.,. Potom
plati
-nt+1
1- H k;
(2) vV, = n+_1——_~ Vi

I = k)

n+1

Dékaz. Body B, z (1) mdZeme vyjadrit v tvare B; = Z cijAp kde ¢;; = 1/(1 — k)
a4 = —k/(l — k;). Pre objemy V,, V, plati V, = [det (¢i;)] V1.2) Lahko zistime,
Ze

1y Vietky indexy, prebiehajiice vidy prirodzené &isla, budeme dosledne brat mod (n + 1),
pri dom 4,4, = A4, a pod.
2) Pozri [6] vzfah (5.41) na str. 174,
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L =5 o Lo o0
1 -k,
n+1
1’ 1 s _kz 3 eeey 0, 0 I—Ukl
det. (Cu) = 1-— kz 1 - kz = ”—TL:"———
................................. l_kt
o I = k)
1 0 0 1
’ ’ ’ o 1 - kn+1

a tym je veta 1 dokazana.

Vetu 1 mdZeme chépat ako zovieobecnenie Menelaovej vety z [2].%) Plati totiZ:
ak kik, ... k., = 1, potom V, = 0 a body B; st linerne zAvislé; obratene ak su
body B; linearne zavislé potom je V, = 0aje 1l — k;k, ... k,4y = O.

Poznamenajme, Ze pre normélny (n + 1)-uholnik 4,4, ... 4,,,; zo vzfahu (2)
plynie:

a) Ak body B, z (1) st stredmi jeho str4n dostaneme pre n parne resp. neparne,
Ze objem simplexu BB, ... B,., je V;, = V;[2" resp. V, = 0, t]. pre n nepirne leZia
stredy str4n normélneho (n + 1)-uholnika v jednej nadrovine.*)

b) Ak na strane A;4;,, miesto bodu B; zvolime bod B}, pre ktory plati
(AiA;+1BY) = k;,, kde kj, ... k;, ... k; ,, je TubovoInd permutacia &isel k; z (1),
potom simplex BB ... By, m4 rovnaky objem ako simplex BB, ... B, ;.

¢) Ak k bodu B, zostrojime bod Bj symetricky podIa stredu strany 4;4, (s delia-
cim pomerom 1/k;), m4 simplex BiB; ... B, rovnaky objem ako simplex B;B, ...
DY Bn+ lc

d) Ak na strane 4,4, miesto bodu B; zvolime bod Bj s deliacim pomerom 1/k;.,
kde 1/k;, ... 1/k;, ... 1[k; ., je Tubovolnad permuticia &isel 1[k;, potom simplex
BiB; ... B, ., ma rovnaky objem ako simplex BB, ... B, ..

V normalnom (n + 1)-uholniku 4,4, ... 4,,; bodmi
Ay Ay oo Ay By Ajias oo Ay
prechadza prave jedna nadrovina, ozname ju v;. PoloZme
(3) Ki=1—k+kiky—...+(=1)"ky...ky; cycl.

Jednoduchou tvahou (pozri [2]) sa d4 dokazaf, Ze nadroviny vy, vy, ..., Vat1 S VY-

3) O Menelaovej vete pozri tieZ [11, [3], [4], [7]; podrobn4 citdcia dalsich prac je v [2].
4') Pozri vetu 1 v [5].

23



nimkou nadroviny v; maji spoloény bod Q; prave vtedy, ak K; + 0; pri K; = O ma
tychto n nadrovin spolo&ny smer. Podobne ako v [2] zistime, Ze pri K; + 0 je

1
(4) 0, = < [A4; — ksAy + ...+ (1) ky ... k,Apiq] s cyel.
1

Veta 2. Nech A,A; ... A+, je normdlny (n + 1)-uholnik v E,. Zvolme opdt
n + 1 disel k; tak, aby kaZdé z n + 1 &isel K; v (3) bolo nenulové. Oznacme V,
resp. V3 objem simplexu A A, ... A, resp. Q10Q, ... Q.. Potom plati

o o

V, = V.

n+1

[1K;
i=1

n+1
Dokaz. Vyjdeme opit z rovnic Q; = Y d;;A;, V, = |det. (d;;)| V;. Vzhladom
k (4) moéZeme pisat i=t

. 1, -kl’ “eey (—1)" k1k2"'kn
det. (d;;) = 1 (=0 kyoikpyrs L, o (1) ks Ky
Kle . K"+1 ----------------------------------------- '
—kn+1a kn+1k19 ’ 1

Matematickou indukciou sa da dokazaf, ze

[1+ (=1 kiky ... kyy "
KK, ...Kpy s

det. (dU) =

Vetu 2 mo6Zeme ponimaf ako zovieobecnenie Cevovej vety z [2]. PretoZe, ak
predpokladame, Ze k,k, ...k, = (—1)**', potom podla (4) Tahko zistime, Ze vietky
body @; splyvaju. A naopak, ak vSetky nadroviny v; maju spoloény bod, tj. ak
Qi =Q;=...= Q. potom V; =0 a teda aj 1 + (—1)"kyk; ... kysy = 0. Je
teda Cevova veta Specialnym pripadom vety 2.

Za podnet k tejto praci dakujem autorovi prace [1].
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Zusammenfassung

UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DER SATZE
VON MENELAOS UND CEVA

ToMAS KLEIN, Zvolen

In der vorliegenden Arbeit ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Menelaos
im n-dimensionalen Euklidischen Raum E, (wenn alle Punkte B;, fiir die (1) gilt,
nicht in einer Hyperebene liegen) und eine Verallgemeinerung des Satzes von Ceva
in E, (wenn alle Hyperebenen v; nicht durch einen Punkt gehen und keine gemeinsa-
me Richtung haben) gezeigt.
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