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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 98 (1973), Praha 

O JEDNOM ZOVŠEOBECNENÍ MENELAOVEJ A CEVOVEJ VETY 

TOMÁŠ KLEIN, Zvolen 

(Došlo dňa 27. decembra 1970) 

V práci [2] ukázali autoři krátký analytický dókaz Menelaovej a Cevovej vety 
pre normálny (n + l)-uholník v n-rozmernom priestore. V tomto článku sa přidrží­
me označenia z [2] a ukážeme jedno zo všeobecněme obidvoch viet. 

Veta 1. Nech A1A2 ... An+Í je normálny (n + i)-uholník v euklidovskom priesto­
re En (n ^ 2). Zvolme n + 1 čísel k( (0 4= k{ 4= 1) a zostrojme na stranách uvažova­
ného (n + l)-uholníka n + 1 bodov Bt tak, aby 

(-) (Mиß, )^, . ' ) 

Označme Vt resp. V2 objem simplexu AXA2 ... AH+1 resp. BtB2 ... BH+i. Potom 
platí 

(-) 

n + ì 

-- п*. 
í = l IЛ 

n+1 

П (i - *i) 
ř = l 

. vx . 

n + 1 

D o k a ž . Body Bt z (1) móžeme vyjadrif v tvare B{ = X C/F41' k d e c» = 1/(1 — ^/) 
1=i 

a c M + 1 = -fc/(l - kt). Pre objemy V1? V2 platí V2 = |det. ( c v ) | V!.2) Lahko zistíme, 
že ' 

*) Všetky indexy, prebiehajúce vždy prirodzené čísla, budeme dósledne brať mod (n + 1), 
pri čom An+2 s Ai a pod. 

2 ) Pozri [6] vzfah (5.41) na str. 174. 
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det. (Cџ) = 

1, 
- f c l 

1 - fc. 
, 0, . . . , 0 , 0 

i - г т . Л •••>°> ° 
1 — k2 1 - fc2 

1, o, 0, ..., 0, 
1 - *.+ ! 

n+1 

i - П * . 
i = l 

w + 1 

П(i-fc.) 
i = l 

a tým je veta 1 dokázaná. 

Vetu 1 móžeme chápať ako zovšeobecnenie Menelaovej vety z [2].3) Platí totiž: 
ak fc1fc2 ... fcrt+1 = 1, potom V2 = 0 a body Bt sú lineárně závislé; obrátene ak sú 
body Bt lineárně závislé potom je V2 = 0 a je 1 — fcifc2 ... kn+1 = 0. 

Poznamenajme, že pre normálny (n + l)-uholník AXA2 ...An+1 zo vzťáhu (2) 
plynie: 

a) Ak body Bt z (1) sú stredmi jeho stráň dostaneme pre n párne resp. nepárne, 
že objem simplexu BtB2 ... Bn+1 je V2 = VJ2" resp. V2 = 0, tj. pre n nepárne ležia 
středy stráň normálneho (n + l)-uholníka v jednej nadrovine.4) 

b) Ak na straně AtAi+1 miesto bodu Bt zvolíme bod B*, pre ktorý platí 
(AiAi+1B*) = kji9 kde kh...kJt... kJn+í je lubovolná permutácia Čísel fcř z (1), 
potom simplex B*B2 ... Bn+ x má rovnaký objem ako simplex B1B2 ... Bn+1. 

c) Ak k bodu B, zostrojíme bod B\ symetrický podlá středu strany -4,-4i+1 (s delia-
cim pomerom l/fcř), má simplex B[B2 ... Bn+1 rovnaký objem ako simplex B1B2 ... 
... Bn+1. 

d) Ak na straně -4 fA i + 1 miesto bodu Bt zvolíme bod B'[ s deliacim pomerom l/fc/á, 
kde ljkJí ... íjkjt... l/fcjn+1 je lubovolná permutácia čísel l/fcř, potom simplex 
B'[B"2 ... Bn+1 má rovnaký objem ako simplex J^l^ ... Bn+1. 

V normálnom (n + l)-uholníku ^41^42 ... An+1 bodmi 

-4i, A2, ..., Aí-i, Bi9 -4 i + 2 , ..., An+1 

prechádza právě jedna nadrovina, označme ju vř. Položme 

(3) K1 = l - k 1 + k1k2-... + (-l)nk1...kn; cycl. 

Jednoduchou úvahou (pozři [2]) sa dá dokázať, že nadroviny vl9 v2,..., vw+1 s vý-

3 ) O Menelaovej vete pozři tiež [1], [3], [4], [7]; podrobná citácia dalších práč je v [2]. 
4 ) Pozři vetu 1 v [5]. 
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nimkou nadroviny vt majú spoločný bod Qt právě vtedy, ak Kř =# 0; pri K{ = 0 má 
týchto n nadrovín spoločjiý směr. Podobné ako v [2] zistíme, že pri K{ + 0 je 

(4) Ci = ±r \Ai - k^2 + ... + (-i)nfei . . . M w + i ] ; cycl. 

Veta 2. Nech AtA2 ... An+Í je normálny (n + l)-uholník v En. Zvolme opáť 
n + 1 č/se/ fcř řafc, abj; fcazdě z n + 1 č/seí Xf i? (3) bo/o nenulové. Označme Vx 

resp. V3 objem simplexu A1A2 ... An+1 resp. Qi^ ••• 6»+i- Potom platí 

V, = 
[ì + í - i /пЧ ľ 

í-=i 
n + l 

i = l 

. v i . 

и+1 

Dokaž. Vyjdeme opáť z rovnic Qv = £ dřj>4/, V3 = |det. (d v ) | Ví- Vzhladom 
k (4) móžeme písať j=zi 

ĆЄt. (dџ) = 
1 

K^K^ ... X л + 1 

1, -fc . , .... (- l )" fc 1 fc 2 . . . fc я 

(-l)"fc2...fcя + 1, 1, . . . , ( - ! ) п - l 

Matematickou indukciou sa dá dokázať, že 

fcn+lfclî 

d e t , ( d | 7 ) = [ i + ( - 0 " M c 2 - - - W 

Vetu 2 móžeme ponímať ako zovšeobecnenie Cevovej vety z [2]. Pretože, ak 
předpokládáme, že fc1fc2... kn+1 = (— l) w + 1 , potom podlá (4) Tahko zistíme, že všetky 
body Qi splývajú. A naopak, ak všetky nadroviny vř majú spoločný bod, tj. ak 
Qi = Qi =* •.. = Cn+i potom V3 = 0 a teda aj 1 + (~l)"fc1fc2 ... fcw+1 = 0. Je 
teda Cevova veta špeciálnym prípadom vety 2. 

Za podnět k tejto práci ďakujem autorovi prače [1]. 
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Zusammenfassung 

ÜBER EINE VERALLGEMEINERUNG DER SÄTZE 
VON MENELAOS UND CEVA 

TOMÄS KLEIN, Zvolen 

In der vorliegenden Arbeit ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Menelaos 
im n-dimensionalen Euklidischen Raum En (wenn alle Punkte Bt, für die (1) gilt, 
nicht in einer Hyperebene liegen) und eine Verallgemeinerung des Satzes von Ceva 
in £n (wenn alle Hyperebenen vf nicht durch einen Punkt gehen und keine gemeinsa­
me Richtung haben) gezeigt. 
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