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Casopis pro p&stoviani matematiky, ro¥. 98 (1973), Praha

ULOHY A PROBLEMY

POZNAMKA K JEDNOMU PROBLEMU K. KARTAKA

K. KARTAK polozil v [1] nasledujici problém:

Bud f konecnd funkce na <0, 1) a necht N = {t, f(t) > 0} md Lebesgueovu miru
nula. Rozhodnéte, zda ke kaZdému ¢ > 0 existuje takovd newtonovsky integrovatel-
nd funkce g na 0,1y, feg 2 fa [ g <e.

Nasledujici ptiklad ukazuje, Ze se miiZe stat dokonce i v pfipadg, kdyZ N je spocetna
mnozina, Ze takova funkce g neexistuje.

Piiklad. Jellix = (2k +1).27",(n=1,2,...;k = 0,1,...,2"" 1 — 1), poloZzme
f(x) = n; neni-li x uvedeného tvaru, poloZme f(x) = 0. UkaZme, Ze viibec neexistuje
newtonovsky integrovatelna funkce g na <0, 1), tak, aby g = f. Kdyby totiz takova
funkce existovala, byla by nutné funkci prvni t¥idy na <0, 1), a tedy pro kazdé pfi-
rozené n by {x € €0, 1); g(x) = n} byla typu G, (viz [2]). Z nerovnosti 92 > fsnadno

zjistime, Ze tato mnoZina by by]a téZ hustd v ¢0,1), a tedy G = ﬂ {x €0, 1);

g(x) = n} by byla neprazdna mnozina (viz [2]). Snadno ovsem zpstlme, ZeproxeG
je g(x) = + o0, coZ je spor.

Vznik4 otazka, jaka je nutné a postadujici podminka na funkci f, aby problém mél
Jiz feSeni. Abychom odpov&déli na tuto otdzku, musime nejdfive mit moZnost, jak
sestrojit funkce (pokud mozno s ,,hodn& body nespojitosti), které maji Newtontv
integral. Uspokojivé feSeni tohoto problému podal Z. ZAHORSKI v préci [3], kde
dokézal, kromé jiného, nasledujici tvrzeni. (Na citovanou préci Z. Zahorského lze
téz odkazat Ctenafe, ktery by mél zdjem o podrobné&jsi informace o funkcich majicich
primitivni funkci).

Lemma. Necht H = E, je G; mnoZina a necht G = E, je takovd otevFend mnoZina,
%e G o H. Pak existuje takovd funkce g definovand na E,, Ze plati

(a) g(x) =0 pro x¢G,

(b) g(x) =1 pro xeH,

() 0 <g(x) <1 pro xe G\H,

(d) g(x) md Lebesgueiv i Newtonsw integrdl na libovolném omezeném intervalu.

Pomoci tohoto tvrzeni nyni snadno dokaZeme néasledujici vétu.

101



Véta. Necht f je libovolnd funkce definovand na {0, 1), necht f = 0 s.v. Potom
ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) Pro ka%dé & > O existuje newtonovsky integrovatelnd funkce g na <0, 1),
g = ftak, e [3 g <e.

(ii) Existuje konecnd funkce @ proni tfidy na {0, 1) takovd, Ze ¢ 2 f.

Diikaz. Implikace (i) = (ii) je zfejm4, nebot funkce majici Newtonilv integral je
prvni tfidy. DokaZme, Ze (ii) = (i). Necht ¢ je kone&né funkce prvni tfidy takova,
e ¢ = f.Polozme H, = f !((n — 1, n)) pro n pfirozena a necht F}, (m, k pfirozena)
jsou takové uzaviené mnoziny, 7e | Fi, = ¢~ !((— o0, m)). Bud &, = U F}. Pak &,

k=1

m<n
k<n

je uzaviena mnoZina, &, N H, = ¢ a mnoZina H, ma miru nula. Z toho lze snadno
dokazat, Ze existuje oteviend mnoZina G, tak, ze ¢, n G, =90, G, > H, a y(G, n
N (x, xo)) < (g/n. 2") (x — x,)* pro vSechna x,e @, (u zna®i Lebesgueovu miru
a pokladame (x, xo) = (xo, X) pro x > x,).

Podle lemmatu nynf zvolme funkce g, tak, Ze

(@) g.(x) =0 pro x ¢ G,, :

(b) g.(x) =1 pro xe H,,

(c) 0 < g(x) <1 pro xe G,\H,,

(d) g, méa Lebesguetv i Newtoniv integral na libovolném omezeném intervalu.

Polozme g = )" n.g, Bud G,(x) =n [5g,(t)dt a bud G = Y G,. Z vlastnosti
n=1 n=1

Lebesgueova integrélu ihned plyne, Ze G je neurditym Lebesgueovym integralem
funkce g. Je-li xo€<0, 1), existuje takové pfirozené n,, Ze x,€ @, pro viechna
n = ny. Pak

) i ng,(1) dt , = i nr én(t) dt

<Yy %(x — Xo)? £ &(x — xo)?,

X0 n=no n=ng E N n=ngo
atedy (Y. G,) (x0) = 0= Y ng,(xo). JelikoZ G, = ng,, plyne z toho, 2¢ G’ = g.

JelikoZ g je vSude koneéna, je tvrzeni dokazano.
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