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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 97 (1972), Praha

O BODOVE DEFORMACI KONGRUENCi ROVIN
V PETIROZMERNEM PROJEKTIVNIM PROSTORU

Joser Cu¢ka, Brno

(Doslo dne 18. Cervna 1970)

V praci, k niz dal podnét prof. K. SVOBODA v seminafi o soustavich Pfaffovych
rovnic, jsou studovany Cartanovou metodou pohyblivého reperu nékteré otazky
souvisejici s bodovou deformaci dvou dvojparametrickych systémt rovin — dale
stru¢né&ji nazyvanych kongruencemi L, L' — vnofenych do pétirozmérnych projektiv-
nich prostoru Ps, Ps.

Ukazuje se, Ze né&které poznatky dnes jiZ dobfe zpracované teorie pfimkovych
kongruenci v P; (napf. [1]), maji své analogické prot&jsky v dale studovaném piipad&
kongruenci rovin v Ps.

V §1 je pro dalsi ugely vhodné specialisovan privodni reper kongruence L a zave-
deny bodové formy ¢;.

V §2 je zcela pfirozenym zpiisobem modifikovan pojem bodové deformace uzivany
akademikem E. CECHEM. Obsah paragrafu je shrnut ve v&t& 1 a existen&ni v&t& 2.

V §3 je objasnén geometricky smysl rovnosti bodovych forem kongruenci L, L.
Véta 4 poukazuje na vztah mezi bodovou deformaci kongruenci L, L' a projektivni
deformaci prvniho fadu pfislusnych fokalnich ploch.

Na rozdil od indexi j, k, I, jejichZ pribéh je vidy vyznaden, probihd index ,,i
zésadng &isla 1, 2, 3.

1. Reperem pétirozmérného projektivniho prostoru Ps budeme rozumét libovol-
nou uspofadanou 3estici linedrn& nezavislych aritmetickych bodi 4; (j = 1, ..., 6),
pro nézZ je

(1) [A;A,A54,4545] = 1.

O funkcich vyskytujicich se dale budeme pfedpokladat, Ze jsou analytické.
Zakladni derivaéni formule jsou

0)] d4; = };w';Ak (Ghk=1,..,6),
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kde relativni komponenty w'j‘ vyhovuji rovnicim struktury

©)] . dm’;=;wj./\w’; ok 1=1,..,6).
Hlavni parametry znatme u, v. Pfaffovy formy w} spliiuji rovnici
Yol=0 (j=1,..,6).
J
Necht vrcholy A4,, A,, A5 reperu inciduji s b&Znou rovinou p kongruence L. Pak

d[A1A2A3] = [dA1A2A3] + [Al dA2A3] + [A1A2 dA3] =

= Yoi[4:4,45] + Zgwé[A ALl

kde i, j, k jsou cyklické permutace z prvkia 1,2,3 al = 4,5, 6.
Variace (tj. diferencovani jen podle vedlejSich parametri) je
0[A4,4,45] = Z:ej:[AlAzAs],
kde jako obvykle
en = op(9),
takZe formy _
) ot (j=123)
jsou hlavni a z nich Ize vybrat pravé dvé nezavislé; necht jsou to
w‘:zwl, a)gza)z.

'Zbyvajici formy (4) lze vyjadfit jako jejich kombinace s koeficienty zavisejicimi
obecn€ na hlavnich i vedlejsich parametrech.

Ohniskem roviny (4, 4,, 4;) pfislusnym k fokalnimu sméru (napf. q'e' +
+ ¢?w? = 0) rozumime bod F této roviny, ktery pfi jejim pohybu ve fokalnim
sméru spliiuje relaci [A4,4,4; dF] = 0. Jak znamo [6], existuji v kaZdé rovin& kon-
gruence tfi ohniska, o nichZ budeme v dal$im pfedpokladat, Ze neleZi v jediné pfimce.

Volme nyni vrcholy A4, A,, A; reperu v ohniscich roviny p pfislusnych k fokalnim
smérim
0'=0, 0*=0, o' +ro*=w’=0,
kde

(5) r+0.
Rovnicim .
[A1A2A3 dA,.]w,___o =0

Ize vzhledem k (2) (j = 1,2, 3; k = 1,..., 6) vyhovét, kdyZ
(6) o' Awiti=0 (j=1,273).
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Uzitim Cartanova lemmatu nabyvaji (6) tvaru
(7) oYM =al"0' (j=1,23;af=4a;=1).

Omezme se na ptipad, kdy kazdé ze tii ohnisek A; opisuje regularni plochu (tzv.
plochu fokalni).
Te&né roviny fokalnich ploch {4;} v bodech dotyk@ A, leZi v prostorech

(8) (A1, Az, A3, 3 a7 45.5) (j=1,2,3; a1 = a3 =1).
J

Zvolime reper tak, aby tyto te¢né prostory byly

(AI’A29A3’A4)’ (AI’AZ’AZ&’AS)’ (AI’AZ’A37agA6)’ ag#o,

to jest

a;* =0 (j=1,23i+})).
Odtud a ze (7) vyplyva

;=0 (j=123i%+)).
Vnéjsim diferencovanim rovnic (7) pro i = j = 3 vychazi

o' A {da} + aj(0] + 0§ — 0 — w})} +
+ @? A {da§r + a3r(w) + 0f — 03 — w3)} =0.

Bez Gjmy na obecnosti zvolime a$ = 1.
Vné&jiim diferencovanim zbyvajicich rovnic (7) dostaneme

(9) oAl - A03lj=0 (j=1,2,3;i+))
a vidime, Ze formy
o] + 0f — 0} - @i, o), 037} (j=1,2,3;i%j)
jsou hlavni.
Vzhledem k (6) a nerovnostem

oA +0 (j=1,23ij+1)
miZeme na (9) aplikovat Cartanovo lemma a obdrZime
(10) ol = dlo’ + do’, 03ti=plo'—ao’ (j=1,23;i+)).
Pfihlédneme k rovnostem
(11) do' = (0} — 031) A o,
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které okamZit& plynou z podminek integrability (3) a prodlouzime (10). Ziskame tim
rovnice tvaru

co"AAa{’+ijAa{+wf Aol =0,
W' Adfl— o Adal+ 0}iiA@3i=0, (I=1,23;i%j+1%i)
kde
(12) 4a} = da} + dj(0) — W31} + 0l,,,
da] = do] + oj20) — @} — 031)),
4} = dpf + pl(wi + 03] - 2031) (=1,2,3; i +))

jsou dalsi hlavni formy.
Ze vztahii (12), poznavame, Ze Ize reper dale specialisovat volbou

al=0 (=123 i%})),
pfi¢emz se stavaji formy
;i (=123 i%+))
hlavnimi formami.
Z definice hodnoty vnéjsiho diferencialu a hodnoty vné&jsiho soudinu plyne z (11)

(13) S0’ = wi(e — e31Y).

Uvedme jesté€ kviili piehlednosti variace relativnich invarianti a deriva¢ni formule
reperu.

(14) o) = a(e} + €31 — 2¢]), OB = Bi(2e31i — ef — €31))
(G=123i+j)),
or=rle; +el.—e; —e3)=r(es +e3 —e5 — ef).
(15) d4, = wiA, + alw?4, + djw®4; + 0'd,,
d4, = jw'd, + 034, + Gw’d; + 0’4,
dA4, = ajo'd, + Bdw?d, + w4, + w34,
d4, = wid, + 024, + wiA; + WiA, + Prw'As + fiw'Ag,
dds = wid, + 034, + 0345 + fr0*A, + wids + Brw*A,
ddg = 0, + wid, + 03, + PloPd, + BroAs + wids .

Nyni Ize snadno ovéfit, Ze bodové formy

3.2 2 3 3.1 1 3 2,1 1 2
(16) ¢, = i050%0%, @, = ajne'w?, ¢; = diue'o
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a formy

3.1

2 1.2
Y, = dlaole’n’, ¥, = wddiaio'w?

(D3
jsou invariantni (tj. 6p; = 6y, = 0). Z identity

©10205 = Y ¥,

je oviem ihned vidét, Ze nejsou nezavislé.

2. Pfedng pfipometime [1] pojem bodové deformace.
Budiz dana
— kongruence L = Ps rovin p = p(u, v),
— kongruence L' < P rovin p’ = p'(u’, v'),
— regularni korespondence C : L —» L, Cp(u, v) = p'(v’, v')
rovnicemi u’ = u’'(u, v), v’ = v'(u, v).
Rekneme, Ze C? je bodové rozsifeni korespondence C, jestliZe je pro kazdou dvo-
jici odpovidajicich si rovin pe L, Cp = p’ € L' dana kolineace

n = n(u, v) : p(u, v) > p'{u'(u, v); v'(u, v)} .

Dostavame tak bodovou korespondenci C? : V(L) — V;(L) mezi &tyfrozmérnymi
bodovymi varietami V,(L), V4(L).

Korespondence C se nazyva bodovou deformaci, jestlize existuje takové bodové
rozsiteni C na C®, 7e lze pro kazdou dvojici (u, v) najit kolineaci K(u, v) : Ps — Pj
takovou, Ze plati:

Je-li Aep(u,v) bod a I' libovolna kfivka (A el < V,(L)), pak kfivky C'T
a K(u, v) I maji v bod& C"4 analyticky styk prvniho ¥adu, tj. pfi

(17) KA = C%4
plati rovnost
(18) K d4 = d(C’4) + 9C’4,

kde 8 je jista hlavni forma. Rikadme pak, Ze K realizuje (v rovin& p(u, v)) bodovou
deformaci.

Jde ndm nyni o nalezeni podminek pfi jejichZ spln&éni budou kongruence L = Pq,
L' = P v bodové deformaci.

Ke kongruenci L pfifadime ovSem reper s derivaénimi formulemi (15) a ke kon-
gruenci L' zcela analogicky reper ¢arkovany.

Korespondence C necht je uréena relacemi

(19) o* = Yblo' (k1=1,2),
1
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kde
(20) . - |l 0 (k1=1,2).
Pak je ovSem
w'? = blo' + blw? + r'(bz0' + b3w?).

Bodové roziifeni C® korespondence C : L— L necht je dano kolineaci  : p.— p'
uréenou rovnicemi

nA; =‘Zc{A} (j=1273)
s determinantem ]
(21) - ] +£0 (j=1,23).
Pfedpokladejme, Ze kolineace K

KA,

3

=4, (k=1,23)
KA3+i b C;_,,iA; (l = I, ooy 6)

realizuje bodovou deformaci kongruenci L, L.
Necht je kfivka I" opisovana bodem

A = Yxi(t) A(u, v),
kde
u=u(t), v=1t).
Pak ,
d4 = Yy {(dx' + X)) 4; + x'o'd;.} (j=1,2,3)
7
a

(22) KdA=YYY{cldx' + x*0f) + i x'0} 4} (i=1,...6; k=1,2,3).
i jk

Dile je
(23) C'd = KA = YYcx'A; (j=1,2,3)
iJ
a
(24) d(C’4) = z;kZ{[c{ dx’ + xi(dc] + clw))] 45 + cix*w A5, } B

(sk =1,2,3).

Dosadime z (22), (23) a (24) do (18) a porovname koeficienty u x'4; (= __4,’5,2 6).
Dostaneme

(25) '3l =wd (j=1,23).
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S uvéazenim (19) porovnejme v (25) koeficienty nyni u forem w', w?. Ziskame tak

systém rovnic

(26) cib = c3b} = ¢2b2 = by =0,
ci(bi + r'b3) =0, c3(bi + r'b3) =0,
€8 = bl + rBY), & = ci(bF + rb),

c3(b} + r'b3),

ce = cj(bi + r'b}), cor
ch =cib}, ct=cibl, cir=cib?, ¢t =cibl,
c;=ciby, ¢l =c3bl, c; =c3by, cor=c3b}.
Po pfihlédnuti k podminkam (20), (21), (5) a analogické ' + 0, Ize diskusi systému
(26) ukazat, Ze je fesitelny jen kdyz
(27) b}=0bl=0,

nebo b} = b2 = 0. Vybgr jedné z t&hto dvou moznosti je geometsicky nepodstatny

a my zvolime (27).
Vsimné&me si jesté rovnic (25). Lehce z nich plyne
(28)
(cheies + ciciee + cicicd) w'o’w® = (ciciel + cicicy + cieycl) w'lw %0 .
Korespondence C : L — L tedy transformuje rozvinutelné variety (torsy) kongru-
ence L do rozvinutelnych variet kongruence L. Takova korespondence se nazyva

rozvinutelna (torsalni).
Vratme se nyni k relacim (26) a (27). Nahlédneme z nich platnost rovnosti

6

1 2 4
29) d=ci=c=c=ci=c=cl=cl=ci=ci=ce=0cl=0.

Vztahy (19) vzhledem k (27) jsou nyni
(30) o' = blo', w'?= biw?
a po ptihlédnuti ke (29) nabyva (28) tvaru

cocsciw'0’w® = ciddcio w0’ .
Ozna¢me
0 — of = 1%,
Vngjsim diferencovanim (30) vychazi
{db} + bi(zd — 1)} A @' =0, {db + b3(13 — %)} A 0? =0

a tim se pfesvéd&ujeme, Ze bj, b3 jsou relativni invarianty. Miizeme tedy klast

by =b3=1



Pak oviem
k- = fiok (k=1,2)

-

jsou hlavni formy.
Dosahli jsme tak bez obsahové ijmy na obecnosti situace, kdy
(31) w* =0 (k=1,2).
Systém (26) se tak zredukoval na
(32) ca=ci, c3=¢c3, cS=c}, cfr=c3r.
Z poslednich dvou rovnic (32) ihned vyplyva
(33) ' r=r.
S pouzitim (29), (31), (32), (33) porovnavejme dale koeficienty v (18) nyni u x°4;

(j = 1,2,3). SouCasn& pouzijme vyjadfeni hlavnich forem pfichystaného y (15).
Dostaneme

(34); -3 dei = cltl + ¢i9 = ¢}, 0!
(34)4-5 clojo’ + i = dajfol (j=1,2,3; 0 %j).
Porovnanim koeficientd u forem ', w? v rovnicich (34),_, mame ihned

GG=ci=ci=cl=ci=ct=0
a

(35) ca—-cjoz (=123 i+)).
Jeliko? Ize poZadavku (21) vzhledem k (29) vyhovét pravé kdyz
(36) © i3l 0,

dospivame ze systému rovnic (35) pro nezndmé cj, c3, c3 k podminkam

2 11 311 3.2 13 12
(37) aday = afay, ajul = adey, aded = aydal?,
— 13 1 1 2 11,02
a1a2a3 “1 ay oy , “2“3 = 0 03 c‘1 s

které oviem nejsou nezavislé.
Kolineace K realizujici bodovou deformaci C je tedy urena rovnicemi |, |,

(38) KA; = cid;, KAy, = ¢34 + cidsy,

kde koeficienty c}, ¢} ; jsou feSenim systému rovnic (35) a (34), _5.
Shrnutim dosavadnich uvah a porovnanim (37) a (16) je dokézéana
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Véta 1. Bodovd deformace C : L — L je rozvinutelnd korespondence; kolineace K
ji realisujici transformuje ohniska A,, A,, A3 do ohnisek A}, A3, Aj.

Kongruence L, L jsou v bodové deformaci C : L — L prdvé tehdy, plati-li

01 =9Q1, 92=9¢3, ¢3=0;
a aspori jedna z rovnosti
Yo =vY1, ¥2=1;.
Vysetfujme nyni, zda k dané kongruenci L = P, opravdu existuje korespondence C
a kongruence L' = P§ — dale stru¢n&ji dvojice (C, L) — tak, Ze C : L - L je bodovou
deformaci.

Bez ujmy na obecnosti volme v relacich (35) af = « (j = 1, 2, 3; i % j) a pamatuj-
me na (31) a (33). Pfi dané kongruenci Lje pak dvojice (C, L) urena systémem

(39) =0 (j=1,..6;i%j)

s uzavérem

(40) (Dl/\93=0, 0)2/\94=0, (03/\95=0,
o' AL+ 0P Al =0 O’ ATl —w' Aa3Q, =0
AT AR +Q,)=0 AT -0 Aaj(Q +Q)=0
0 AT+ 0P AR, =0 0} AT -0l AaiR,=0,

kde

Q=1%-1, QL=13-1, Q=14-1,
Q4=1:§—1§, Qs =18 —13.
Snadno nahlédneme, Ze hlavni formy
Ti’ Ti’ Té’ Tg’ 72’ Tgv 'Ql’ QZ: 93’ Q4a Q_S >
stejné jako vn&j3i kvadratické rovnice (40), jsou linedrn& nezévislé. Pfi obvyklém

oznaceni je tedy
q:ll, S1=9, 52=11"‘9=2- 4

Cartanovo ¢islo
Q=S1+252=9+4=13.

Rozfesme (40) uZitim Cartanova lemmatu.

(41) Q, =f1w1 , 4 =f2w2’ Qs =f3w3,
13 = fao' + fs0°, 5= f130° "‘fut“)l ’
2Q = fsw' + fe0?, Q2 = ~f149* + fis0',
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13 = fr0' + fyo?, 5= fie®® + f170",
“;13(91 + Q,) = fyo' + foo?, ’1:14(91 + Q,) = —f1,0° + fiz0!,
13 = f100% + f1,0%, o= f1o0® + fr007,

3 2
032, = f1,0* + f1,0°, @3Q, = —f00° + f,07.

Dosadime-li ze (41) do (40), najdeme mezi koeficienty f, (k = 1, ..., 21) osm linear-
nich relaci, tedy N = 21 — 8 = 13. ProtoZze Q = N je systém (39) v involuci a je
dokazana existen¢ni

Véta 2. Je-li ddna kongruence L = Ps pak dvojice (C, L) existuje a zdvisi na
dvou funkcich dvou proménnych.

3. Pfedné se budeme zabyvat otazkou, kdy jsou dvojice fokalnich ploch {4,}, {4}
v projektivnich deformacich C; prvniho fadu [5], které budeme realisovat soudasné
jednou kolineaci J¢, transformujici ohniska A4; do ohnisek A;.

Rovnice kolineace " pfedpokladejme ve tvaru

(42) HA, =K

(43) HAsei=YKid; (J=1,...6),
J

kde

(44) KiK}K3 0.

Fokalni plochy {4}, {4} jsou v projektivnich deformacich C;:{4;} — {4}
prvniho fadu realizovanych kolineaci o, plati-li pfi

H A, = KA,

relace ' (dA4;) = d(KiA4}) + 9,K}A}, neboli

(45) H(dA) = K} dA; + ,4;,
kde 9, jsou vhodné Pfaffovy formy a y; = dK} + 9,K%.
Jest .
dA; = Yowid;, dA;=Yw/d; (j=1,..,6),
J J
tedy
(46) ;w{(xA,.) =KiYo/d;+y4; (j=1,...,6).
J

Nyni dosadime za X A; do (46) ze (42), resp. (43), a za ] jejich vyjadfeni z matice
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koeficientf (15). Porovnanim koeficientdi u A)(j = 1, ..., 6) a pak u ' a w? dosp&jeme
po snadnych vypoétech ke vztahtim

K:=KI=K;=K{=K.=Ki=K{=K¢=K.=KZ=K¢=K;=0

(47) Kia; =Ko (j=1,2,3; i+))
(48) K3ii=K!
(49) Kiti + 7, = Kj 0.

Systém rovnic (47) je aZ na ozna&eni hledanych funkci K| identicky se systémem
(35). Obsahove jsou stejné i pozadavky (44) a (36). Jest tedy

Ki=¢l
a vzhledem k (48)
K3iti=ci.
Rovnice (49) nabyvaji nyni tvaru
C:ZT;: + 7= K;+iwi

a Ize z nich uréit K , ;. Tim je dok4zéna

Véta 3. Fokdlni plochy {A;}, {4} kongruenci L, L jsou v projektivnich deforma-
cich proniho Fadu C;:{A;} — {A}} realisovanych souéasné jedinou kolineaci X

pravé tehdy, plati-li

’

P = @;
a aspori jedna z rovnosti

Vo=, ¥a=19;.
Rovnice kolineace X jsou tvaru
XA, =ciA,
HAzpi = cidi + cidyy;.
Z obsahi véty 1 a véty 2 vyplyva tvrzeni, které podava
Véta 4. Rozvinutelnd korespondence C :L— L' mezi kongruencemi L,L je

bodovou deformaci prdvé tehdy, jsou-li korespondence C;:{A;} — {A;} mezi
fokdlnimi plochami {A;}, {A}} projektivnimi deformacemi proniho Fadu.
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Zusammenfassung

UBER DIE PUNKTDEFORMATION DER EBENENKONGRUENZEN
IM FUNFDIMENSIONALEN PROJEKTIVEN RAUM

Joser Cuéka, Brno

In der Arbeit wird die Korrespondenz C zwischen zwei zweiparametrigen ebenen
Gebilden L, L' (Kongruenzen von Ebenen), welche in die fiinfdimensionalen projek-
tiven Rdume P, P; eingebettet sind, erwagt. Es wird vorausgesetzt, dass die Kon-
gruenz L, bzw. L drei verschiedene nicht ausgeartete Brennflichen {4}, bzw. {4}}
besitzt. Mittels der Cartan’schen Methode des beweglichen Bezugssystems werden
zu der Kongruenz L geometrisch bedeutsame invariante quadratische Formen ¢,
(die sog. Punktformen) und invariante kubische Formen y,, , aufgefunden.

Es wird bewiesen, dass die Gleichheit der Punktformen ¢; = ¢; und die Giiltigkeit
zumindest einer der Gleichung y/, = y/}, ¥, = ¥} eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir sind, dass

1) die abwickelbare Korrespondenz C : L — L eine Punktdeformation ist,

2) alle drei Brennflichenpaare {4}, {4} sich zugleich in der projektiven Defor-
mation C; erster Ordnung entsprechen. v B

Der Satz 2 sichert dass zu der gegebenen Kongruenz Ldas Paar (c, L’) tatsachlich
existiert und von zwei Funktionen zweier Variablen abhéngt.
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