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&asopis pro péstovini matematiky, ro&. 97 (1972), Praha
ULOHY A PROBLEMY

K iloze &. 4, kterou polozil 1. Babuska v Cas. pro pést. mat. 79 (1954); tloha byla
znovu preti§téna v Cas. pro pést. mat. 89 (1964), str. 103.

Formulace lohy: Bud C jednoduchd rovinnd kfivka koneéné délky a D jeji
vnitfek (komplement). Budiz to € C. UtvoFme funkci 9(z, t), kde z probihd mnoZi-
nu D a t mnoZinu (C — t,) tak, aby 9(z, t) bylo tihlem mezi kladnym smérem osy x
a vektorem zt a aby funkce 9 byla spojitd. Budi? F(z) = [¢|d,9(z, t)|. (Funkce F
je zfejmé spojitd na D a nezdvisi na volbé funkce 9.) DokaZte (pFesné a pokud
mozno jednoduse) néjakou nutnou a postacujici podminku, aby funkce F byla
omezend. (Viz J. Radon, Sitzungsberichte d. Akad. d. Wiss., Wien, Math. Naturw.
KI. 128, Abt. 2a, 1la, 1123; ]919.)

Re3eni ilohy je dano nasledujici vétou:

Oznaéme pro (€ C a o€ (0,2n) symbolem u((, o) pocet prisecikii kfivky C
s polopiimkou {{ + re™; r > 0} a polofme v({) = [3* u({, «) do. Je-li vyse definova-
nd funkce F omezend na nékteré z komplementdrnich oblasti kfivky C, pak

(1) sup v({) < o .

LeC

Naopak, plati-li (1), pak F je omezend na komplementu krivky C.

Dikaz tohoto tvrzeni plyne z v&t 1.11 a 2.7 &lanku [1]; viz téz [3] a Corollary
a Remark 4 na str. 7 ve sd€leni [2].

[1] J. Krdl: On the logarithmic potential of the double distribution, Czech. Math. Journal 14 (89)
1964, 306— 321.

[2] J. Krdl: On cyclic and radial variations of a plane path, Comment. Math. Univ. Carolinae
4 (1963), No 1, 3—9.

[3] J. Krdl: On the logarithmic potential, Comment. Math. Univ. Carolinae 3 (1962), No 1,
3—10.

Poznamka. Zvolme pevn& komplementirni oblast D jednoduché uzaviené
kiivky C a kazdé spojité funkci f na C ptifadme funkci Wf na D pfedpisem

Wi(z) = Im J’ Ef(_—c); df = ‘[ £(0)dS(z 1)
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Z véty 2.10 v [1] (viz téZ véty 3 a 4 v [3]) plyne, Ze (1) je nutnou a postadujici pod-
minkou k tomu, aby pro kaZzdou spojitou f na C byla funkce Wf omezena (resp.
stejnom&rn& spojitd) na D.

Bud nyni y € (0, 1) a ozna¢me pro kazdou neprazdnou mnoZinu M v roving& sym-
bolem Cy(M) t¥idu v8ech funkci f, které na M spliiuji Holderovu podminku s expo-
nentem y, tj. existuje konstanta m, tak, Ze

(u, ve M) = (|f(u) = f(v)] < m/Ju — o).
Lze dokazat, Ze za pfedpokladu (1) plati implikace

@) fec(c)=wrec,D).

Nyni pfirozené vznika nasledujici

Uloba. Naleznéte jednoduchou a geometricky ndzornou nutnou a postadujici
podminku na kfivku C, kterd by zarudovala platnost implikace (2).

Josef Krdl, Praha

Reeni ilohy &. 5 (autor Jan Mafik) z rog. 82 (1957), str. 365

Uloha: Bud G otevfend mnoZina v m-rozmérném Euklidové prostoru E,, 0 +
+ G + E,; bud f spojitd funkce na hranici H mnoZiny G. Je-li funkce F spojitd
na G u H, harmonickd na G a rovna f na H, nazveme funkci F FeSeniin Dirichle-
tovy ulohy prislusné k funkci f a mnoZiné G. Rozhodnéte, zda plati tato véta: Necht
ke kaZdé omezené spojité funkci na mnoZiné H existuje omezené FeSeni prislusné
Dirichletovy ulohy. Potom ke kaZdé nezdporné omezené spojité funkci na mnoZiné H
existuje nezdporné FeSeni pfislusné Dirichletovy ulohy.

Pfi feSeni této tlohy budeme uZivat vysledki prace ,
[M] J. Mafik: Dirichletova tiloha, Cas. pro pést. mat. 82 (1957), 257 —282.
Je-li m = 2, tvrzeni uvedené v&ty plati. Plyne to napf. ze cviteni 11 v [M].

Necht je m > 2. UkaZeme, Ze uvedené véta neplati. Stejn& jako v [M] oznaime 6
systém viech regularnich mnoZin v E,,.

Oznatme G, = {x € E,; |x| > 1} (vn&jek koule) a bud H, hranice mnoZiny G;.
Ziejmé je G, € 6. JestliZe f, je spojita funkce na H,, sestrojme podle odst. 16 v [M]
omezené feSeni Dirichletovy tlohy piisluiné k funkci f; a mnoZin&€ G,. Hodnotu
tohoto Fe¥eni v bod& x € G, U H, ozna¥me D(G, f1, X)-

Zvolme nyni ¢ € G, a oznatme G = G, — {c}, H = Hy L {c}. Potom je zfejmé H
hranici mnoZiny G. Pro x € E,, — {0} poloZme

h(X) = lXIz-m - 1.
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Predpokladejme, Ze f je spojita funkce na H a bud f, restrikce funkce f na mnoZi-
nu H,. Pro x e H u G poloZzme

F(x) = D(Gy, f1, x) + (f(c) — D(Gy, fy, ) h(x)/h(c) .

Potom je, jak snadno zjistime, funkce F omezenym feSenim Dirichletovy ulohy
ptislusné k funkci f a mnozZiné G.

Vidime, Ze ke kazdé omezené spojité funkci na mnoZiné H existuje omezené feSeni
pfislu§né Dirichletovy ulohy.

Kdyby ke kazdé nezdporné omezené spojité funkci existovalo nezdporné feSeni
pfislusné Dirichletovy ulohy, platilo by G €  podle véty 11 v [M] Podle véty 15
v [M] v3ak neni G € 6.

Dokéazali jsme, Ze v&ta vyslovena v tloze neplati.

Poznamenejme, Ze snadno lze pfimo sestrojit nezapornou omezenou spojitou
funkci na H, pro niZ neexistuje nezdporné feSeni pfislusné Dirichletovy ulohy.
Necht k je nezaporna spojita funkce na H, kterd neni identicky rovna nule a necht
je k(c) = 0. Kdyby existovalo nezdporné feSeni K Dirichletovy tlohy pfislusné
k funkci k a mnoZin€ G, byla by funkce K harmonicka v G, podle zndmé véty o odstra-
nitelné singularit€ harmonickych funkci. ProtoZe potom je K nezaporna harmonicka
funkce v G, a K(c) = 0, je funkce K identicky rovna nule v G, a tedy funkce k je
identicky rovna nule na H, coZ je spor s pfedpokladem.

Ivan Netuka, Praha
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