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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha

SVAZEK 97 * PRAHA 10.5.1972 % CIsLO 2

O PROJEKTIVNICH DEFORMACICH KONGRUENCI ROVIN
V n-ROZMERNEM PROJEKTIVNIM PROSTORU

JAROSLAV BAYER, Brno

(Doslo dne 27. kvétna 1970)

V této praci je zkoumana existence projektivni deformace 2. fadu kongruenci rovin
projektivniho prostoru P, (pro n > 5) v souvislosti s deformacemi 1. fadu jinych
objektii a v jednotlivych p¥ipadech je prokazéna existence dvojic (C, E).

Podnétem k této praci byl seminaf prof. K. SvoBoDY o soustavich Pfaffovych
rovnic.

1. Je zde provedena &asteCna specializace priivodniho reperu kongruence rovin
v P, tim, Ze vrcholy A,, A,, A5 reperu jsou umistény v ohniscich b&Zné roviny kon-
gruence. PFi pohybu roviny bude kazdé ze tfi ohnisek opisovat fokalni plochu dané
kongruence rovin. Ve specializaci je pokradovano dal§im zjednoduSenim aZ do tvaru
vhodného pro naSe poufZiti.

2. Jsou zde uvedeny nutné a postalujici podminky existence projektivnich defor-
maci 1. a 2. fadu kongruenci rovin v projektivnich prostorech P, a P,.

3. Pomoci te¢né kolineace je realizovina korespondence mezi fokalnimi plochami,
ktera je deformaci 1. fadu. Je ukéazano, Ze jeji existence je nutnou a postaéujici pod-
minkou k existenci projektivni deformace 2. fadu kongruence rovin v P, pro n = 8
a dokazana existenéni véta pro dvojici (C, L).

4. Zavedend korespondence C*:[E’E®] - [E"E®] soutasn& s korespondence-
miC;(i =1,2,3) jSou deformacemi 1. ¥adu a jejich existence je nutnou a postacujici
podminkou k existenci projektivni deformace 2. fAdu kongruenci rovin v P,. Je zde
dokéazéna existence dvojice (C, L).

5. Konen& existence korespondence C™ :E’ - E7 a korespondenci C; (i =
= 1,2, 3), které jsou deformacemi 1. ¥adu, jsou nutnou a postadujici podminkou
k tomu, aby existovala projektivni deformace 2. f4du kongruenci rovin v Pg a existen-
ce dvojice (C, L) je zde dokazana. '
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"1. SPECIALIZACE . REPERU KONGRUENCE

V projektiviim n-rozmérném prostoru P, (n > 5) provedeme &astegnou speciali
zaci pritvodniho reperu. O funkcich vyskytujicich se v dal§im budeme vZdy predpokla
dat, Ze jsou spojité diferencovatelné aZ do potiebného fadu, resp. Ze jsou analytické
Reperem projektivniho prostoru P, (n > 5) budeme rozumét kteroukoliv uspofada
nou (n + 1)-tici linedrn& nezavislych aritmetickych bodt A4, 45, ..., A,+1, pro n&

(1,1) [A1A2 eer A"+ 1] = 1 .
V dal§im budou scitaci indexy nabyvat vZdy hodnot:

m=12...,n+1, i =123,
u =1,2,...,n+1, "j=123,
v =1,2,..,n+1, I =4,56,
M=45...,n+1, k=789 ...,n+1,
N =45,...n+1, 1 =7,89,...,n+1.

Obecny pohyblivy reper zavisi na (n + 1) — 1 parametrech a relativni komponen
ty ] jsou pak uréeny na zaklad¥

(1,2) d4, =YaolA,,
kde
(1,3) Do) = Yw, A o} .

v

Diferencovanim (1,1) dostaneme
(114) Zw: =0.

Nyni zvolime vrcholy A4,, A,, A3 reperu vZdy v rovin& kongruence L. Diferencové-
nim dostaneme
(1,5) d[A A45] = 0i[4,4,4;5] + zw¥[AMA2A3] +

+ w3[4,4,4;5] + Zco [4,444;5] + w3[A AzA5] + Zw [4,4 AM]

v dalsxm se omezime na studxum kongruenci charakteru 5. Budeme predpokladat,

Ze v kazdé b&Zné roving kongruence existujf tfi ohniska neleZici na jedné pfimgce.

Symbolem: & oznaéxme variaci (dlferencovam pouze podle vedlejswh parametru)
a poloZime

wL"((S) =e.
Variaci (1,5) obdrZime )

5[A1A2A3] = (e} + e§ + eg) . [A‘AzAs] N
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takZe formy
(1,6) oM

jsou hlavni.

-

ProtoZe hlavni formy zaviseji pouze na dvou hlavnich parametrech, jsou mezi nimi
pouze dvé nezavislé, dejme tomu

(1,7) ol =0,; 0 =o0,
a necht
0} = w3 = aj(w; + rw,), kde a§+0, r+0, r+ 0.

Zbyvajici hlavni formy (1,6) vyjadfime jako linearni kombinace forem (1,7).

V3echny koeficienty hlavnich forem (1,6) zaviseji obecn& na hlavnich a vedlejsich
parametrech.

Bod F = inAi se nazyva ohniskem pfislusSnym k fokalnimu sméru p,w, +

+ p,w, = 0, jestliZe pfi pohybu roviny v tomto fokalnim sméru je [4,4,4; dF] = 0.
Nyni provedeme specializaci reperu tak, aby vrchol A; byl ohniskem pfisluSnym
ke sméru w; = 0, coZ vyjadiime rovnici

(1,8) [A4,4,45dA],,=0 = 0.

Z (1,2 ,,3) uzitim (1,8) plyne
(1,9) o, A0 =0, pro i=12 je M+i+3.

Z ptedchazejicich vztah (1,9), aplikaci Cartanova lemmatu plyne dale:
(1,10) o = a¥w;, rovnéipro i=1,2 je M=*i+3.

Pfi dalsi specializaci reperu se podle pfedchézejiciho omezujeme na pfipad, Ze
kazdé ze tfi ohnisek pfi pohybu roviny opisuje regularni plochu (nazveme ji plochou
fokalni).

Po dosazeni (1,10) do (1,2) je z prvnich t¥i rovnic vidét, Ze te€né roviny fokalnich
ploch (4,), v pfislusnych bodech A,, leZi v prostorech

(1,11) [A4,4,4; %;ag"AM], kde af =a;=1.
Zvolime reper tak, aby uvedené te¢né prostory (1,11) byly
[4;4,45ai7%4,,5], kde af=a3=1, tji. aff =0 pro M+i+3.
Odtud podle (1,10) plyne
(1,12) wff =0 pro M#+i+3.
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Viimnéme si nyni podrobnéji hlavni formy
. w3 = 0f = a3(w, + rw,).
Vnéj$im diferencovanim dostaneme
w; A {da} + a§(0] + 0f — 03 — )} +
+ o, A {d(aSr) + ajr(w; + 0 — 0} — @)} =0.

V daliim se omezime na pfipad a$ + 0 a bez ijmy na obecnosti zvolime a§ = 1.
V tomto pfipadé je r relativnim invariantem a

(1,13) - 0§ =0, + ro, = 0, .
Ze tfi hlavnich forem w,, w,, 0, j‘sou kaZzdé dv& navzijem nezivislé, nebot plati
0, A0, 05 o Aw;F0; 0, Awy+0.
Vypoctéme jejich vnéjsi diferencialy
Do, = o, A (0f — 0}); Do, = 0, A (03 — 03);
D(w; + rw,) = (0; + rw;) A (0§ — ©3).

Vn&jsim diferencovanim rovnic (1,12) a uZitim Cartanova lemmatu uréime dal3i

hlavni formy a zapileme je jako linearni kombinace pfisluSnych dvou nezévislych
hlavnich forem (1,13) ve tvaru

(L14) o} = dlo;, + djw,, we = B0 + ro,)

0} = dlo; + a(w; + rw,), ©i= plo, - do,,

of =%, wf = Bio; — ai(w, + re,),
0 = o, + ajw,, ws = —a0, + Bio,,

o) = a3o, + aj(0; + rwy), o= P, — a)(o; + roy),
ol = 5 0,, ws = —azo, + fi(w; + rey),
03 = 1o, + aj(w; + re,), wi = —ajo, + B;(wl + ra).
w} = Bw, + aj(o, + ro,).

Vnéj¥im derivovanim hlavnich forem (1,14) obdrZime
(1,15) w; A {da} + al(w} — ©}) + Wi} +
+ @, A {dd + a}(20} — 0] — 03)} + 0} A 0} =0,

w; A {da} + aj(0} — w) + w3} +

+ () + ro;) A {do3 + 0203 — 0] - ©f)} + 0} A @3 =0,

116



o; A {do; + 0320; — 0] — @f)} +
+ o, A {daj + a)(0] — ©3) + w5} + 0} A 03 =0,
w, A {daj + aj(w} — ©3) + w3} +
+ () + ro,) A {do3 + 53203 — 0} — W§)} + w3 A @] =0,
w; A {daj + 0320] — 0} — w3)} +

+ (@) + rw,) A {da3 + ai(0w] — ©f) + wg} + @3 A w; =0,

w; A {dod} + &3(203 — 03 — @3)} +

+ (0, + rw,) A {da} + a}(w} — ©f) + Wi} + 03 A 0 =0,
@ A 4B + (o + @3 — 203) + YAy} —
— w; A {da} + a}(w3 — @}) + Wi} + 0§ A @i =0,
on A 48] + Bt + 0§ ~ 20f) + LA~} -
— (0; + ro,) A {da} + a}(w} — @}) + w3} + @ A 0 =0,
—o; A {daj + aj(w] — ©3) + wi} +
+ @, A {dB} + Bi(w; + wi — 203) + zk:ﬂ';_3w,f} + 0} A wg=0,
on 7 (483 + B0} + f - 20) + TP 0f) -
— (0, + roy) A {da3 + aj(w} — 3) + w3} + Wi A @§ =0,
— 0, A {da} + ai(0] — 0f) + v} +

+ (w0 + rw,) A {dB} + Bi(03 + 0 — 208) + Y B P0f) + wg A s =0,
k

—w, A {da} + aj(0] — @f) + W2} +

+ (@1 + r@y) A {dB3 + Bi(03 + @F — 207) + Tk} + o6 A 0f =0,
n—35
o1 A (AP0 + B (w1 — 208 + @) + T A i} + 0, =0,

n—S5
@, A {dB3% + By (@F — 203 + wp) + Y B30k} + 6, =0,
i=1

n—5
(@1 + ra,) A {dBS7> + B57%(03 — 206 + of) + T B wlie} + €3 =0,
i=1

kde @, oznatuje vn&jsi soutin piislu$nych hlavnich forem. Z (1,15) je vidét, Ze o
(i + j) jsou relativni invarianty, takZe je moZno specializovat reper volboual = 0

Proi # j,
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Pfi této volb& reperu je podle (1,14)

(1,16) - w] = do; pro i#*j,
Y 3w, pro M+i+3.

M
Wi+3

Dal3i Gvahy budou se vztahovat na pravé sestrojeny reper.

2. PROJEKTIVNI DEFORMACE

Budi? dana kongruence Lrovin v P, (n > 5) s reperem specializovanym podle pfed-
choziho paragtafu a kongruence Lrovin v projektivnim prostoru P,, s obdobng& spe-
cializovanym reperem. Reper, Pfaffovy formy a vSechny relace patfici ke kongruen-
ci L budeme oznadovat vinovkou. Necht mezi kongruencemi existuje rozvinutelna
korespondence C : L— [, uréena analyticky rovnicemi

(2.1) D, = w, + 1,
pro 11=1=0 je & =w, a @ =w,.

Korespondence C mezi rovinami ¢ a & nazyva se projektivni deformaci fadu

k = 1,2, kdyZ ke kazdé dvojici odpovidajicich si rovin o, G existuje kolineace
K : P, —» P, ktera realizuje analyticky styk fadu k mezi kongruencemi La KL rovin,
v roving ¢ = Ko = Co.

Tyto poZadavky jsou andlyticky vyjadfeny rovnicemi:

(2,2) K[A,4,45] = [4,4,4,],
(2,3) K d[A,4,4,] = d[4,4,45] + 9,[4,4,45],
(24) K d*[A,4,A4;] = d*[4,4,4;] + 29, d[4,4,4,] + 9,[4,4,4;]

pro k = 2, kde 91,2 je jakasi Pfaffova forma. Pro jednoduchost budeme pfedpokladat
existenci regularni kolineace K, realizujici projektivni deformaci 2. fadu ve tvaru

(2,5) KA; = cjd;, KAy = Ycud,.
“
ProtoZe kolineace K je regularni, plati
|| + 0,
ptitem? |cy| je determinant o prvcich cjy.
VysSetfujme nyni projektivni deformaci 1. fadu. Podle (2,2) z (2,5) vyplyva
(2,6) | 23 =1.
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Pomoci zkonstruovaného reperu stanovime diferencial roviny [4;4243] ve tvaru

(2,7) d[A4,4,45] = [4,4,4;5] (0] + 03 + ©3) — [4,4;45] 02 +
+ [4,4;4,] 0, + [414,44] (0, + rw,).

Dosazenim (2,7) do rovnice (2,3) s vyuZitim (2,5) a s pfihlédnutim k (2,6) dostaneme
(28)  [414,4;]. {(0} + 03 + @3) + wycicict + (o, + ro,) cicic +

+ wycscies) + Y[4,4,Ay] (w0, + ro,) ciciel + ;[ZIZJXM] (=) eiede +

+ Y[4,434y] a::cgcgcﬁl = [4,4,45] (0] + ©F + 3 + T+ 9) +

: + [414,4¢] (0, + rw,) + [4,4345] (—0,) + [4,4:4.] o, .

Ze srovnani koeficientt v rovnici (2,8) plyne

(2,9) =0 pro I+ M;
=il Fors

231 1.2.3 1.3.2 1.2.3 1 2 3
9, = (c3c3eq + cicied) wy + (cicies + cyczeer) wy, — (T + 15 + 13) .

Zavedenim jednodusiiho oznaeni c; = g; se ptivodni rovnice (2,5) kolineace K
redukuji na tvar

(2’10) KA; = qi";fi’ KA 5 = ZC§+31‘Ti + qi/‘i‘u , KA, = ZCL"me .

Pri vySetfovani projektivni deformace 2. fadu budeme potiebovat fadu pomocnych
vypo¢ti, které nyni pfehledné uvedeme. Z diferencidlnich rovnic zkonstruovaného
reperu dostaneme:

(2,11)  d?[4,4,4;] = () [414,45] + {Bi(w; + rw,)? — oa3(w,)?} [4,4,44] +
+ {Bi(w; + rw,)? — oi(w,)*} [4:4,:45] +
+ {20} + 203 + 0} + ) (0, + rw,;) + do; + do, . r + w,dr} [4,4,46] +
+ {‘E(w1 + rw,)? By [A4,4,4,] + {a3(w,)? — Bi(w,)?} [4,434,] +
+ {20} + o + 20} + 03) (-,) — do,} [4,4545] +
+ {o3(@; + rw,)? — B3(w,)?} [4,4346] +
- §ﬁ§_3(w2)2 [41434,] + 20x(w; + ro,) [AIASAG] +
+ {wi(0] + 20} + 203 + 0f) + do,} [4,4;4,] +
+ {Bl(w,)* — ai(w,)’} [424345] +
+ {B}(@,)* — o3(w; + rw,)*} [4,4346] +
+ zk:ﬂli_a(wl)z} [4:2434:] +

- 2(1)1((01 + rwz) [A2A4A6] + 2(1)1(1)2[A3A4A5] .
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Porovnanim vné&jsich diferenciali hlavnich forem a uZitim Cartanova lemmatu
vyjadfime nové hlavni formy

(2.12) ’ t— it} = fo,

Nyni mame jiZ vie potfebné k vySetfeni projektivni deformace 2. fadu. Z relace
(2,4) stanovime

(2,13) K d*[A4,A4,4,] = {4,195 '[B3(w; + ro;) — a3(@,)*] — 2¢5 'cewi(@; + ro,) +
+ qulc:ﬂg_s(wl + rw,)} [4; 2A4] +
k
+ {4295 '[Bi(0; + rw;)? — “g(wz)z]] — 2q5 'cgwy(wy + ro,) +
+ ;q;lc,fﬁg_3(wl + rw,)} [4,4,45] +
+ {d(0; + ro,) + (0; + ro,) 2o} + 203 + 0 + ©f) + 2¢; 'cdw,(0, + ro,) +
+ 2g7 'cioy(0; + ro,) + Y3 'ty (0 + rw,)?} [4:4,46) +
k
+ quglciﬁg_s(wl + rw,)? [414,4;] +
J
+ {9143 "[23(0,)* — Bi(@2)*] + 295 ' c50,00, +
+ 2 "ei(—B277) (@2)*} [A414544] +
— {do; + 0,20] + 03 + 20} + ©3) + (0, + r®,) 295 'cio, + 297 ‘w0, +
+ Zq'lcf 4 (w2)?) [414545] +
+ q39; '[@3(0; + ro,)? — B3(02)*] + 295 'wy(0, + ro,) -
- qulcfﬁg-s(wz)z} [1113]6] +
+ ZZqE 'el(— 857 (wa)? [4,454)] +
+ 20,(w, + rw,) [4,454,] +
+ {do; + o,(0] + 20} + 203 + ©f) + 2q; ‘o (0, + rw,) +
+ 2g5 ‘w0, + qu e (w,)?} [4,4;4,] +

+ {a1 ' @[ Bi(@))? — oi(@3)"] — 247 " ciowy0, + qu i (1)) [424545] +
+ {q7 'a5[Bi(wy)? — ai(wy + rw,)?] — 2q7 ‘cioy(w, + ro,) +
+ th "l (1)) [4245 4] + ZZ% ‘el N(01) [4:4:4)] +
- 2w1(w1 + rw,) [A,4, 4] + 2w1w2[1 A,As]; mod[4,4,4,].
(2,14) d*[4,4,4,] + 28 d[4,4,45] + (.) [414.45] =
= {fi(w; + rw,)? — d)(w,)?} [4,4,4,] +
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+ {Bi(o + roy)? — #(w,)*} [4,4,45] +
+ {d(o; + rw,) + (0, + ro,) Qo] + 203 + 03 + ©f — 17 + 18) +
+ 297 'cho (0, + rw,) + 2g5 oy, + ro,) + 2¢5 (0, + ro,)?} [4,4,46] +
+ IZﬂ{;_s(wl + rw,)? [414,4;] + {8(w,)* — Bi(w,)?} [414544] —
- {dw, + 0,20} + 0} + 203 + @} — % + 13) + 29; 'clw,0, +
+ 295 "ci(w,2)? ~ 2q;5 ciwy(w, + ro,)} [4,4;45] +
+ {#3(w; + ro,)? — B w,)*} [4:14346] —
- Z_ﬂ’z'_s(wz)z [4,454]] + 20,(0, + rw,) [4,4546] +
+ {dw, -;— (0] + 20} + 203 + o) — 11 + 73) + 2q; 'ci(w)? +
+ 2g; "oy, + 2q5 o0y + ro,)} [A,454,] +
+ {Bl(w,)? — @3(w,)*} [4:4545] +
+ {Bi(w,)? — &(wy + rw,)} [A,A4346] +
+ Y81 (1) [4:454,] +
_ 2wy + rog) [TAAL] + 200i[AAuAs] s mod [A4, 4]

Srovnanim koeficientdi pravych stran rovnic (2,13) a (2,14) vzhledem k (2,12)
a vhodnym uspofadanim dostaneme pro neznamé

' 45 Cieas o
rovnice:
(2,15) q:fi = 26§+3 - ;C;Hﬂ’i‘—s >
(2,16) g = gl (i +)),
(2.17) apl = q;8 + ;ci”ﬂ’lf“" (i 1)),
(2,18) El)qil?ﬁ" = lZ;c,iﬂ’.f", '
(2,19) cly3=0 (i+j).

Rovnice (2,15—19) udavaji nutné podminky pro existenci projektivni deformace
2. fadu kongruenci rovin. Snadno nahlédneme, Ze podminky jsou i postadujici.
V dal$im provedeme zvl43t vySetfeni pron = 8, n = 7an = 6.

3. DEFORMACE KONGRUENCI ROVIN V P,, n = 8

VySetfujme pfipad projektivni deformace 2. fadu kongruenci rovin, vnofenych
do n-rozmérného projektivniho prostoru pro n = 8. Budeme pfedpokladat, Ze matice

(87
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ma hodnost tfi a pro urditost se omezime na pfipad, Ze determinant utvofeny
z prvnich t¥i sloupct je razny od nuly. V kapitole 1 zkonstruovany reper pfifazeny
ke kongruenci Is 1ze bez omezeni obecnosti zvoliti tak, Ze plati

(3.1) BIFP=pi=0 (i+)).
Pfitom se rovnice (2,15—2,19) zjednodusi na tvar

(3.2) fy =2y — I

(3.3) aft = q;d (i *J);

(34) apl = aq;pl+ 2B (i %))

(335) . QB = cilehi™?

(3.6) a=0 (k+1).

Tedy plati:

Véta 3.1. Korespondence C : L — L je projektivni deformaci 2. Fddu prdvé tehdy,
md-li soustava (3,3) FeSeni q; = 0 (i = 1, 2, 3).

Zkoumejme nyni, zda existuje te€na kolineace K, ke korespondenci C;, ktera sou-
Casné realizuje deformaci 1. fadu mezi fokalnimi plochami (4;) a (4,).

Aby korespondence C; : (4;) - (4,) byla deformaci 1. fadu, musi platit

(3’7) KA; = ‘IiA~i
(3.8) K(d4,) = d(g;4;) + (.) 4;.

Kolineace K nechf je pro jednoduchost urdena rovnicemi (2,10). Z prvnich tfi
rovnic zkonstruovaného reperu na zakladé relace (3,8) vzhledem k (2,14) plyne

(3.9) YA, (diw,q; + 2wicly3) = YAFq,0; + Aipswq; pro j*i, modA,.
7 J

Porovnanim koeficient{i v rovnicich (3,9) dostaneme
(3.10) a8 = q;¢]  pro i#j;
(3,11) &4 =0 pro I'+m, I+m+3.
Uvedené rovnice (3,10,11) vyjadtuji nutné a je zfejmé, Ze i postadujici podminky

k existenci deformace 1. ¥4du mezi fokalnimi plochami. ObdrZeli jsme vysledek:

Véta 3.2. Korespondence C : L— Lje projektivni deformaci 2. iddu prdvé tehdy,
kdy? korespondence C; : (4,) = (4,) (i = 1, 2, 3) jsou soucasné deformacemi 1. Fddu.

Zkoumejme nyni existenci kongruence L v P,. Kongruence L je urfena systémem
rovnic ‘

of =0 pro i+3+M, a)§=ag(w1+rw2).
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Vnéjsim diferencovanim tohoto systému dostaneme

2 5 1 4 1
iAW+ Awg =0, 0 Ao+ 0, Aws =0, 03 A 0 +0;A0f=0,
3 6 3 6 2
cul/\a)3+a)1/\a)4=0,wz/\w3+w2/\w5=0,w3/\w2+w3/\w§=0,

k k
o, Awyg=0, w, A ws =0, w3 Aok =0,

w; A {da§ + a(w] + 0§ — w3 — ©})} +
+ w; A {d(a3r) + a§r(w; + wg — w3 — @)} =0.

Uzitim Cartanova lemmatu vyjadfime nové hlavni formy pomoci N = 3n + 6
nezavislych koeficientii. ProtoZe pocet nezavislych forem q = 3n — 1, po&et nezavis-
Iych kvadratickych rovnic s; = 3n — 8 je s, = 7 a Cartanovo &islo Q = 3n + 6, je
systém v involuci a plati

Véta 3.3. Kongruence L existuje a zdvisi na sedmi funkcich dvou proménnych.
Vysetfeme dale, zda ke kongruenci Lexistuje dvojice (C, L) za predpokladi

i+3

(3,12) M3 1=y,
Br=0 (m*i;m=*i+3);
#H=ua (i+)).

Tato volba neni na tikor obecnosti a rovnice (3,3) jsou splnény pro
q;=1.

K dané kongruenci L je dvojice (C, E) urdena systémem

(3,13) =0 (i+m), o =0 (I+M).
Uzavér tohoto systému je
(3,14) - w; A (ti13 1) =0,

W, ATy + oy, A (T3 —11)=0,

oy A3 =1+ 1)+ oA (3 —1]) =0,
oy At — 1)+, AT5=0,

o A=)+, A3 -1 +13) =0,
oy At} — 13 + 1) + @, ATg=0,
oy ATet o, A(tE -1 +1)=0.

(4,15) oAt e =0 (k+i+6),
o A (58— 1) = 0,

o, AT+ o, A(-1d)=0,
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o A=)+, A(-13) =0,
w; A(=15) + @, AT =0,
w; A(=13) + @, A (1§ —13) =0,
oy A (=16 +15) + 0, A5 =0,
Wy AT+ @, A(T3— 1) =0.

Uzitim Cartanova lemmatu vyjadfime nové hlavni formy pomoci (22 + 3n)
koeficientti, z nichZ je prav& (4 + 3n) nezavislych, tj. N = 4 + 3n. ProtoZe pocet
nezavislych forem g = 2 + 3n, podet nezavislych kvadratickych rovnic (3, 14, 15)
jes; = 3n,jes; = 2a Cartanovo &islo Q = 4 + 3n, takZe systém je vinvoluci
a plati:

Véta 3.4. Je-li ddna kongruence L, pak dvojice (C, L) existuje a zdvisi na dvou
funkcich dvou proménnych.

4. DEFORMACE KONGRUENCI ROVIN V P,

-V ptipad€ projektivni deformace 2. fadu kongruenci rovin vnofenych do projek-
tivniho prostoru P, budeme pfedpokladat, Ze matice

(Bi)

ma viechny determinanty 2. ¥adu rtizné od nuly. Zkonstruovany reper pfifazeny k L
1ze zvolit tak, Ze plati

(4’]) Bi= ;':0,

coZ neni na ukor obecnosti; f%, B3, B3, B3 jsou pak nenulové relativni inva-
rianty. Rovnice (2,15—19) nabudou tvaru

(4’2) q.fi = 2C::+3 - C:Ig g“ pro i=1,2

aproi =3
q:fi = 2C§+3 - ;d”ﬂ’.f" .

(4.3) a8 =qed (i 7)),
(4.4) qifl = q;pl + 1B pro. i=1,2 (i +)),
aproi =3

a.pl = ‘Ijﬂ{ + ;C{H il G *J)),

124



(4.5) afi*? = ciiehit? pro i=1,2,
asB5 = 3835 asB3 = c3Bs;
(4,6) ca=c3=0.
Z relaci (4,5) je k uréeni c] a cg nutné a stadi, aby platilo

B Bt B3 3
(4,7) iy =43 —3; 425 = 43—
B3 3 B3 B3

Tedy plati:

Véta 4.1. Nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby existovala projektivni
deformace 2. Fddu mezi kongruencemi rovin L, L, je existence takovych q; + 0
(i = 1,2, 3), kterd splriuji rovnice (4,3) a (4,7).

Hledejme nyni podminky pro to, aby korespondence C; a C* byly deformacemi
1. fadu, realizovanymi touZ teénou kolineaci, vzhledem k C.

Za timto uéelem zavedeme k reperu Ay, A,, ..., A,+, reper dualni, tvofeny ve
vhodném pofadi (n + 1) analytickymi nadrovinami, neprochézejicimi jednim bodem.
Pro nadrovinu E™ = (—1)"[AA4, ... Ay_ 1Ay, ... Ag] plati:

jestlize

d4,, = YwnA,,
potom
(4.8) dE™ = —Y wyE".

Prinik nadrovin E’, E® oznagime [E"E®]. Korespondence C* necht je dana pfed-
pisem
(4,9) C*:[E'E®] » [E"E®].

Podminky pro deformace C; jsou ureny v rovnicich (3,10). Rovnice pfisluiné
kolineace jsou
(4,10) KA; = qd;, KAjs = ciozd; + qiAiss, K4 = ZCI':/‘Tm .

Aby korespondence C* byla deformaci 1. Fadu realizovanou kolineaci (4,10),
musi platit

(4,11) K[E'E®] = () [E7E¥],
Kd[E'E®] = (-) d[E"E®] + 8,[EE®].
Uvedeme nékteré dalsi vypocty, které budeme v dalSim pouZivat:
412) dE" = —wlE® — 0jE” — Bi(w, + ro,) E® — f30,E® — Biw,E*,
dE® = —wgE® — w3E" — Bi(w, + rw,) E® — fjw,E° — Biw E*,
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(4.13) KE® = (q,9245)" ;E°,
KE" = (419295) ¢sE7 + (419295)* 3B,
KE® = (4:92)" 43¢7¢3E°® + (4142)" q3c8cSE™ — (q,q,)? q3clcSE® + -
+ (4:142) qsc5caE®
KE® = (q195)" 42¢7¢sE° + (4143)* 0265¢3E7 — (q,45)? q,¢]cSE® —
- (611513)2 qzcgcgEs s
KE* = (‘1243)2 ‘11";0354 - (‘12‘13)2 ‘110‘7‘0337 s
' K[E"E®] = (q:9295)* cJc3[ E7E°] .
(4,14) K d[E'E®] = —B3(@1 + r9,) (4:192)* (45)° (c])? cS[E°E?] —
— Bio1(41)* (4295)* (¢7)* S[E*E®] + B3(w, + ray).
(9:192)* (43)° c}(cs)? [E°E"] + Biwa(q193)* (92)° clch [E°E7], mod [E7E®] ;

(4,15) (.) d[E7E®] + 9.[E"E®] = (0,4245)* clel{ — Fi(w, + rws)} [E°E*] +
— Bloy[E*E®] + Bi(w: + roy) [E°E™] + fiw,[EE7], mod [EE®].
Na zaklad& (4,11), porovnanim koeﬁcieﬁtﬁ u pravych stran rovnic (4,14) a (4,15)
dostavame

(4,16) aiBt = ciBis aaB: = 3B asBi = It qufS = cSpS.
Maéme vysledek:

Véta 4.2. Korespondence C : L —» Lje projektiont deformaci 2. Fddu prdvé tehdy,
kdyz korespondence C; a C* jsou soucasné deformacemi 1. Fddu.
Zkoumejme, zda ke kongruenci L existuje dvojice (C, ) za predpokladi:

(4,17) & =al (i+j),
Bi=Bt=B =B == =p=5,
Bi=B =B =B=PF=p=pB=p2=0,

r=1.
Tato volba neni na tikor obecnosti a rovnice (43)a (4,7) jsou spln&ny pro ¢, = 1.

K dané kongruenci L je dvojice (C, L) urdena systémem (3,13) pro n = 7. Uzavérem
tohoto systému jsou kvadratické rovnice (3,14) a systém

(4,18) S ey A oA (=12) =0,

"oy A (17 - 12) + 0y AY(=13) =0,
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o, A(T] —13) =0,
o, AT =0,
w, A(=13) + 0, ATg=0,
o, A (=) + @y A (g —13) =0,
w, ATg=0,
w, A (1§ —13) =0,
o, A (4418 — 1)+ o, A (15 +15) =0,
wlA(13+Tg)+w2A(‘C;+T§—Té)=0,
0 A1) =+ )+, A () — 16+ 1) =0,
oy A (= )+, A (- +17)=0.

Usitim Cartanova lemmatu vyjad¥ime hlavni formy systému (3,14) a (4,18) pomo-
ci 37 koeficientd, z nichZ pravé 21 je nezavislych, tj. N = 21. Pocet nezavislych
forem q = 21, podet nezavislych kvadratickych rovnic je s; = 21a Q = 21,systém
je vinvoluci a dostavame vétu:

Vita 4.3. Je-li ddna kongruence L, pak dvojice (C, L) existuje a zdvisi na 21
funkcich jedné proménné.

5. DEFORMACE KONGRUENCI ROVIN V Pg

Jako posledni ptipad vySetfime projektivni deformaci 2. fadu kongruenci rovin,
vnofenych do projektivniho prostoru Ps. Budeme uvazovat obecny pfipad, kdy

(5.1) pi *0.

Rovnice (2,15—19) za pfedpokladu (5,1) pro n = 6 jsou

(5’2) q.fi = 2C§+3 - C;Hﬂ? s
(53 4 = gl (i %)),
(5.4) afl = ;B + 3B (i +))s
(

5 =gt
Z (5,5) vychazi: ' C
U ' 4 4 - pa
(5’6) CZ=Q1&=42§£=43§2-
B B B
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Tedy plati:

Véta 5.1. K‘orespondence C:L- L, realizovand kolineaci K, je projektivni
deformaci 2. Fddu prdvé tehdy, kdy? existuji q; + 0 (i = 1, 2, 3), kterd jsou Fesenim
(5,3) a (5.6).

Nyni zjistime podminky pro to, aby korespondence C; a C* byly deformacemi
1. fadu, realizovanymi touZ te¢nou kolineaci vzhledem k C.

Jednotlivé korespondence jsou nyni:
C:L-L; C;:(4)H»(4); C:E"wE".

Podminky pro deformaci C; jsou urdeny v rovnicich (3,10). Rovnice pFislusné
kolineace jsou (4,10).

Aby korespondence C* byla deformaci 1. fadu, realizovanou rovn&z kolineaci
(4,10), musi platit

(5,7) KE" = () E", KdE" = (.)dE" + 9,E7.
Uvedeme nékteré pomocné vypocty: /
(5:8) KE" = (9:9295)* E7,
KE® = (4:92)° 45¢7E7 = (4142) 45¢5E7
KE® = (4143)* 42¢7E° — (4193)* 4263E7,
KE* = (4293)" 4:1¢7E* — (4295)* 4:¢5E7 .
(59) KdE" = —B3(o; + ro;) (9:92)" 43¢7E° — Br0x(q195)* 42¢7E° —
— Blwy(d245)" 91¢7£*, mod E7;
(5,10 ()AE” + 97 = (419295)* {—~0IE7 — Bi(w; + rw,) E® —
— B30, E° — Bl E*} + 9,E7.

Na zékladg (5,7), porovnanim koeficientd u pravych stran rovnic (5,9) a (5,10)
dostavame

(5.11) . a.ft = c3p: -
Tedy plati:

Véta 5.2. Korespondence C : L — Lje projektivni deformaci 2. Fddu prdvé tehdy,
kdy¥ korespondence C; a C™ jsou soucdasné deformacemi 1. Fddu.

Zjistime, zda ke kongruenci Lexistuje dvojice (C, L) za pfedpokladi

(5.12) @ =d (D
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3‘: = ﬁf s
Bil=B=B=1=r=c,
t-p= -0,
Tato volba neni na ukor obecnosti a rovnice (5,3) a (5,6) jsou splnény pro ¢; = 1.

K dané kongruenci L je dvojice (C, L) urCena systémem (3,13) pro n = 6. Uzavg-
rem tohoto systému budou kvadratické rovnice (3,14) a systém

(5,13) w; A5 —13) + o, A(-13) =0,
o A1) —13) =0,
o A (=th) + oy A TE=0,
w, A (13 —13) =0,
Wy AT+, A1) =0,
oy A(17 =18 + w0, A (17 —18) =0.
Uzitim Cartanova lemmatu vyjadiime hlavni formy systému (3,14) a (5,13) po-
moci 28 koeficientli, z nichZz je pravé 15 nezavislych, tj. N = 15. ProtoZe pocet

nezavislych forem g = 15, po&et nezavislych kvadratickych rovnic (3,14) a (5,13) je
s, =15a Q = 15, je systém v involuci a plati véta:

Véta 5.3. Je-li ddna kongruence L, pak dvojice (C, f.) existuje a zdvisi na 15
funkcich jedné proménné.
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Zusammenfassung

UBER PROJEKTIVE DEFORMATIONEN VON EBENENKONGRUENZEN
IM n-DIMENSIONALEN PROJEKTIVEN RAUM

JAROSLAV BAYER, Brno

In dieser Arbeit ist im n-dimensionalen projektiven Raum P, (n > 5) ein zwei-
parametersystem von Ebenen (die Ebenenkongruenzen) mit Hilfe der Methode von
E. Cartan untersucht.

Es wird da eine teilweise Spezialisierung des begleitenden Dreibeines der Ebenen-
kongruenz in P, so durchgefiihrt, dass die Scheitelpunkte A,, 4,, A3, des Dreibeines
in den Brennpunkten der freien Ebene der Kongruenz sind. Bei der Bewegung der
Ebene beschreibt jeder der drei Brennpunkte die Fokalfliche der gegebenen Kon-
gruenz der Ebenen. In der Spezialisierung wird nach einer weiteren Vereinfachung
fortgeschritten bis zu der fiir unseren Gebrauch geeigneten Form. In dieser Arbeit
sind notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz projektiver Defor-
mationen 1. und 2. Ordnung fiir die Kongruenz der Ebenen Lund Lin den einander
entsprechenden Riumen P, und P, gegeben.

Mit Hilfe der tangierenden Kollineation K wird die Korrespondenz C zwischen
Fokalflichen dargestellt, welche eine Deformation 1. Ordnung ist. Es wird gezeigt,
dass deren Existenz eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
einer projektiven Deformation 2. Ordnung der Kongruenzen von Ebenen in P, fiir
n = 8 ist, und es wird bewiesen, dass das Paar (C, E) existiert und zwei Funktionen
von zwei Variablen abhingt. Die eingefithrte Korrespondenz C*:[E7, E®] »
+ [£7, E®] zusammen mit den Korrespondenzen C; sind Deformationen 1. Ordnung
und deren Existenz ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
einer projektiven Deformation 2. Ordnung der Ebenenkongruenzen in P, und das
Paar (C, E) existiert und hdngt von 21 Funktionen einer Variablen ab.

Schlieslich ist die Existenz der Korrespondenz C*: E” & E7 und der Korrespon-
denzen C;, welche Deformationen 1. Ordnung sind, eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass eine Projektivdeformation 2. Ordnung von Ebenenkongru-
enzen in Pg existiert. Soeben ist bewiesen, dass das Paar (C, L) existiert und von
15 Funktionen einer Variablen abhingt.
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