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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky ustav CSAY, Praha
SVAZEK 97 * PRAHA 16.11. 1972 * &ISLO 1

PROJEKTIVNI DEFORMACE PRIMKOVYCH KONGRUENCI
VNORENYCH DO SESTIROZMERNYCH
PROJEKTIVNICH PROSTORU

JakuB BENES, Brno

(Doslo dne 19. zafi 1968)

Tento &lanek navazuje na vysledky ziskané v praci [3], kde jsou studovany pro-
jektivni deformace 3. fadu pfimkovych kongruenci vnofenych do n-rozmérnych
projektivnich prostort. Je-li n = 7, jsou uvedené deformace ekvivalentni s bodovou
deformaci 1. fadu obou kongruenci. Je-li v§ak jedna z obou kongruenci, které jsou
v projektivni deformaci 3. fadu, vnofend do projektivniho prostoru o dimensi 6
a neni-li vnofitelnd do prostoru o dimensi mensi, pak totéZ plati i pro druhou kon-
gruenci. Pfitom nutn& musi byt splngny uréité podminky (viz [3], rovnice (37)),
které jsou mnohem silngj§i neZ ty, které si vynucuji bodovou deformaci 1. fadu.
Nebylo téelem &lanku [3] sledovat podrobné tento zvlastni p¥ipad a proto se k nému
vracim v tomto pojednéni. Je tedy hlavnim tikolem tohoto ¢lanku objasnéni podmi-
nek (37) z jinych geometrickych hledisek, dale diikaz existence netrivialnich deformaci
3. fadu a stru€néd zminka o singularni deformaci 3. fadu. Omezim se v§ak pouze na -
nejobecné&jsi typy neparabolickych kongruenci charakteru 3, jejichZ pfisluSné Lapla-
ceovy transformace nedegeneruji a jimZ v dudlnim prostoru odpovidaji Laplaceovy
posloupnosti ploch s konjugovanymi sitémi.

1. ZAKLADNI ROVNICE KONGRUENCE L A JEJI DUALIZACE L*
Vychéazime-li z podminek (1), (2), (3), (22) a (35) v [3], které doplnime podminkou

(l) [An Az eiss A7] =1,

mizZeme v pfipadé n = 6 specializovat reper pfimkové kongruence L obdobnym
zpisobem jak tomu bylo v [2], takZe plati

(2) Wy = QW , Wy =00, Wa=03=0, o,;= Wy; = 0 (.i =35,6, 7),

W3 = 410, W3s = Wy, W32 = W34 = W36 = W37 =0,




W4y = 0, , W46 = O, , a,“=w43=m45=w4.,=0,
Ws7 = b4 w7 = byw,, W15 = €1W2> W76 = C200;,
Ws; = W54 = W56 = Wy = Wg3 = Wes = W73 = W74 = 0.
(3) w; A [daz - az(ﬂ)33 - 20)11 + wzz)] =0 °
w; A [doy — oy(wyy — 20022 + ®11)] =0,
w; A (2033 — w55 — wy3) =0,
(1)2 A (2(1]44 - (D66 - (022) = 0 ’
@3 A [db, — by(wss — gy + @55 — w77)] =0,
Wy A [dbl - bl((D44 — W32 + Wee — (1)77)] =0,
w3 A [dcl - 02((033 — Wy + c077 - mGG)] = 0,
Wy A [dcl - cl(co44 — Wy + W7 — w55)] =0,
oy A [da, — az(w33 — Wy1 + Was — wzz)] + w; A w2 =0,
) A ©5y + 03 A [day — ay(w4s — 022 + 033 — ©1,)] =0,
0wy A Wg, — byjw, Ay =0, 0, A gy — 03 A W7, =0,
bzml /\(D']z—axmz/\w_r,l:(), wl Aw71-C1(XJ2Aw53=0o
Pfitom naSe pfedpoklady o typu uvazovanych kongruenci si vynucuji podminku
4) o 0,a,a,b1bscicy F 0.

Zakladni rovnice kongruence Lpfi platnosti (2) jsou
. -
(5) dAi = ZwijAj (i = 1, 2, ey 7).
ji=1

Oznagme symbolem Pg prostor duélni k Pg. Repery v P jsou tvofeny analyticky-
mi nadrovinami E,

(6) Ek = (_l)k [Als XX Ak—x, Ak+ 13 ¢y A7] (k = 1, 2, PRRTY 7)
ptitom [4,, E;] = &) (viz [1] str. 26).

Oskulagnimu prostoru (4;, A4,, ..., 4¢) kongruence L podél pHimky p je dualizaci

ptifazen bod E, dudlniho prostoru Pg a tedy kongruenci Lv P4 plocha L* v P}, jejiz
zékladni rovnice jsou

-
(7) dE; = _JZ (Ongj . (l =12.., 7)
=1



Ze (7) vyplyvé, Ze w,w, = 0 je rovnici konjugované sit¢ na L*, a Ze plochy (Es)
a (E,) resp. (Es) a (Es) jsou Laplaceovymi transformacemi plochy L* ve sm¥ru o, = 0
resp. w, = 0. Snadno se pfesvédéime, Ze dualizace pfifazuje fokalni ploSe kongruen-
ce L, na niZ leZi hrany vratu vrstvy rozvinutelnych ploch @, = 0 (w, = 0), kongruen-
ci duélniho prostoru vytvofenou te&nami vrstvy &ar w; = 0 (0, = 0) konjugované
sit€ na L*.

Dale budeme oznacovat:
Laplaceovu posloupnost kongruenci v Pg jako

w.L_y, L L,,...,
Laplaceovu posloupnost pfisluinych fokélnich ploch jako
eS_1, 81,85 s
pfitemZ S_, = (4,), S; = (4,), Laplaceovu posloupnost ploch v Pg jako
N SuPPD 5. T

a pfidruZenou posloupnost kongruenci v Pg jako
S, Sh L,

kde S*,(SY) je vytvofena teCnami vrstvy &ar w, = 0 (w, = 0) na L*.

Je-li L kongruence v Pg, pak o ni i o specializaci jejiho reperu budeme pfedpokla-
dat totéZ co o kongruenci L a jejim reperu, pouze odpovidajici symboly & rovnice
budeme odliSovat ¢arkou.

Pfi oznadeni ;; = wj — @y plati o kongruencich L, L' v rozvinutelné korespon-
denci

®) T3 =0, 7,,=0.
Z (3), (3') a (8) vyplyvaji rovnice:

9 Taz — Tyn = S1@15  Tyq — Ty = 5202, Tss — T33 = 5301,

Tee — Taa = 5402,

! ’ ’
A 1 — o0 0y
d————'"—“(Tzz"Tll)‘mzwh d'—_’—(’fu —Tzz)=m1w2’
az az al (Zl N
b, bl - bi b
2= (755 - 777) = N0y, - = ""(‘566 - 777) = N0,
b, b, 1 by
’ ! ’ ’
c C2 — €1 €1 _
d——z-———(‘tn "‘66) =p,0,, d— "—‘(177 —“ss) = P103 ¢
(%) C2 Cy ¢y



2. PROJEKTIVNI DEFORMACE 3. RADU

Nutné a postatujici podminky projektivni deformace 3. fadu kongruenci L, L
uvedené v [3] (Prop. 6) se zjednodusi vzhledem k nasi specializaci reperii na
(10) of =@ %y, oy =¢%;, biby=0"%bih,, ¢+0,
2SI+S3=0, 252+S4=0.

Diferenciélnimi disledky rovnic (10) jsou pak relace

) ’
(11) b102 = b1C2 N sz; = bzcl N ai =a;, a'z = da,

Sy =S;=S53=S,=my=n =p =my=n,=p,=0.

Odtud a podle [3], rovnice (36), nalezeneme nejobecn&;si kolineaci K realizujici uve-
denou deformaci ve tvaru

(12) KA, = ¢4}, KA, =0 '4;, KA, =9A4;, KA, =0 '4,,
KAs = a5,4; + 045, KAg = ag,45 + 0745,

’ b’ ’
KA, = 07,41 + ad; + Qi)lA-, ,
2
pfi¢emz

(13) 307 las 0y = Ts3, 3006200, = Teq -

ProtoZe a,w,m; (a,0,w,) je bodové forma kongruence L,, (L_,)(viz [3], rov. (20))
a b, c,w,0, (byc;0,,) bodova forma kongruence ST (S%,), vyplyva z (11) a z [3],
Prop. 1, 2, 3, tvrzeni:

Véta 1. Necht C : L — L je projektivni deformace 3. Fddu. Pak C i indukované
korespondence C,:L,— L; a c;:8; - S} (i = +1, +2,...) jsou bodovymi de-
formacemi 2. Fddu.

Poznidmka 1. Mnohé vlastnosti kongruenci vnofenych do Sestirozmé&rnych pro-
jektivnich prostoridi jsou podobné t&m, které byly zjidt€ny ve [2]. Viechny dikazy
1ze provést metodami uZitymi ve [2], proto jsou v dal§im v&tiinou vypustény, nebo jen
naznadeny.

3. EXISTENCNI VETA
Podle (1), (1) a (12) je ¢a’/a = 1. Repery kongruenci lze zvolit tak, Ze ¢ = 1.
Za tohoto pfedpokladu se podminky (10) zjednodusi, takZe trojice (C, L, L), kde
C : L- L je projektivni deformace 3. ¥idu, je ddna uzavienym systémem (2), (3) a
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T =T =15=14=0(=1,2..,7), 7520 =7Ts54 =15 =156, =0,
15, =16;=0(j =56,7), 15 =0(k=3,4,7),
Oy ATs53=0, 0,AT=0, 0 A15;=0, w,A1,=0,
W5 A Tgg — bz A T71 =0, byw; A T2 — 3wy ATg, =0,
©) ATy —Cwy ATs3 =0, 0, ATea— @ ATy =0.

Systém neni v involuci, proto jej prodlouZime rovnicemi:

Ts3 = Q5301 5, Tes = DgaWs, Tsy = bias;0y, 76, = b,bsrw; ,
Ty1 = —0,ber0; — €18530;, Ty = —C2besy — 105,00, .

Snadno se presvéd¢ime, Ze systém ani ted neni v involuci. Dal§im prodluZovanim jej
Ize uZ pomérné snadno uvést do involuce, je viak nutno odlisit ptipad, kdy as; a bgs
je soudasné rovné nule.

V&ta 2. Trojice (C, L, L), kde C : L— L je projektivni deformace 3. Fddu, existuji
a zdvisi na 18 libovolnych funkcich jedné proménné. V singuldrnim pFipadé, as; =
= bgs = 0, trojice (C, L, L) existuji a zdvisi na 14 libovolnych funkcich jedné pro-
ménneé.

Poznamka 2. K singularnimu pfipadu se vratime podrobnéji v odst. 6.

4. DEFORMACE FOKALNICH PLOCH A LAPLACEOVYCH TRANSFORMACI

Korespondence C : L— L' vynucuje pfirozenym zpiisobem korespondence c; :
:S; > S8, ¢c_,:S_4—>S_;, C*¥:L* » L*. Korespondence c,, c_y, C* jsou pro-
jektivnimi deformacemi 2. ¥adu, pravé kdyZ jsou konjugované nebo C rozvinutelna.
UvaZme dale, Ze pfislusné oskula¢ni kolineace, které realizuji uvedené deformace,
jsou obecné rizné. Plati:

Véta 3. Korespondence C:L— L je projektivni deformaci 3. Fadu (bodovou
deformaci 1. Fadu), prdvé kdy* projektivni deformace 2. Fddu ¢y :S; = Sy, ¢ :
:S_;,»S.; a C*:L*->L*c,:S;->S; a c_y:S_; - S_;) jsou soucasné
realizovdny spoleénou oskulaéni kolineaci.

Nutné a postalujici podminky, aby ¢, : S; = S; byla projektivni deformaci
3. fadu i pfisluSnou oskulaéni kolineaci 3. fadu K,, vypoéteme z rovnic
o [m
Kl dmAl = Z (k) l‘gk dm_kA,l pro m = O, 1‘: 2: 3 ’

k=0

kde 19, je vhodna k-forma, '3, = ¢, + 0.



Vychazi: ¢, je konjugovani a
(14) ) ajay — a0, =0, ay —a; =0.

Pon&vad? ¢, je konjugovan4, je C rozvinutelnd a podle (14) jsou si rovny bodové
formy kongruenci L, L' a L, L}. Ze (14) a (9) obdrZime jako diferencialni ddsledky
vztahy ay = a,, m; = m, = 0. Tedy také bodové formy kongruenci L_, a E_,
jsou si rovny. Nejobecné&j§i oskula¢ni kolineace 3. fadu realizujici projektivni de-
formaci 3. fadu c, je vyjadiena rovnicemi:

. ay .
(15) KA, =041, K A4, = Qa—l Ay, K A4; = 0,43,
1

a’ ’ ’ ’
01 ;1 Ay, KAs = 045,45 + 0445,
1

x
S

FS

]

’ ’
o o
1 ' 1 ’ 1 ’
K, 4g = "ag,4; + Qla_ $244 + 01— 46
1 ay

, , 25, + 53 ,, by |,
KAy ='ay A} + 'a;345 + 0 2245 + ¢, -2 47,
b, b,
byla;, = o([ds, — 31((033 - o) + Ts3] + le1(2a)33 - ®y, — Ws3) + 01510y .

Analytické podminky pro projektivni deformaci 3. fadu c_;:S_; = S_;
a pfislu¥nou oskulaéni kolineaci K _, obdrZime ze (14) a (15) zim&nou indexit

(16) 1za2, 3za4, 5za6

a naopak.
ObdrZené vysledky miiZzeme s pouZitim Prop. 1, 2 a 3 z [3] shrnout ve véty:

Véta 4. Korespondence ¢, : S; — Si je projektivni deformaci 3. Fadu, prdvé kdy¥
C:L- L je bodovou deformaci 2. Fddu.

. V&a 5. Nechfc, : S; — S; je projektivni deformaci 3. Fddu. Pak takéc_, : S_; =
— S’ a vSechny indukované korespondence c;:S; > S; (i = +2, £3,...) jsou
projektivnimi deformacemi 3. Fddu.

Souvislost mezi projektivnimi deformacemi 2. fadu C, C, a C_, a projektivni
deformaci 3. ¥adu C : L — L je vyjadiena nasledujici vétou:

Véta 6. Necht C: L— L' a indukované korespondence C,:L, - Ly a C_;:
:L_y - L., jsou projektivnimi deformacemi 2. Fddu. Tyto deformace jsou soucasné
realizovatelné spolecnou oskulacéni kolineaci, prdvé kdyZ C je projektivni deformaci
3. Fadu.
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5. DEFORMACE DUALNICH UTVARU

Korespondence C : L — L' vynucuje prostiednictvim dualizace korespondence mezi
plochami C*:L* —» L*, Cf:L} - L;* a mezi pfidrufenymi kongruencemi c} :
187 > S* kde i = +1, +2,... Aby c; byla projektivni deformaci 3. fadu, je
nutnou a postadujici podminkou jeji rozvinutelnost a splnéni vztaht

(17) b’lc’z = b1C2 s a;b’lbz = alblb’z > 2b2n2 + b;s$ = 0,

254+S2=0.

Zkoumanim diferencialnich dusledkt zjistime, Ze tyto podminky jsou ekvivalentni
s (11). Plati tedy:

Véta 7. Korespondence C : L— L je projektivni deformaci 3. Fddu, prdvé kdy¥
cf : ST - Si* je projektivni deformaci 3. Fidu.

Nejobecnéjii kolineace K7, realizujici projektivni deformaci 3. ¥adu ¢} je ddna
rovnicemi:

(18)

’
*p 1% pr * 1% v * __1*b2: * 1% v
K1E7 = a77E7 > K1E6 = <Z66E6 5 KIES = "0q7 — E5 , K1E4 = a66E4 >
2
b/
1 % 1% 2 v * 1. % pr 1 % v
az7E7 + ‘a7 = E3, K{E, = "a36Eg + "0g6E; ,
2

KiE;

’
* 1k 1% g, 1 by
KiE, = "a;7E7 + "aj6E¢ + "a7; = Ej,

2
la7stss + 3b'a30; = 0, 2'agetes — 3 'ajew, =0,
lags'ay, = @] + 0.
Nutné a postadujici podminky pro projektivni deformaci 3. fadu c*, : §*; — %
i pHislusnou oskuladni kolineaci 3. fadu K*; obdrzime z (17) a (18) zim&nou indexd
podle (16). Tyto podminky jsou vSak ekvivalentni s (17). Plati tedy véty:

Véta 8. Korespondence c*, : S*, — S'* je projektivni deformaci 3. Fddu, prdvé
kdy? ¢} : ST — Si* je projektivni deformaci 3. Fddu.

Véta 9. Nechf C:L— L nebo ci :S; — S* jsou projektivnimi deformacemi
3. fadu. Pak také indukované korespondence C;:L,— L} a ¢ :S; —» S{* (i =
=+1, +2, ) jsou projektivnimi deformacemi 3. rddu.




6. SINGULARNI PROJEKTIVNi DEFORMACE 3. RADU

Je-li C: L - L projektivni deformaci 3. ¥adu, pak podle vét 1, 4 a 5 jsou také
korespondence ¢, : S; - Sy ac_,:S_; — S_, projektivnimi deformacemi 3. fadu.
Oskulaéni kolineace 3. fadu K, K,, K _, realizujici tyto deformace jsou obecaé riizné
(viz (12), (15)). Aby kolineace K a K, resp. K a K_,; mohly splynout, pak nutn& musi
byt

(19) 153 = 0 ’ 164 = 0 .

Odtud mame:

Véta 10. Necht' C : L — L je projektivni deformace 3. rddu, ¢, : S, - Sy ac_; :
:S_; = S_, jsou vynucené projektivni deformace 3. Fidu. Pak deformace C a c,
jsou realizovatelné spolecnou oskulaéni kolineaci prdvé tehdy, jsou-li takto reali-
zovatelné deformace C a c_;.

Definice. Projektivni deformaci 3. f4du C : L - L nazyvame singuldrni, jestliZe
vynucené projektivni deformace 3. fadu ¢, : §; - S; ac_, : S_; = S_; jsou reali-
zovany kolineaci K (podle E. Cecha).

Na zakladg véty 2, 10 a vztahi (19) mizeme vyslovit tvrzeni:

Véta 11. Trojice (C, L, L), kde C : L~ L je singuldrni projektivni deformace
3. Fadu, existuji a zdvisi na 14 funkcich jedné proménné.

Porovnanim kolineaci K, a K _, ihned obdrZime:

Véta 12. Korespondence C : L— L je singuldrni projektivni deformaci 3. Fddu,
prdvé kdyf indukované korespondence ¢, : S; - S; a ¢c_,:S_, —» S_, jsou sou-
éasné projektivnimi deformacemi 3. Fddu a jsou realizovatelné spolecnou oskulaénf
kolineaci.

7. SINGULARNf DEFORMACE LAPLACEOVYCH TRANSFORMACI

Dale chceme urit nutné a postadujici podminky pro to, aby projektivni deformace
3. fadu ¢} : ST — S}* byla singularni. Nalezneme proto znAmym zplisobem kolinea-
ci K*, ktera realizuje projektivni deformaci 3. fadu C* : L* — L* a provoname ji
s kolineaci K}. Zjistime:

Véta 13. Korespondence C : L — L je singuldrni projektivni deformaci 3. rddu,
prévé kdy? indukovand korespondence c} : St — S.* je singuldrni projektivni
deformaci 3. Fdadu.
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Analogické tvrzeni plati téZ o korespondencich C a c* ;, takZe mame:

Véta 14. Korespondence cy : ST — Si* je singuldrni projektivni deformaci, prdvé
kdyZ c*, : S*, — S je singuldrni projektivni deformaci 3. Fddu.

Aplikovanim této v&ty na celou posloupnost ¢} (i = +1, +2,...) a uZitim v&t 13
a 9 obdrZime:

Véta 15. Necht C : L - L je singuldrni projektivni deformace 3. Fddu. Pak vSech-
ny indukované korespondence C;: L, — L; a c} : Sf - SY’ (i = +1, £2,...) jsou
singuldrnimi projektivnimi deformacemi 3. rddu.
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Summary

PROJECTIVE DEFORMATION OF LINE CONGRUENCES
IN SIX-DIMENSIONAL PROJECTIVE SPACES

JaxuB BENES, Brno

The contents of this paper consist in study of projective deformation of the third
order of line congruences in six-dimensional projective spaces. In the first part of this
paper the existence theorem is proved. Latter the projective deformation of the
third order is studied in the connection with deformations of associated and dual
objects. The last part contains some results on singular projective deformation.
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