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O NIEKTORYCH DALSICH VLASTNOSTIACH KRIVIEK TRIEDY P

Jozer OBONA, NIKOLAJ PODTJAGIN, Bratislava
(Doslo dia 2. aprila 1970)

V tejto praci sa uvadzaji niektoré dalSie vlastnosti kriviek triedy P, definované
v préci [1]. Tieto vlastnosti sa odvodzujii z rovnic dotyénic k tymto krivkam.
V praci [1] krivky triedy P boli definované rovnicami

(1) x=a.cosqw + b.cos(p + q)w
y=a.sin gqo + b.sin (p + g)o

kde w je parameter, meniaci sa v intervale [0, 2x), konstanty p, g st celé nestdelitelné
Cisla, ani jedna z konStant a, b, p, g nie je rovna nule, pritom a, b, g su &isla kladné.

V spomenutej praci bolo dalej dokdzané, Ze pre aq + b(p + g) = 0 rovnice (1)
uréuja prosta hypocykloidu a pre ag — b(p + g) = 0 prostu epicykloidu; prea = b
a p + 2q + 0 urdujii ruZicu; pre a = b, p + 2q = 0 tse¢ku na osi 0X, dizky 4a so
stredom v podiatku suradnicovej sustavy, ktori nepokladdme za krivku triedy P
a teda pre a = b Ziadame p + 2q #* 0.

V praci [1] bolo dokazané, 7e kazda krivka triedy P ma |p| bodov vzdialenych od
podiatku sdradnicovej sustavy na vzdialenost a + b, ktoré odpovedaju hodnotim
parametru :

(2 a)=3k—n, k=0,1,2,...,|p|-—-1

||

a |p| bodov, vzdialenych od potiatku suradnicovej sistavy na vzdialenost |a — b|,
ktoré odpovedaji hodnotdm parametru

w=(2k+1)n,
||

Pre ag — b(p + q) = 0, tj. u prostych epicykloid, body vzdialené od pociatku
siradnicove;j sustavy na |a — b| s@ singularne body (body zvratu).

Pre aq + b(p + q) = 0, tj. u prostych hypocykloid, body vzdialené od po&iatku
suradnicovej sustavy na vzdialenost a + b si tieZ singuldrne body (body zvratu).

k=0,1,2..|p|—1.

(3)
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Vsetky krivky triedy P sii simerné vzhladom na os OX. Ak konStanta | pl je péarne
&islo, tieto krivky st simerné (aj vzhladom na os OY).
Pre smernicu doty&nice krivky triedy P v jej lubovoInom bode (x, y) mdme

@ dy _ _ag.cosqw + b(p + g)cos(p + g)w
dx ag.singw + b(p + q)sin(p + 9) @

Smernica doty&nice v bode w = 0 mdZe byt kone&na len pre ag + b(p + q) = 0.
Z toho vyplyva, Ze dotyCnica ku krivke triedy P v podiatoénom bode w = 0, okrem
prostych hypocykloid je vZdy kol- )
ma na os OX.

Podiato¢ny bod w = 0 prostej Y
hypocykloidy je singuldrny bod
zvratu, v ktorom doty¢nica je os
OX. Ak |p| je parne &islo, aj do-
tyénica v bode sumernom s bo-
dom @ = 0 vzhladom na os OY
je tieZ os OX.

Obr. 1. Obr. 2.

Priklad 1. Na obr. 1 je znizornené prostd hypocykloida, dana rovnicami (1) pre
p=-3,9=2a=1,6; b= 33. PretoZe Ipl je neparne ¢&islo, os 0X je dotyénicou
len v bode @ = 0.

Priklad 2. Krivka na obr. 2 je tieZ prostd hypocykloida pre p = —8, q = 1,
a = 8,75, b = 1,25. PretoZe |p| je parné &islo, os OX doty&nicou nielen v bode
o = 0, ale aj v bode s nim simernom podla OY.

Body, vzdialené od pociatku suradnicovej ststavy na vzdialenost a + b st dané
hodnotami (2) parametra , pre ktoré mame cos pw = 1. Vzfah (4) pre tieto body
bude :
dy _ _ [aq + b(p + g)] cos g0
dx [ag + b(p + g)] sin g0
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Nema zmysel pre prosté hypocykloidy. Pre vSetky ostatné krivky triedy P v spomina-
nych bodoch mame

. dy _ cosqo

dx sin qw ’
Pre doty¢nice v tychto bodoch dostavame

2km . 2kmn .
X cosq— + Ysing — = xcos qw + ysin qw

|| ||

kde X, Y su premenné stiradnice bodov dotyénice a x, y st pevné body na krivke
triedy P (podobne aj v dalSich uvahach). Po dosadeni hodnét (2) parametra w, pre
doty¢nice v bodoch, vzdia'enych od poéiatku siradnicovej stistavy na a + b, pre
vietky krivky triedy P, okrem prostych hypocykloid, mame

2ken

(%) Xcosq2—k—75+Ysinq | |
p

|p|

Pri |p| neparnom ani jedna z dotyénic, okrem dotyénice v pociatoénom bode
o = 0, nemdZe byt kolma ani na jednu zo stiradnicovych osi.

=a+b, k=0,1,...,|p|-—1.

PretoZe Cisla q a |p| nemaju spolognych delitefov, pri |p| parnom (|p| = 2k,),
dotyénice v spomenutych bodoch st kolmé na os OX len v tom pripade, ked Cislo
t = kjk, je celé. A pretoZe k < |p| — 1, musime mat
2k1 - 1 _ 1

2—-—<2
ky ky

t

IIA

a teda t moZe mat len dve hodnoty O a 1. Z toho plynie, Ze pri | p| parnom kazda krivka
triedy P, okrem prostej hypocykloidy, méa dva a len dva body, vzdialené od poéiatku
suradnicovej sustavy na a + b,v ktorych dotycnice sii kolmé na os OX. Tieto doty¢-
nice st dané rovnicami (5). PretoZe potom je q neparne &islo, sii teda dané rovnicami

(6) X = +(a + b)

Priklad 3. Pre p = 3,9 = 1,a = 4, b = 1 rovnice (1) uréujii prostu epicykloidu,
znazorneni na obr. 3, vytvorenti rotaciou kruhu o polomere r = 1 po obvode
pevného kruhu R = 3. PretoZe p je neparne &islo, krivka ma len jeden bod, vzdialeny
od potiatku suradnicovej stistavy na a + b = 5 (pogiatoény bod @ = 0), v ktorom
doty¢nica je kolma na os OX.

Priklad 4. Krivka na obr. 4 pre p= —2, ¢ =3, a =2, b =3 podla (1) je
predlzen4 hypocykloida. PretoZe |p| je parne &islo, krivka mé4 dva body (x = +5),
vzdialené od podiatku stradnicovej sustavy na a + b = 5, v ktorych dotyénice
(X = +5) st kolmé na os OX.
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Ak aj }|p| je parne &islo ([p| = 4k,), doty&nica v bode, vzdialenom od podiatku
stradnicovej siistavy na a + b, je kolma na os OY vtedy a len vtedy, ked t = k/k, je
celé nepérne &islo. PretoZe k < |p| — 1, musime mat

4ky — 1 1

t =< — =4 - — <4
ky ky
y
y
Obr. 3. Obr. 4.

odkial teda t moZe mat len hodnoty 1 a 3. Z toho plynie, Ze pre |p| parne, kazda
krivka triedy P, okrem prostych hypocykloid ma aj dva body, vzdialené od po&iatku
suradnicovej ststavy na a + b, v ktorych dotyénice sti kolmé na os OY. Su dané rov-
nicami (5) pre k = k, a k = 3k, tj. rovnicami

) Y= +(a+b)

Priklad 5. Pre p = —4, g = 1,a = b, b = 4 rovnice (1) urcuju krivku uvedenu
na obr. 5. }|p| je &islo parne. Krivka mé4 dva body, vzdialené od po&iatku stiradnico-
vej stistavy na ¢ = a + b = 10, v ktorych doty¢nice sti kolmé na os OX, a dva body
rovnako vzdialené od pociatku suradnicovej sustavy, v ktorych doty&nice st kolmé
na os OY. Podla vzorca (7) st dané rovnicami Y = +10.

Body, vzdialené od pociatku suradnicovej siistavy na ¢ = |a — b| > 0 si dané
vztahom (3). U nich mame cos pw = 1. Vzorce (4) pre tieto body potom nadobudnt
tvar

dy _ _ [2ag — b(p + q)] cos g
dx [ag — b(p + g)]sin g~

Nemayjt zmysel pre prosté epicykloidy. Pre vietky ostatné krivky triedy P v spome-

nutych bodoch mime

dy  cosgm
dx sin gw )

Pre doty€nice v nich potom plati rovnica

X cos qw + Ysin gw = x cos qw + y sin g .
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Po dosadeni hodnét (3) parametra w pre doty&nice v bodoch, vzdialenych od pociatku
stiradnicovej stistavy na ¢ = Ia - b| > 0, u vetkych kriviek triedy P, okrem pros-
tych epicykloid, dostaneme potom rovnice

(2k+1)1t+Ysinq(2k+l)7r=

e a—-b, k=01,..,[p| - 1.
|p| |p|

)
)

Obr. 5.

(8) Xcosgqg

Ak |p| je Zislo nepérne (|p| = 2k, + 1), tieto doty&nice nembZu byt kolmé na os OY,
St kolmé na os OX, ked &islo t = (2k + 1)/(2k, + 1) je celé. Pretoze k < |p| — 1.
musime mat

'S4k1+1=2 1

s - <2,
2k, + 1 2k, +1

MoéZe sa teda t rovnaf len jednotke. Z toho plynie, Ze pre | p| neparne kazda krivka
triedy P, s vynimkou prostej epicykloidy, mé len v jednom bode, vzdialenom od
poédiatku suradnicovej sistavy na g = |a - b' > 0, doty€nicu kolmi na os OX,
dani rovnicami (8) pre k = k,. Pri g parnom doty&nica bude

9) X=a-b
a pri neparnom
(10) X=b-—a
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Priklad 6. Na obr. 6 je znizornena krivka, dana rovnicami (1) pre p = —1,
g=2a=3b=2; | p| je Cislo neparne, q je ¢islo parne. Krivka ma len jeden bod,
vzdialeny od pociatku siradnicovej sustavy na ¢ = |a — b] = 1. Doty&nica je
v lom kolma na os OX a je dana rovnicou X = 1.

y V
——

AY , :

Obr. 6. Obr. 7.

Priklad 7. Krivka, dana rovnicami (1) pre p=3,g=1,a =45 b=0,5je
uvedena na obr. 7. Obidve &isla p a g su Cisla neparne. Len v jednom bode, vzdiale-
nom od potiatku sturadnicovej siistavy na ¢ = |a — b| = 4, doty¢nica je kolma na
os OX. Podla vzorca (10) je dana rovnicou X = —4.

Ak |p| je &islo parne, potom z rovnic (8) vyplyva, Ze doty&nica ani v jednom bode,
vzdialenom od pogiatku siradnicovej sustavy na ¢ = |a — b| neméze byt kolma
na os OX. Na os OY je kolmé len v tom pripade, ked |p| je &islo parne, ale 4|p| je
&islo neparne (|p| = 2(2k, + 1)). To bude v tom pripade, ked t = (2k + 1)/(2k, + 1)
je celé neparne &islo. PretoZe k < |p| — 1, musime mat

1
2k, + 1

t<4-—

<4

Nevyhovuje teda len t = 1 a t = 3. Z toho plynie, Ze pri |p| pArnom a siéasne 3|p|
neparnom, kazda krivka triedy P, s vynimkou prostej epicykloidy, ma len dva body
vzdialené od podiatku siradnicovej stistavy na g = |a - b|, v ktorych doty¢nice st
kolmé na os OY. Su dané rovnicami

(11) Y=+(a~-b).

Priklad. 8. Na obr. 8 je znazornena krivka, dana rovnicami (1) pre p = —6,
q=1,a=4,b=6. Cislo }|p| je neparne. Krivka m4 dva body, vzdialené od
pociatku stiradnicovej sdstavy na @ =_|a - b| = 2, v ktorych st doty¢nice kolmé
na os OY. St dané rovnicami (11), teda Y = +2.

Pre a — b = O, kazda krivka triedy P, tj. kaZda ruZica prechadza pociatkom
saradnicovej sustavy, ktory je jej | p|-nésobn)"m bodom. Doty¢nice v iom sii dané
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rovnicami
2k + 1) = +Ysinq(2k +)m

X cos g
: || ||

0, k=0,1,..,

p|—1.

Podmienky kolmosti ich doty¢nic v tomto bode st tie isté ako v pripade .Ia — b] >
> 0.

Priklad 9. Krivka, znazornena na obr. 9 je dana rovnicami (1) pre tie isté hodno-
ty pa q akov prikl. 8,lena =
= b = 5. Tato krivka mé dva
body, vzdialené od pociatku
suradnicovej sustavy na ¢ =
=a + b = 10, v ktorych do-
tyCnice su kolmé na os OX.
Podiatok suradnicovej susta-
vy je Sestnasobnym bodom,
v ktorom dve dotyCnice st
kolmé na os OY. Su splynuté
s osou OX.

[11 Podtjagin N., O jednej triede raciondlnych kriviek, Casopis pro péstovini matematiky, 90
(1965), 181—190.

Obr. 8.
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Résumé

SUR QUELQUES PROPRIETES NOUVELLES DES COURBES
DE LA CLASSE P

NikoLAJ PODTIAGIN, JozEF OBONA, Bratislava

Dans cet article, on étudie des propriétés nouvelles des courbes de la classe P.
La définition de ces courbes se trouve dans l'article [1], donnée par les équations

x =acosqw + bcos(p + q)w,

y =asin qo + bsin (p + q)

ol o figure comme paramétre qui varie dans I'intervalle [0,27) a et b sont des con-
stantes positives arbitraires, p et g étant de plus positif.

On trouve les équations des tangentes aux points situés a la distance a + b de
Porigine

Xcosq@+Ysinng=a+b, k=01,...|p| = 1.
|| ||

Czs équations ont lieu pour toute courbe de la classe P, sauf pour les hypocycloides
simples. De cela il résulte que, dans le cas ou | p| est impair, les tangentes définies par
elles, sauf la tangente au point w = 0, ne pouvent pas étre perpendiculaires aux
axes de coordonées. Si |p| est pair, toute courbe de la classe P, & I'exception des
hypocycloides simples, a deux points situés a la distance a + b, de I’origine et ou
les tangentes sont perpendiculaires a ’axe OX. Mais si ﬂp] est pair aussi, la courbe
en plus deux points situés distance a + b, a la de I'origine ou les tangentes sont
perpendiculaires a I’axe OY.

On trouve les équations des tangentes aux points situés a la distance |a - b| de
I’origine

(2k+1)n+Ysinq(2k+1)n=a

b, k=0,1,..,
|p| |7l

X cos g p|—1.

Ces équations ont lieu pour toutes les courbes de la classe P, sauf pour les épi-
cyckloides simples. Il en résulte que pour | p| impair les tangentes aux points situés
a la distance la - b| de 'origine ne peuvent pas étre perpendiculaires a I’axe OY. La
courbe posséde un de ces points, ou la tangente est perpendiculaire a I’axe OX. Dans
le cas, ou |p| est pair, les tangentes & ces points ne peuvent pas étre perpendiculaires
a l'axe OX. Mais si |p| est pair, 3|p| impair, la courbe posséde deux points situés a la
distance la - b|, de I’origine ou les tangentes sont perpendiculaires a axe OY.
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