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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 96 (1971), Praha

O RIESENf ROVNICE
X+ Xp o+ X = y[xg, X550 X,
A ROVNICE
Xy + X3+ oo+ X, =YX X500 Xy,

V PRIRODZENYCH CiSLACH

PAVEL BARTOS, Bratislava
(Doslo diia 20. marca 1970)

V tomto ¢&lanku bude re¢ o rieSeni rovnice
(1) xl+x2+"'+xn=y[xl,x2"-'3xn]’ ngz,

v prirodzenych &islach x4, x,, ..., X,, ¥, priom [xl, X35 eens x,,] zna¢i najmen3i spo-
lo¢ny nasobok ¢isel x,, x5, ..., X,. Vysledok tvahy pouZijeme aj na rieSenie rovnice

2 X+ Xy F e F Xy =YX 1X3...%,, N2,

v prirodzenych &islach xy, X5, ..., X,, ».%)
V dalSom rieSenia vsetkych rovnic sa rozumeju v obore prirodzenych Cisel.

Veta 1. Vsetky riesenia x4, X3, ..., X,, y rovnice (1) dostaneme nasledovne:
Ak disla &, &,, ..., &, tvoria rieSenie tzv. optickej rovnice

(3) e +1/6 + o+ 1, =1

potom

(4) xi"&l’ﬁéﬁh i=1,2..n,
: i

kde t je lubovolné prirodzené Cislo a
@) y=(x + X3+ ... + %) X1, X2, .00y X, ] -
1) O rovnici (2) vo zvla§tnom pripade y = 1 pojedndva sa v knizke [1], str. 171—4,
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Dékaz. Ak &sla xy; x5, ..., X,, y spliiuji rovnicu (1), potom x; | x, + x; + ...
vee + X,, i = 1,2, ..., n. Teda existujli prirodzené &isla ¢, &,, ..., &, také, Ze

-

(5) X+ Xy F e+ X, =Ex;, i=1,2,..,n.

Obratene, ak x,, X3, ..., X, vyhovujii rovniciam (5), pri¢om ¢&; st &isla prirodzené,
potom plati x; | X+ X+ ..+ x,i=1,2,...,n, ateda x; +x, +... + x, =
= y[x, x2, .y x,], kde y je prirodzené &islo. Cisla x,, X5, .00y X, y = (xg + x;3 + ...
oo + x,)[[%15 X3, ..., X,] tvoria teda rieSenie rovnice (1).

Rie$enim sistavy rovnic (5) v &islach x, x,, .., X, &3, &5, -.., &, sa zaobera Elanok
[2], z ktorého vyplyva, Ze jej vSetky rieSenia dostaneme tak, Ze vezmeme Tubovolné
rieSenie &, &,, ..., &, rovnice (3) a potom (4) a (4’) davaju rieSenie ststavy rovnic (5),
a tym aj rovnice (1). Tym je veta dokazana.

Poznamka. Zo (4) a (4') vyplyva, Ze ku kaZdému rieSeniu x,, x5, ..., X,, y rovnice
(1) existuje nekone&ne mnoho rieseni tejto rovnice, a to tx,, tx,, ..., tx,, y, kde t je
Tubovolné prirodzené &islo. Obratene, ak rovnica (1) ma rieSenie tx,, 1x,, ..., tX,, ¥,
ma aj rieSenie x,, X5, ..., X,, y. ¥ dalSom sa preto obmedzime na tzv. primitivne
rieSenia, pre ktoré plati

IIA
IIA

X

(6) (xl,xZ,X3,...,xn)= 1, xl éxl §X3 n e

Zrejme je polet primitivnych rieSeni rovnice (1) kone&ny (va&3i neZ nula), zhodny
s poftom vietkych rieSeni ¢, &,,..., &, optickej rovnice (3), majicich vlastnost
élgczg'--gﬁn' )

Priklad. Hladajme v3etky rieSenia rovnice
(7 Xy + Xy + X3 + X4 = Y[xy, X3, X3, X4]
v prirodzenych &islach x4, x,, X3, X4, V.

RieSenie. Najprv treba riesit rovnicu

(8) g, +1&; + 1/& + /&, = 1.
Voliac &, 2 &, = & = &4, je 2 < &, < 4. Treba teda riesit

1) pre &, = 2 rovnicu 1/¢; + 1/, + 1[E; =4
a

2) pre &y = 3 rovnicu 1/&; + 1/&, + 1/¢3 = 4.
Pre {, = 4 mame jediné rieSenie &; = ¢, = &3 = 4. .

V pripade 1) mame rieSenia uvedené v knizke [3] str. 74 a v pripade 2) v &lanku [4].
V pripade 2) dostaneme niektoré rieSenia ktoré nespifiaji podmienku &, = ¢, >
2 {3 2 &,. Tieto vo vypolte neuvadzame, lebo sa so spravnym poradim dostali
v pripade 1). Z rie3eni rovnice (8) dostaneme potom vietky primitivne riedenia rovnice
(7). Vypotet obsahuje tabulka ¢&. 1.
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Tabulka 1

3 421812121024 |15/20(8 /6| 4/6| 6|4
& 70 912 6| 5| 8|10| 5|8 6| 4|6 4|4
& 3,30 3 4| s| 3| 3| 4lale| 3/3| 4|4
&, 20 20 2] 20 2] 2| 2] 21221 3|3 3|4
M= &, &, & €4l 218120121024 (30208 61216124
X, = Mj&, vl el a2 a1 2
Xy = M/E, 6 20 1020 2 3 3| a1 /1] 31| 31
X3 = M/E, 4] 6, 4| 3] 2| 810 5012 1| 4l2] 3|1
x, = MJE, 20 9 6| 6| s|12]15/10(4 (3| 42| 41
it X xstxa b o a1 1201 13 14
[xy, X3, X3, x4]

Veta 2. Pre vietky primitivne rieSenia Xy, X, ..., x,, y rovnice (1) plati y < n
a y = n prdve vtedy, ked x; = x, = ... = x,,.

Dokaz. Hodnota y bude pri uréitom x; = Max {x,, x,, ..., X,} najvacsia prave
vtedy, ked bude mat [xy, x,, ..., x,| najmensiu a sifasne pri tej istej podmienke
x; + X, + ... + x, najvacsiu hodnotu. KedZe x;, X5, ..., X, < X; je [xy, X2, ..., X,]
najmensie prave vtedy, ked x,, x,, ..., x, ] X;a x; + x, + ... + x, najvacsiu hod-
notu prave vtedy, ked x; = x, = ... = x, = x;. Tato podmienka zahriiuje v sebe
predoslu, teda extrémny pripad v pripade x, = x, = ... = x, skuto€ne nastane a ino-
kedy nie. KedZe vtedy [x,, x,,..., Xo] = X; Xy + X3+ o+ X, =nXj, je y =
= nx; [ x; = n pri kazdom x;. Tym je veta dokézana.

Poznamka. Otvorenou zostava otazka, kedyje y = 1adiprekazdé y,1 < y < n
skutoCne existuje n-tica Cisel x,, X,, ..., X,, ktoré s nim spolu tvoria rieSenie rovnice (1).

Na zéklade predoslych vysledkov moZno tieZ najst vietky rieSenia rovnice (2). Je
totiz

)] XyXp .o X, = k[Xy, X3, ..., X,]

kde k je prirodzené &islo, takZe rovnica (2) je ekvivalentna s rovnicou
(10) Xp+ Xy + oo+ X, = ky[xq, X5, .0 x,]

kde k zavisi od x;, X3, ..., X, ktora je tvaru (1). Zrejme plati veta:

Veta 3. MnoZinu vsetkych rieseni rovnice (2) tvoria prdve tie riesenia rovnice (1)

v ktorych plati :
X1Xg oo Xy | Xy Xg + oo F Xy

369



Z vysledkov prikladu teda poznavame, Ze rovnica
(11) 3 Xy + X3 + X3+ Xg = YX;X3X3X,4

ma prave tieto rieSenia (rieSenia rovnice (1), v ktorych y = 1 si treba viimnit len
v tom pripade, ak x,, X,, X3, X, st po dvoch nesiidelné &isla)

(xI, x29 x3’ X4, Y) = (19 11 2’ 4’ 1)7 (1) 17 19 3, 2)9 (13 1’ 19 1’ 4) .

Veta 4. Vsetky rieSenia rovnice (2) si pre n > 2 primitivne (1. j. plati (x,, x,, ...
e Xy) = 1)

Doékaz. Predpokladajme, Ze tx,, tx,, ..., tX,, y je rieSenim rovnice (2), takZe — po
deleni ¢islom ¢t —
Xp+ Xy 4+ o+ X, =y % x50,
PodTa (9) je potom
Xy + X+ oo+ X = kyt T xy x,, ... x,]

a podla vety 2 plati kyt"~! < n, teda aj "~ < n, & viak v pripade n > 2 plati
prave vtedy, ked t = 1. Tym je veta dokazana.
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Zusammenfassung

UBER DIE LOSUNG DER GLEICHUNG x;+ X, + ... + X, = y[xy, X, ..., X,]
UND DER GLEICHUNG x; + x; + ... + X, = ¥X;X5 ... X,
IN NATURLICHEN ZAHLEN

PAVEL BARTOS, Bratislava
Im Artikel wird die Lésung der Gleichungen (1) und (2) im Gebiet der natiirlichen
Zahlen behandelt. Deren Losung wird zu der Losung des optischen Gleichung (3)
in demselben Gebiet iiberfiihrt.
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