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Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 96 (1971), Praha

ZOVSEOBECNENE EULEROVE LINEARNE DIFERENCIALNE
ROVNICE DRUHEHO RADU

JAROSLAV KRBILA, Zilina

(Doslo dria 18. marca 1970)

Majme linearnu diferencialnu rovnicu druhého radu, Jacobiho typu:
(@) Y =4y,
ktorej nosi¢ ¢(t) € Co(j), kde j = (a, ), prifom mdze byt aj a = — 0.
Funkcia «(t), ktora ma vlastnosti:
«(t) € Co( j)‘, a'(t) # 0 pre vietky tej,

limoff) = —sgna’co, lim«(t) = sgna’co,
t-a+ t= o

ako to vyplyva z vlastnosti kruhovych faz, tedriu ktorych vybudoval O. BoRUVKA
v knihe [1] str. 31— 100, resp. z vlastnosti hyperbolickych faz, vid napr. [4] veta 3, je
kruhovou fézou oscilatorickej diferenciélnej rovnice (q) s nosi¢om:

(@ —1) q(f) = — {1} - o%,

resp. hlavnou hyperbolickou fazou neoscilatorickej diferencialnej rovnice (q) s no-
si¢om:

(g, 1) q(t) = = {o, t} + a'?,

kde symbol {«, t} znamena Schwarzovu deriviciu funkcie « v bode ¢, definovani
nasledovne:

{o, t} = (a"[22') — (a"[2') .

Uvedené skutoénosti umoZiiuji konStruovanie linedrnych diferencialnych rovnic
(q) oscilatorickych s bazou rieseni:

(1) yi(t) = | ()|~ *sina(t), y,(t) = |o'()| 7"/ cos oft) ,

361



resp. neoscilatorickych s bazou riefeni:

2 yi(0) = | (@)1 exp [a(t)],  ya(e) = [o'(5)] " exp [-r)] -

V tomto &lanku budeme konitruovat diferenciélne rovnice (q), ked fazy o(t) budi
iterovanymi logaritmickymi funkciami. Kvdli zjednodueniu z4pisu ozna¢ime:

() = t, L) =log[l()],

My(t) = 1, M, () =M()I1(),

Koy()=-1, K() =[K,s() +1]5(),

Ly(t) = -1, L) =[Ly-s(t)+1]1(), pre n20, celé.

Dalej ozna¥me symbolom e™% = —c0, e™! =0, ¢" =exp[e*™'], n 2 0.

Veta 1. Diferencidlna rovnica

(E) = [(@k* -1 - K,y (1))/4M ()] ¥,

kde k je lubovolné redlne ¢islo, n = 0, celé éfslo, s nosicom spojitym na intervale
(e"~2, 00) md v pripade k + 0 bdzu rieseni:

©) y(8) = My () exp [kL ()], ya() = M,*(1) exp [ KL(1)] ,
v pripade k = 0 bdzu riefeni:

) y(t) = [M(0) L0172, ya(f) = [M(e) 17012,
kdee = +1.

Dékaz. a) Pre k + 0 dostaneme zo vztahu (q, 1) a z hlavnej hyperbolickej fazy
a(t) = kl,(t) pre n 2 0, celé, nosié:

(%) q(f) = @M M, — M,? + 4k*)[aM;,

o ktorom ukaZeme, Ze je totoZny s nosiom diferencialnej rovnice (E). Sta&i dokazat,
Ze pre vietky n = 0, celé &isla, plati rovnost:

(6) MM, — M? = -1 - K,_, .

Pre n = 0, 1 je to evidentné a za predpokladu Ze plati vzfah (6) dostavame na zéklade
vzorcov I, = M, !, I, = —M,|M? pre prirodzené &islo n + 1 rovnosti:

(7) 2M, M4y _Mr'l2+1 =(—l —Kn—l)’: -1=-K,~-1,

&m je platnost vzfahu (6) dokdzana pre TubovoIné celé &islo n 2 0. Bazu rieSeni (3)
diferencialnej rovnice (E) dostaneme z fazy o(t) = kl,(t) zo vztahov (2).
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b) Ak vezmeme hlavni hyperbolickt fazu a(f) = (¢/2) l,+4(f), kde & = +1,
dostavame podIa Casti a) nosié:

q(') = (2M:+1Mn+l - M,’.il + 1)/4M:+1 ) [

odkial, ked zoberieme do wvahy upravu v (7), dostaneme nosi¢ diferencialnej rov-
nice (E) v pripade ked k = 0. Bazu jej riedeni (4) dostaneme zo vzorcov (2) z fazy
a(t) = (g/2) 1,4+ ,(t). Tym je dokaz vety ukon&eny.

Diferencialna rovnica (E) je v pripade n = 0 diferencidlnou rovnicou s kon3tant-
nym koeficientom y” = k?y, v pripade n = 1 Eulerovou diferencidlnou rovnicou
Y =[(4k* - 1)[4] y.

Na zdklade uvedeného je prirodzené nazvat diferencidlnu rovnicu (E) zovSeobec-
nenou neoscilatorickou Eulerovou diferencidlnou rovnicou n-tého druhu, n = 0
celé cislo.

Ak je 0 < |k| < 1/2, resp. |k| > 1/2, nazyvdme neoscilatoricki Eulerovu diferen-
cidlnu rovnicu (E) rovnicou prvého, resp. druhého rodu.

Ak je |k| = 1/2, resp. k =0, n = 0, n celé islo, tak nazyvame neoscilatoricku
Eulerovtt diferencidlnu rovnicu (E) n-tou hornou, resp. n-tou dolnou hrani¢nou
diferencidlnou rovnicou.

Z platnosti vztahu K,M? = M2, ,(K,-, + 1) pre n 2 0, n celé, dostavame tvrde-
nie: n-ti dolnd hraniéné diferencidlna rovnica je na intervale (e"~!, o) totoZna
s n + 1-vou hornou hraniénou diferencialnou rovnicou.

Lahko sa vidi, Ze o priebehu nosi¢ov diferencialnych rovnic (E) platia nasledujice
tvrdenia:

KaZdy nosi¢ neoscilatorickej Eulerovej diferencidlnej rovnice (E) n + 1-ho
" druhu, druhého rodu, je pre vietky te(e"™*, 00) (od istého te (e, o) po&nic)
va&si (men3i) ako nosi€ n-tej dolnej (horne;j) hrani¢nej diferenciélnej rovnice.

Kazdy nosi¢ neoscilatorickej Eulerovej diferencialnej rovnice n-tého druhu, prvého
rodu, je pre vietky ¢ € ("2, oo) mensi (va&3i) ako nosi¢ n-tej hornej (dolnej) hrani¢-
nej diferencidlnej rovnice.

Z vlastnosti hlavnych hyperbolickych faz vyplyva ([5], veta 6) Ze béza rieSeni
diferencialnej rovnice (E) dan4 vztahom (3) je hlavnou béazou. Pripominame, Ze je to
taka baza, ktorej jedno rieSenie je hlavnym, t.j. Ze pre vietky t vacsie ako nejaké &islo
plati y(f) # 0 a integral [ y~%(t) dt diverguje.

Ak je k > 0 (<0), je hlavnym rieSenim v (3) rieSenie y,(f) (v,(t)). V pripade ked
k =0ae = 1(—1), je hlavnym rieSenim v (4) y,(t) (¥,(?)).

V daliom sa obmedzime na pripad pozitivnej hlavnej bazy (v, y,) diferencidlnej
rovnice (E), v ktorej je hlavnym rieSenim rieSenie y,, t.j. fiza «(r) ma derivéciu o'(f) >
> 0. Derivovanim z (2) v tomto pripade dostavame:

(8) yi =exp [a] a'V?[1 + (1)2¢)], vy, = —exp[—a] @ *[1 - (1/20')],
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odkial vidief, Ze funkcia h(f) = (1/2«') ma pri vySetrovani monotonnosti bazy

(y1» y2) dolezita rolu. V pripade diferencilnej rovnice (E), ak k # 0, resp. k = 0,

tak plati: h(t) =1L, ,(t) +1)[2k, resp. h(t) = L,(t) + 1, odkial dostidvame tvrdenia:
L ]

a) V pripade diferencidlnej rovnice (E) nultého a prvého druhu, okrem prvej
dolnej hraninej diferenciélnej rovnice, je funkcia h(t) konstantnou a to:

1. ak je diferencidlna rovnica (E) nultého druhu a k > 0, tak je h = 0,
2. ak je diferencialna rovnica (E) prvého druhu, druhého rodu, tak plati: 0 < h < 1,

3. ak je diferencialna rovnica (E) prvd horna hranina diferencialna rovnica, tak
h=1,

4. ak je diferencilna rovnica (E) prvého druhu, prvého rodu, tak je h > 1.

b) Ked je diferencialna rovnica (E) n-tého druhu, n = 2, prvého, resp. druhého
rodu, alebo n-td dolna hrani¢na diferencialna rovnica, n = 1, ma funkcia h(r)
limitu: lim h(t) = oo.

t—=o0

Z uvedenych vlastnosti funkcie h(f) a vzorcov (8) vzhladom na monoténnost
hlavnej bazy (y,, y,) dostavame tri pripady: 1° a) 1, a) 2; 2° a) 3; 3° a) 4, b) podla
ktorych mame klasifikaciu zovSeobecnenych neoscilatorickych rovnic (E) prit - oo:

Veta 2. Ak je diferencidlna rovnica (E) bud 1° diferencidlnou rovnicou nultého
druhu, okrem nultej dolnej hranicnej diferencidlnej rovnice, resp. diferencidlnou
rovnicou prvého druhu, druhého rodu, alebo 2° prvou hornou hraniénou rovnicou,
alebo 3° diferencidlnou rovnicou n-tého druhu, n prirodzené, okrem prvej hornej
hranicnej diferencidlnej rovnice, potom md pozitivnu hlavni bdzu (y,, y,) pricom y,
je hlavnym riesenim a v jednotlivych pripadoch prit — oo plati:

10-. leOO, .VZlO’
2° yito, y,=¢c>0, cjekonstanta,
3 yifo, y,foo.

Poznamenavame, Ze zapis y, 1 co znamena, Ze funkcia y:(t) je rastiuca a Ze
lim yl(t) = o0. Analogicky vyznam maju aj ostatné zapisy v tvrdeni vety 2, ktoré sa
t— .
zhoduje s vysledkami klasifikacie v praci [ 7], ktora je viak prevedena inym spdsobom.

Podobne, ako sme dokazali vetu 1 sa pouzmm vztahov (g, —1), (1) a fazy o(t) =
= ki (2), kde k + 0 dokaze:

Veta 3. Diferencidlna rovnica:
(Eo) Y =[-(@k + 1+ K,_,(0)4Mz ()] ¥ ,

364



kde k * 0 je lubovolné redlne ¢islo, n 2 0, celé Cislo, s nosicom spojitym na intervale
("2, o0), md bdzu rieseni:

yi(t) = M) sin [k (1)], ya(t) = M,"%(¢) cos [k1,(1)] -

Diferencialna rovnica (E,) je v pripade n = 0 diferencialnou rovnicou s kon3tant-
nym nosi¢om: y” = —k?y a v pripade n = 1 Eulerovou diferencidlnou rovnicou:
y" = [—(4k* + 1)/4¢*] y.

Diferencidlnu rovnicu (E,) nazyvame zovseobecnenou oscilatorickou Eulerovou
diferencidlnou rovnicou n-tého druhu.

Zovseobecnené Eulerove neoscilatorické aj oscilatorické diferencidlne rovnice
nazyvame zovieobecnenymi Eulerovymi diferencidlnymi rovnicami n-tého druhu.

Vidime, Ze nosiCe zovseobecnenych Eulerovych diferencialnych rovnic n-tého
druhu su vzhladom na parameter k spojité a ak k konverguje k nule, tak ich limitou
je nosi¢ n-tej dolnej hrani¢nej diferencialnej rovnice.

Pouzitim porovnavacej vety, podobne ako Kneser v praci [3], ktory pouZil prvu
dolnu hraniéna diferencidlnu rovnicu, dostdvame zovseobecnenie Kneserovej vety
ked za porovnavaciu rovnicu zoberieme n-tu dolnu hraniéni diferencidlnu rovnicu,
n prirodzené islo:

Veta 4. Ak pocinajiuc niektorym t € j stdle plati pre nosi¢ diferencidlnej rovnice
(q) nerovnost:

= (1 + K, (0)/4AM;(?) < 4() ,

kde n je prirodzené Cislo, tak je diferencidlna rovnica (q) neoscilatorickd, ak plati
nerovnost:

q(t) £ — (3 + 1 + K,_,()[AM2(r) ,

kde n je prirodzené cislo a & > 0 je Iubovolné redine c':"slo, tak je diferencidlna
rovnica (q) oscilatorickd.

Poznamenavame, Ze podobna problematika ako v tomto ¢lanku, ale z iného hla-
diska je Studovana v praci [2], [6] a [8].
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Zusammenfassung

VERALLGEMEINERTE LINEARE EULERSCHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG

JarosLAv KRBILA, Zilina
Im Artikel werden mit Hilfe der Haupthyperbolischen Phasen bzw. der Kreis-

phasen, welche iterierte logarithmische Funktionen sind, die verallgemeinerte
Eulersche Differentialgleichungen

(E) y' = [(@Kk* -1 - K,_,()[4M;(1)] ¥ ,
bzw.
(Eo) Y' = —[(4k* + 1 + K,_,(1))aM2(1)] »

und deren Losungsbassisen konstruiert, wobei n > 0 eine ganze Zahl ist (Satz 1 bzw.
Satz 3). '

Spezialfille der angefiihrten Gleichungen sind Differentialgleichungen mit konstan-
ten Tragern: y” = +k?y und auch die Eulerschen Differentialgleichungen: y” =
= —[(1 F 4k?)/4k*] y. Es wird das Verhalten der Gleichungen (E) mit Riicksicht
auf den Parameter k untersucht und es wird deren Klassifikation fiir den Fall t - oo
durchgefiihrt (Satz 2). Wenn in der Differentialgleichung (E) und auch (E,), wo n
eine natiirliche Zahl ist, k — 0 sein wird, dann bekommt man eine Differential-
gleichung, welche einer Verallgemeinerung des bekannten Kneserschen Satzes (der
Fall » = 1) zum Grunde liegt (Satz 4).
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