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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 96 (1971), Praha 

ZOVŠEOBECNENÉ EULEROVE LINEÁRNĚ DIFERENCIÁLNĚ 
ROVNICE DRUHÉHO RÁDU 

JAROSLAV KRBILA, Žilina 

(Došlo dňa 18. marca 1970) 

Majme lineárnu diferenciálnu rovnicu druhého rádu, Jacobiho typu: 

(q) y" = q(t) y, 

ktorej nosič q(t) e C0(j), kde j = (a, oo), pričom móže byť aj a = — co. 

Funkcia a(ř), ktorá má vlastnosti: 

oc(t)e C3(j) , OL'(Í) =f= 0 pre všetky tej , 

lim a(í) = — sgn a'oo , lim a(í) = sgn a'oo , 
f-»a+ t-*to 

ako to vyplývá z vlastnosti kruhových fáz, teóriu ktorých vybudoval O. BORŮVKA 
v knihe [1] str. 31 —100, resp. z vlastnosti hyperbolických fáz, viď napr. [4] veta 3, je 
kruhovou fázou oscilatorickej diferenciálnej rovnice (q) s nosičom: 

(q, -1) q(t) = - {a, í} - a'2 , 

resp. hlavnou hyperbolickou fázou neoscilatorickej diferenciálnej rovnice (q) s no­
sičom: 

(q, 1) q(t) = - {«, t} + a'2 , 

kde symbol {a, t} znamená Schwarzovu deriváciu funkcie a v bode ř, definovánu 
následovně: 

{a,ř} =(a"/2a')' - (a"/2a')2 . 

Uvedené skutočnosti umožňujú konstruovanie lineárnych diferenciálnych rovnic 
(q) oscilatorických s bázou riešení: 

(1) yi(t) = |a '(0 |" 1 / 2 sin «(0 , y2(t) - |«'(0|-1 / 2 cos «(0 , 
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resp. neoscilatorických s bázou riešení: 

(2) yi(í) = j«'(t)|-1/2 exp [«(t)] , y2(t) = |a'(ť)|-1/2 exp [-a(t)] . 

V tomto článku budeme konstruovat' diferenciálně rovnice (q), keď fázy a(ř) budu 
iterovanými logaritmickými funkciami. Kvóli zjednodušeniu zápisu označíme: 

lo(0 = <> i.+i(0 --o-WO]. 

M0(t) = 1, M_+1(í) = M-(t)i.(0. 

_C_ .(ť)«-l, K„(t) =[_C__1(t) + l]/B
2(t), 

L.x(t) = - 1 , __.(f) - [L-.^t) + 1] í.(t) , pre n £ 0 , celé . 

Ďalej označme symbolom e~2 = — co, e~l = 0, e" = exp [ e " _ 1 ] , n ^ 0. 

Veta 1. Diferenciálna rovnica 

(E) / - [(4fc2 - 1 -__._ .(t))/4M2(t)] _v, 

kde k je lubovolné reálné číslo, n ^ 0, ce/é číslo, s nosičom spojitým na intervale 
(e"~2, oo) má v případe fc #= 0 bázu riešení: 

(3) yi(t) = M^ťť) exp [*/.(.)] , y2(t) = A#i'2(t) exp [-k/_(t)] , 

t? případe fc = 0 írázti riešení: 

(4) y_(0 - [M„(0 fi+'(0]1/2. * ( 0 - K ( 0 í " 4 (0] 1 / 2 . 

kdee = +1. 

Dokaž, a) Pre fc # 0 dostaneme zo vzťáhu (q, l) a z hlavnej hyperbolickej fázy 
a(t) = kln(t) pre n ^ 0, celé, nosič: 

(5) q(t) = (2M;'Mn - M;2 + 4k2)/4MB
2 , 

o ktorom ukážeme, že je totožný s nosičom diferenciálnej rovnice (E). Stačí dokázať, 
že pre všetky n = 0, celé čísla, platí rovnosť: 

(6) 2M:Mn-M'2 = -\-Kn^. 

Pre n = 0,1 je to evidentně a za předpokladu že platí vzťáh (6) dostáváme na základe 
vzorcov /; = Mn

l
9 i: = -MnJM2 pře prirodzené číslo n + 1 rovnosti: 

(7) 2 M ; ' + 1 M „ + 1 - M; 2
+ 1 - (-1 - Kn-t) li - 1 = -Kn - 1, 

čím je platnosť vzťahu (6) dokázaná pre lubovolné celé číslo n ^ 0. Bázu riešení (3) 
diferenciálnej rovnice (E) dostaneme z fázy a(ř) = kln(t) zo vzťáhov (2). 
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b) Ak vezmeme hlavnú hyperbolickú fázu a(í) = (e/2) ln+ x(í), kde e = ± 1 , 
dostáváme podlá časti a) nosič: 

q(t) = (2M;'+ , M „ + I - M'n\. + l)/4M„2
+. , 

odkial, keď zoberieme do úvahy úpravu v (7), dostaneme nosič diferenciálnej rov­
nice (E) v případe keď fc = 0. Bázu jej riešení (4) dostaneme zo vzorcov (2) z fázy 
a(ř) = (a/2) ln+í(t). Tým je dókaz vety ukončený. 

Diferenciálna rovnica (E) je v případe n = 0 diferenciálnou rovnicou s konštant-
ným koeficientom y" = k2y9 v případe n = 1 Eulerovou diferenciálnou rovnicou 
/ = [(4fc2 - l)/4í2] y. 

Na základe uvedeného je prirodzené nazvat' diferenciálnu rovnicu (E) zovšeobec-
nenou neoscilatorickou Eulerovou diferenciálnou rovnicou n-tého druhu, n = 0 
celé číslo. 

Akje 0 < |k| < 1/2, resp. |fc| > 1/2, nazýváme neoscilatorickú Eulerovu diferen­
ciálnu rovnicu (E) rovnicou prvého, resp. druhého rodu. 

Ak je |fc| -= 1/2, resp. k = 0, n _ 0, n celé číslo, tak nazýváme neoscilatorickú 
Eulerovu diferenciálnu rovnicu (E) n-tou hornou, resp. n-tou dolnou hraničnou 
diferenciálnou rovnicou. 

Z platnosti vzťahu KnMl -= M^1(Kn^i + 1) pre n ^ 0, n celé, dostáváme tvrde-
nie: n-tá dolná hraničná diferenciálna rovnica je na intervale (é%~1

9 oo) totožná 
s n T 1-vou hornou hraničnou diferenciálnou rovnicou. 

Eahko sa vidí, že o priebehu nosičov diferenciálnych rovnic (E) platia nasledujúce 
tvrdenia: 

Každý nosič neoscilatorickej Eulerovej diferenciálnej rovnice (E) n +• 1-ho 
druhu, druhého rodu, je pre všetky te(en~í

9 oo) (od istého te(en~1, oo) počnúc) 
váčší (menší) ako nosič n-tej dolnej (hornej) hraničnej diferenciálnej rovnice. 

Každý nosič neoscilatorickej Eulerovej diferenciálnej rovnice w-tého druhu, prvého 
rodu, je pre všetky t e (en~2

9 oo) menší (váčší) ako nosič w-tej hornej (dolnej) hranič­
nej diferenciálnej rovnice. 

Z vlastnosti hlavných hyperbolických fáz vyplývá ([5], veta 6) že báza riešení 
diferenciálnej rovnice (E) daná vzťáhom (3) je hlavnou bázou. Připomínáme, že je to 
taká báza, ktorej jedno riešenie je hlavným, t.j. že pre všetky t váčšie ako nějaké číslo 
platí y(t) 4= 0 a integrál /°° y~2(t) dř diverguje. 

Ak je fc > 0 (<0), je hlavným riešením v (3) riešenie y2(t) (yi(f))- V případe keď 
fc = 0 a e = 1 ( — 1), je hlavným riešením v (4) y2(t) (yi(t)). 

V ďalšom sa obmedzíme na případ pozitívnej hlavnej bázy (yl9 y2) diferenciálnej 
rovnice (E), v ktorej je hlavným riešením riešenie yl9 t.j. fáza a(t) má deriváciu a'(í) > 
> 0. Derivováním z (2) v tomto případe dostáváme: 

(8) / . = exp [a] «'-!-[l + (l/2a')'] , y'2 = -exp [ - « ] «'1 / 2[1 - (l/2a')'] , 
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odkial vidieť, že funkcia h(t) = (l/2a')' má pri vyšetřovaní monotónnosti bázy 
(yi> yi) dóležitú rolu. V případe diferenciálnej rovnice (E), ak fc 7- 0, resp. k = 0, 
tak platí: h(t) ="(.£,„_ ^f) +l)/2fc, resp. /i(í) = L„(í) + 1, odkial dostáváme tvrdenia: 

a) V případe diferenciálnej rovnice (E) nultého a prvého druhu, okrem prvej 
dolnej hraničnej diferenciálnej rovnice, je funkcia h(t) konštantnou a to: 

1. ak je diferenciálna rovnica (E) nultého druhu a fc > 0, tak je h = 0, 

2. ak je diferenciálna rovnica (E) prvého druhu, druhého rodu, tak platí: 0 < h < 1, 

3. ak je diferenciálna rovnica (E) prvá horná hraničná diferenciálna rovnica, tak 
h= 1, 

4. ak je diferenciálna rovnica (E) prvého druhu, prvého rodu, tak je h > 1. 

b) Keď je diferenciálna rovnica (E) H-tého druhu, n = 2, prvého, resp. druhého 
rodu, alebo n-tá dolná hraničná diferenciálna rovnica, n ^ 1, má funkcia h(t) 
limitu: lim h(t) = 00. 

ř-»oo 

Z uvedených vlastností funkcie h(t) a vzorcov (8) vzhladom na monotónnost 
hlavnej bázy (yl9 y2) dostáváme tri případy: 1° a) 1, a) 2; 2° a) 3; 3° a) 4, b) podlá 
ktorých máme klasifikáciu zovšeobecnených neoscilatorických rovnic (E) pri t -• co: 

Veta 2. Ak je diferenciálna rovnica (E) buď 1° diferenciálnou rovnicou nultého 
druhu, okrem nulté] dolně] hraničně] diferenciálně] rovnice, resp. diferenciálnou 
rovnicou prvého druhu, druhého rodu, alebo 2° prvou hornou hraničnou rovnicou, 
alebo 3° diferenciálnou rovnicou n-tého druhu, n prirodzené, okrem prvej hornej 
hraničnej diferenciálnej rovnice, potom má pozitivnu hlavnú bázu (yx, y2) pričom y2 

je hlavným riešením a v jednotlivých prípadoch pri t —> 00 platí: 

1° yi t 00 , y2 i 0 , 

2° yt I 00 , y2 = c > 0 , c je konstanta , 

3° . yt t 00 , y2 t 00 . 

Poznamenáváme, že zápis yt | 00 znamená, že funkcia yx(t) je rastúca a že 
lim ^(ř) = 00. Analogicky význam majú aj ostatné zápisy v tvrdení vety 2, ktoré sa 
ř-+oo 

zhoduje s výsledkami klasifikácie v práci [7], ktorá je však převedená iným spósobom. 
Podobné, ako sme dokázali vetu 1 sa použitím vzťáhov (q, —1), (1) a fázy a(ř) = 

= klH(t)t kde fc * 0 dokáže: 

Veta 3. Diferenciálna rovnica: 

(E0) / = [-(4fe2 + 1 + K^t^MKt)] y , 
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kde k 4= Oje lubovolné reálné číslo, n = O, celé číslo, s nosičom spojitým na intervale 
(e"~2, oo), má bázu riešení: 

yi(t) = Ml>2(t) sin [kln(t)] , y2(t) = Mn
l2(t) cos [*/„(*)] . 

Diferenciálna rovnica (F0) je v případe n = 0 diferenciálnou rovnicou s konštant-
ným nosičom: y" — —k2y a v případe n = 1 Eulerovou diferenciálnou rovnicou: 
/ = [ _ ( 4 k 2 - f l)/4ř 2 ]^. 

Diferenciálnu rovnicu (E0) nazýváme zovšeobecnenou oscilatorickou Eulerovou 
diferenciálnou rovnicou n-tého druhu. 

Zovšeobecnené Eulerove neoscilatorické aj oscilatorické diferenciálně rovnice 
nazýváme zovšeobecnenými Eulerovými diferenciálnymi rovnicami n-tého druhu. 

Vidíme, že nosiče zovšeobecnených Eulerových diferenciálnych rovnic n-tého 
druhu sú vzhTadom na parameter k spojité a ak k konverguje k nule, tak ich limitou 
je nosič n-tej dolnej hraničnej diferenciálnej rovnice. 

Použitím porovnávacej vety, podobné ako Kneser v práci [3], ktorý použil prvú 
dolnú hraničnú diferenciálnu rovnicu, dostáváme zovšeobecnenie Kneserovej vety 
keď za porovnávaciu rovnicu zoberieme n-tú dolnú hraniční diferenciálnu rovnicu, 
n prirodzené číslo: 

Veta 4. Ak počínajúc niektorým tej stále platí pre nosič diferenciálnej rovnice 
(q) nerovnost': 

- (i + Kn^(t))j4M2
n(t) ^ q(i), 

kde n je prirodzené číslo, tak je diferenciálna rovnica (q) neoscilatorická, ak platí 
nerovnost': 

q(t)<L -(ó + í+K^^t^M^t), 

kde n je prirodzené číslo a S > 0 je lubovolné reálné číslo, tak je diferenciálna 
rovnica (q) oscilatorická. 

Poznamenáváme, že podobná problematika ako v tomto článku, ale z iného hra­
diska je študovaná v práci [2], [6] a [8]. 
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Zusammenfassung 

VERALLGEMEINERTE LINEARE EULERSCHE 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG 

JAROSLAV KRBIEA, 2ilina 

Im Artikel werden mit Hilfe der Haupthyperbolischen Phasen bzw. der Kreis­
phasen, welche iterierte logarithmische Funktionen sind, die verallgemeinerte 
Eulersche Differentialgleichungen 

(E) / - [(4ft* - 1 - iW0)/4M2(0] y. 
bzw. 

(Eo) / = -[(4/c2 + 1 + K._.(0)/4Af2(.)] y 

und deren Lösungsbassisen konstruiert, wobei n ^ 0 eine ganze Zahl ist (Satz 1 bzw. 
Satz 3). 

Spezialfälle der angeführten Gleichungen sind Differentialgleichungen mit konstan­
ten Trägern: y" = ±k2y und auch die Eulerschen Differentialgleichungen: y" = 
== - [ ( 1 -F 4fc2)/4fc2] y. Es wird das Verhalten der Gleichungen (E) mit Rücksicht 
auf den Parameter k untersucht und es wird deren Klassifikation für den Fall t -> oo 
durchgeführt (Satz 2). Wenn in der Differentialgleichung (E) und auch (E0), wo n 
eine natürliche Zahl ist, k -> 0 sein wird, dann bekommt man eine Differential­
gleichung, welche einer Verallgemeinerung des bekannten Kneserschen Satzes (der 
Fall n = 1) zum Grunde liegt (Satz 4). 
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