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O AUTOMORFISMECH DEFINOVANYCH
NA OKRUHU ENDOMORFISMU HOMOGENNIHO
TOTALNE ROZLOZITELNEHO MODULU

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Doslo dne 13. unora 1970)

Necht je M unitarni levy modul nad libovolnym asociativnim okruhem R s jednot-
kovym prvkem. Monogenni podmodul modulu M generovany prvkem x € M ozna-
¢ime Rx, U + V soulet podmodult U,V a U @ V jejich direktni sou€et. MnoZina
viech podmoduli modulu M je vzhledem k inklusi, kterou oznadime <, Castedné
uspofddani. Vzhledem k operaci pruniku n a souctu dvou podmoduli vytvari
svaz M.

Oznaéme @ okruh endomorfismd modulu M. Jednotkovy prvek ¢ tohoto okruhu
je identicky automorfismus. Obraz podmodulu U £ M v endomorfismu ¢ € &
oznatime U@ a jadro tohoto endomorfismu Ker (¢). Levy (pravy) hlavni ideal
okruhu @ generovany prvkem ¢ oznatime ®¢(¢®). Soudet dvou levych (pravych)
idealii I, I, okruhu @ oznacime I, + I, a direktni soucet I; @ I,. MnoZina viech
levych (pravych) ideald okruhu & je vzhledem k inklusi < &asteln& uspofddana
a vzhledem k operaci priiniku a sou&tu levych (pravych) ideala vytvati uplny svaz &,
®p, ([4], str. 25). JestliZe je m libovolny automorfismus svazu @ ale @, 1 =) I,

veJ
1, € &1, kde J je jistd mnoZina indexd, pak I* = (), 1,)* = Y I}. Stejn& pro libovolny
veJ veJ
automorfismus svazu ®p. ([4], str. 27.) JestliZe na mnoZinach viech automorfismi

svazi @, &, definujeme obvyklym zplsobem skladani automorfismii, obdrZime
grupy P(®.), P(®p).

Prvek x € M se nazyva volny, jestlize ze vztahu rx = o, r € R plyne vidy r = o.
Oznaime L(M) mnoZinu t&ch podmoduld modulu M, které jsou generovany kone&-
nym poétem prvkd. Automorfismus w svazu M se nazyva projektivni zobrazeni
modulu M, jestlize plati:

P: (L(M))” = L(M).

P,: Pro libovolny m € M existuje n € M takovy, Ze (Rm)® = Rn.

P,: Pro libovolny n € M existuje m € M takovy, Ze (Rm)® = Rn.

P,: Existuje volny element u € M takovy, Ze (Ru)® = Rv, kde v je opét volny element

(iit. [5]).

353



Automorfismus p aditivni grupy modulu M, pro ktery plati (rx) p = r*(xp),
reR, xe M, kde u’ je automorfismus okruhu R, se nazyva pololinearni zobrazeni
modulu M. ’

Modul M se nazyva pfipustny, jestliZe jsou splnény nasledujici dva pozadavky:

1. Ke kazdym x, y, ze M existuje volny we M takovy, Ze (Rx + Ry + Rz) n
N Rw = o.

2. Mé&jme libovolny t € M, volné x, y, u € M a pfedpokladejme, Ze Rx N Ry * o,
Ru N Rt # o. Pak existuje volny we M takovy, Z2e Rw Rt = Rwn Ry = Rwn
N Rx = Rwn Ru = o.

V daldim se budou vyskytovat okruhy R s jednotkovym prvkem 1 nésledujici
vlastnosti:

(V) Jestlize ab = 1 pro a, b € R, pak existuje c € R takovy, Ze ca = 1 .

Podle [5] plati: M&me okruh R vlastnosti (V). Kazdé projektivni zobrazeni pfi-
pustného R-modulu M je indukovano pololinearnim zobrazenim tohoto modulu.

Modul M, ktery je direktnim souctem svych jednoduchych podmoduld, se nazyva
totalné rozloZitelny. Soudet vSech navzajem isomorfnich jednoduchych podmoduli
modulu M se nazyva homogenni komponenta. Totalné rozlozZitelny modul, ktery ma
pravé jednu homogenni komponentu, budeme nazyvat homogenni totiln& rozlozi-
telny modul. Zvlastnim pfipadem tohoto modulu je napf. vektorovy prostor libovolné
dimense nad libovolnym télesem. V dal§im budeme vZdy pod modulem M rozumét
levy unitarni homogenni totalné rozloZitelny modul nad okruhem R, aniZ to budeme
zdiraziiovat. Pokud nebude vyslovné nic feceno, budeme pfedpokladat, Ze okruh R
je obecny okruh s jednotkovym prvkem. VSechny pojmy a oznadeni, které jsme
zavedli pro obecny modul, zachovime i v naSem specialnim pfipadé.

Ke kaZdému podmodulu U modulu M existuje podmodul V takovy, ze M =
= U @ V. ([3], teorém 2, str. 96.) Kazdy levy (pravy) hlavni ideal okruhu @ endo-
morfismit modulu M je generovéan idempotentnim prvkem (lit. [6]). MnoZina viech
levych (pravych) hlavnich idealdi okruhu @ je inklusi &astetn& uspofadana a vytvati
vzhledem k tomuto uspotadani svaz Q,(£2;). Oznaéme N, U pfisluiné svazové opera-
ce. Podle [6] a [1] plati pro libovolné ®¢, o rovnost dp U P = Py + Pg a pro
libovolné @@, od rovnost o® U ¢ = ¢® + oP. Svaz Q,(2p) je proto podsvazem
svazu @, (Pp). Grupy automorfismii svazii Q;, Qp oznatime P(Q.), P(Q;). Libovolny
automorfismus o okruhu @ indukuje automorfismus =n, svazu @; pfedpisem I° =
= I", I € ®,. ProtoZe plati (D¢p)” = &¢°, je ()’ € 2,. Automorfismus ¢ indukuje
také automorfismus =, svazu Q;. TotéZ plati také pro svazy Pp, Q5.

Zobrazeni f, definované pfedpisem (tli(p)f = M¢ je isomorfismem svazi Q;, M.
Zobrazeni g definované pfedpisem (YyP) = Ker (¥), je dudlni isomorfismus svazd

Qp, M. ([6], [1], hlava 5.)

Lemma 1. KaZdy monogenni podmodul modulu M je generovdn koneénym poctem
Jjednoduchych moduli.
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Dukaz. Monogenni podmodul Rx je totiln& rozloZitelny a proto Rx = ) Ru,,

veJ

kde Ru, jsou Jednoduche podmoduly. Existuji v,e Ru;,i=1,...,n;j,eJ, v, %+ o

Jjo
takové, Ze x = z v;. ProtoZe Rv; = Ru;, pro viechna i, je Z Rv; £ Rx. Pro kazdé
i=1

n n
reRjerx =) rv,&li Rx <) Rv;a Rx = ZRU.'-
i=1 i=1

Lemma 2. Necht modul M obsahuje volny prvek. KaZdy automorfismus o svazu M
Jje projektivni zobrazeni modulu M.

Dukaz. DokaZeme, Ze w spliiuje poZadavky P, — P,.

P,: Obrazem jednoduchého podmodulu Ru v automorfismu o je jednoduchy
podmodul (Ru)”. Pfedpokladejme, Ze podmodul U < M je generovan koneénym

podtem prvkﬁ Uy, ..., Uy, Gli UeL(M). Pak U = ZRu, Podle lemmy 1 miZeme
psat Ru; = ZRvk, i=1,..,n, kde Rv} jsou Jednoduché moduly. Pak U® =
= Z(Rv,‘)“’ kdc (Rv;)® jsou jednoduché podmoduly. Podmodul U® je generovan

konecnym podtem prvki, &ili U € L(M). Z toho, Ze w je automorfismus svazu M,
plyne (L(M))® = L(M).

P,: Zvolme si libovolny me M. Pak miZeme psait Rm = Ru, @ ... ® Ru,,
kde Ru; jsou jednoduché podmoduly a (Rm)” = (Ru,)* @ ... @ (Ru,)®, kde (Ru,)”
jsou jednoduché podmoduly. Podle [2], str. 154, v&ta 12, jsou moduly Rm, (Rm)®
isomorfni. JestliZe je o jejich isomorfismus, pak (Rm)a = R(ma) = (Rm)®.

P;: Zvolme libovolny x € M. Podle P, je modul (Rx)®™' monogenni, &ili existuje
m e M takovy, ¢ Rm = (Rx)"’—' a (Rm)® = Rx.

P,: Podle pfedpokladu existuje volny u € M. Podle P, je (Ru)” = Rv a Ru, Rv
jsou isomorfni. To znamena, Ze Rv je volny element.

Pozndmka. Lemma 2 plati pro pfipustny modul M, nebot pak existuje volny
ueM.

Lemma 3. Bud o automorfismus okruhu ® endomorfismii modulu M. Ndsledujici
turzeni jsou ekvivalentni:

a) Vsechny levé hlavni idedly okruhu & jsou o-pFipustné.

b) VSechny pravé hlavni idedly okruhu ® jsou o-pFipustné.

c) Pro kaZdy idempotentni prvek o € ® je o° = w.

Dikaz. a —» b. Podle pfedpokladu plati (P¢)” < P pro kaidy ¢ € @. Jestlize
zvolime automorfismus ¢!, pak dostavime &g = ((2¢)°)° " < (Do), (Po)° 2 Po.
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Z toho plyne, 7e (P¢)* = P¢ pro kazdy ¢ € &, ¢&ili také Po° = Po. Z definice zobra-
zeni f dostdvame

-

v (P9) = (29°) = Mg = My’ .

Zvolme si libovolny pravy hlavni ideal Y. Existuje idempotentni prvek w € &
takovy, Ze Y@ = w®. Pak také ¢ — w, »’, (¢ — @)’ = ¢ — @° jsou idempotentni
endomorfismy a plati M(t — w) = Ker (0), M(+ — ®°) = Ker (&%) = M(t — o)".
([2], v&ta 1, str. 119.) Podle (1) je M(: — w) = M(: — )’ a proto Ker (w) = Ker (°).
Pak (Ker (0)f’"" = (Ker (%)) ' = w® = 0°® = (wP)’ a kaZdy pravy hlavni ideal
okruhu @ je g-pfipustny.

b — a. ProtoZe je ¢ automorfismus okruhu &, plati (p®)” = @@ pro kazdy prvek
¢ e d. Pak

@ (92)° = (¢°®) = Ker (¢) = Ker (¢7).

Zvolme si libovolny levy hlavni ideal a pfedpokladejme, Ze je generovany idem-
potentnim prvkem . Plati Ker (¢ — w) = Mw a Ker (¢« — w)” = Mw°. Podle (2)
je Mw = Mo” a proto (Mw) ™' = (Mo®) ™" = dw = ()’ = ¢u’. Kazdy levy
hlavni ideal je o-pfipustny.

. a > c. KaZzdy idempotentni endomorfismus @ je jednoznacné urlen dvojici pod-
modulit P = Mw, Q = Ker(w), P@® Q = M. ProtoZe plati a — b, dostdvame
podle (1), (2): P = Mw = Mw°, Q = Ker (w) = Ker (»°) 2 z toho 0’ = w.

c — a. JestliZe w” = w pro kazdy idempotentni w € @, pak také dw = P’ =
= (Pw)°. KaZdy levy hlavni idedl je o-pFipustny, protoZe je generovan idempotent-
nim prvkem.

Lemma 4. Necht modul M neni jednoduchy. Jestlize automorfismus o okruhu &
splriuje ekvivalentni po¥adavky a), b), c) z lemmy 3, pak je identicky.

Dikaz. Nechf ma automorfismus o poZadované vlastnosti. Zvolme si libovolny
aed. -

1. Necht je x € M libovolny prvek takovy, Ze podmodul Rx je jednoduchy. Pak je
bud R(xx) n Rx = o nebo R(xa) = Rx.

a) Pfedpokladejme, Ze R(xa) n Rx = o. Zvolme libovolny u € R(x — xa) N
N R(xa). Pak existuji r, r, € R takové, Ze u = r(x — xa) = ryxa, &ili rx = ryxa +
+ rxa. Podle pfedpokladu R(xcx) N Rx = o0 je rx = o. Pak také rxa = 0 a u = o.
Plati tedy R(x — xa) N R(xx) = o. Existuje podmodul Q < M takovy, Ze M =
= R(xx) ® R(x — xa) @ Q. Zvolme idempotentni endomorfismus w : Mw =
= R(xx), Ker (w) = R(x — xa) @ Q. Pak x — xa e Ker () a sw = s pro kazdy
s € R(xa). Dostdvame tedy (x - x%) @ = x@ — xa = o, &li x € Ker (0 ~ «). Podle
(2) v dikkazu lemmy 3 je Ker (@ — a) = Ker ((w — «)”) a podle ¢) v lemm& 3
Ker (0 — @)°) = Ker (0 — «°). To znamen4, Ze plati x(w — @) = x(w — a”) = 0
a z toho xa = xa’.
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b) Pfedpokladejme, Ze Rx = R(xa). ProtoZe M neni jednoduchy, existuje jedno-
duchy podmodul Ry’ £ M takovy, Ze Ry’ n Rx = o. ProtoZe je M homogenni total-
né rozloZitelny modul, jsou Rx, Ry’ isomorfni. Necht je y’ isomorfismus moduli
Rx, Ry’ a nechf xy’ = y. Pak Ry = Ry'. Podle [3], v&ta 1, str. 185 je moZno iso-
morfismus y’ prodlouZit do automorfismu y modulu M. Pak xy = y. Stejné jake
v pfipadé a) ukéZeme, Ze R(x — y) n Ry = 0 a Ze je moZno zvolit idempotentni
endomorfismus o takovy, ¢ Mw = Ry, x — yeKer(w), &ili xo = yo = y.
Zvolme libovolny u € Rx N Rx(oz + a)). Pak existuji r, r; € R takové, Ze u = rx =
= ryxa + ryxo, ¢li rx — ryxa = r;y. ProtoZe r xa € Rx, plati podle pfedpokladu
Rx n Ry = o,2e r;y = r;xy = o. ProtoZe je y automorfismus modulu M;je r;x = o
a také ryxa = o, &ili u = o. Plati tedy Rx n Rx(¢ + w) = o. Pro endomorfismus
« + o miZeme pouZit vysledku &asti a) a dostavame xa + xw = xa’ + xw’. ProtoZe
je o idempotentni prvek, je xw’ = xw a xa = xo’.

2. Zvolme libovolny x € M. ProtoZe je M direktni soucet jednoduchych podmo-
duldi, existuje koneény pocet prvkl xg, ..., X, takovych, Ze Rx; jsou jednoduché
podmoduly pro viechna i = 1,...,na x = x; + ... + x,. Podle €asti 1 plati xa” =
=(xy 4 ... +x,) 0 =x0° + ...+ x,0° = X0 + ... + X, = Xat.

Pro libovolny x € M plati tedy xa® = xa, ¢ili a° = a. Automorfismus ¢ okruhu @
je identicky.

Poznamka. JestliZe je M jednoduchy, pak je @ t€leso a lemma 4 neplati. Pfipustny
modul M neni jednoduchy a proto spliiuje podminky lemmy 4.

Véta 1. BudiZ ddn pFipustny homogenni totdlné rozloZitelny modul M nad okru-
hem R vlastnosti (V). KaZdy automorfismus svazu Q je indukovdn automorfismem
okruhu ®. Grupa P(Qy) je isomorfni s grupou A(®) automorfismit okruhu ®.

Dtukaz. ProtoZe je pololinearni zobrazeni y automorfismus aditivni grupy modu-
lu M, plati pro libovolny ¢ € @ vztah Mou = Mu~*@u. Snadno zjistime, e u ™ 'op €
€ @. Podle definice isomorfismu f svazii Q;, M dostavame

(1) (P9) 1= Mop = Mp™'ou = (Pu"'ou)’ .

Uvazujme zobrazeni o, :¢"* = p lou, @€ @. Jestlize zvolime libovolny ye &,
pak pyu~' e @ a (uyn~')’* = y. Zobrazeni ¢, je zobrazenim na &. Plati (¢ + ¢)°* =
=pp+ou=uop+ptop= 0"+ 0™, (o)’ = p 'pop = p"opu " ou =
= @°*¢°*. Zobrazeni ¢, je tedy automorfismus okruhu @&. Automorfismus g,
okruhu @ indukuje automorfismus 7’ svazu Q; pfedpisem

@ (Do) = o™ = Pu'op = (Po)" .

JestliZe je 7 libovolny automorfismus svazu Q;, pak je zfejmé f ~ !nf automorfismem
svazu M. Podle lemmy 2 je f~'nf projektivni zobrazeni modulu M. Plati tedy
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podle [5] U/"'"/ = U, pro kazdy podmodul U modulu M, kde p je pololinearni
zobrazeni modulu M. ProtoZe pro libovolny ®¢ je (Do)’ < M, dostdvime
(P@)" = (Bp)T "' = ((®9)’ ). Podle (1), (2) pak dostivime (Po)* =
= (Pp"'ou)’ ™" = (dp)°*. Automorfismus n svazu Q, je indukovan automorfis-
mem ¢, okruhu @.

Jestlize oznafime =, automorfismus svazu €, indukovany automorfismem o
okruhu &, pak zobrazeni ¢ — n, je podle pfedchozi ¢asti dikazu homomorfismem
grupy A(®) na grupu P(Q.). Predpokladejme, #e m, je identicky automorfismus
svazu ;. Pak ($¢)™ = (P9)° = d¢ pro kaidy ¢ € . Protoze modul M spliiuje
podminku lemmy 4, je o identicky automorfismus okruhu @. Zobrazeni ¢ — 7, je
isomorfismus grup A4(®), P(Q,).

Pozndmka. V nésledujicich vétach pfedpokladame, Ze modul M mé stejné vlast-
nosti jako ve v&té 1.

Véta 2. KaZdy automorfismus svazu Qp je indukovdn automorfismem okruhu .
Grupa P(Qp) je isomorfni s grupou A(®).

Dtkaz. Zvolme pololinearni zobrazeni y modulu M a ge ®. Pak u~loue &
a nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni: x € (Ker (¢)) #, x = yu a soulasné yg = o,
xp~'op = o, xeKer (u~'gu). To znamena, Ze (Ker (g)) p = Ker (1™ 'on). Podle
definice zobrazeni g dostavame

(1) (e?) 1 = (u™'opd)y .

Automorfismus o, okruhu &, uvaZovany ve v&t€ 1 indukuje automorfismus 7’
svazu Q, pfedpisem

@) (02)°* = 9@ = p~'oud = (p@)* .

JestliZe je = automorfismus svazu Qp, pak je zfejmé g~ !ng automorfismus svazu M.
Podle lemmy 2 je g~ 'ng projektivni zobrazeni modulu M a podle [5] je indukovéno
pololinedrnim zobrazenim u modulu M, &ili

(3) U™'™ = Uu pro kazdy podmodul U £ M.

Podle (3), (1), (2) dostavime pro libovolny @® e Qp: (@) = (p@)" ™™" =
= ((¢®y pyf " = (0™ 'oud)* " = (¢&)°*. Automorfismus n svazu 5 je indukovan
automorfismem o, okruhu &.

JestliZe oznacime =, automorfismus svazu- Q, indukovany automorfismem ¢
okruhu &, pak je podle lemmy 4 zobrazeni ¢ — =, isomorfismem grup A(®), P(2;).

Véta 3. KaZdy automorfismus svazu @, je indukovdn automorfismem okruhu &.
Grupy P(®.), A(®) jsou isomorfni.
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Dikaz. ProtoZe je kazdy levy hlavni ideal okruhu ¢ generovan idempotentnim
prvkem, plati podle [3], hlava III, § 7: K levému idealu I, okruhu & existuje levy
ideél I, takovy, ze I, @ I, = @, pravé kdyz je I, hlavni ideal.

Zvolme libovolny automorfismus w svazu @, a libovolny @y € Q;. Existuje &y
takovy, Ze Y @ Py = P. Ziejm& také (dy)” @ ($y)° = &. To viak znamena, Ze
(P¢)* je hlavni ideal, &ili (Py)® € ;. Proto Qf = Q. Z toho, Ze w je automorfismus
svazu @, plyne Qf = Q; a o indukuje automorfismus @’ svazu ;. Automorfismus w’
je podle v&ty 1 indukovén automorfismem o okruhu @ predpisem (®y)° = (Py)*" =
= (DY) pro kazdy &y e Q;. KaZdy levy ideal I okruhu ¢ miiZzeme zapsat jako soudet
hlavnich levych idealt: I = Y ®y,. ProtoZe je @, uplny svaz, plati I® = ) (®y,)* =

veJ veJ
=Y (®y,)° = I°. Automorfismus @ svazu &, je indukovan automorfismem o

veJ
okruhu &.

Zobrazeni ¢ — m,, kde 7, je automorfismus svazu @, indukovany automorfismem o
okruhu @, je homomorfismem grupy A(®) na grupu P(®,). JestliZe je =, identicky
automorfismus svazu Q;, pak uréité (Py)* = (Py)° = ®y pro viechny levé hlavni
idealy okruhu @. To podle lemmy 4 znameni, Ze o je identicky automorfismus
okruhu @. Zobrazeni ¢ — =, je isomorfismus grup P(®,), A(P).

Véta 4. KaZdy automorfismus svazu ®p je indukovdn automorfismem okruhu .
Grupy P(®p), A(®) jsou isomorfni.

Dukaz. Provedeme podobné jako dikaz véty 3.

Literatura

[1] P. bep: Jinuetinas anrebpa u NpoeKTHBHAA reoMeTpus. Mocksa 1955.

[2] H. Byp6axu: Anre6pa II, Moxynn, xonua, opmel. Mocksa 1966.

[3] H. Oorcexobeon: Ctpoenne xonen. Mocksa 1961.

[4] H. Hermes: Einfithrung in die Verbandstheorie. 2. Auflage. Springer-Verlag Berlin-Heidel-
berg-New York 1967.

[5] J1.A. Cxopuaxos: IlpoexTaBHOEe oTOOpaxenue Moxynelt. M3sectua AH 1960, 24, Ne 4, 511—520.

[6] K. G. Wolfson: Baer rings of endomorfisms. Math. Ann., 1961, 143, No 1, 19—28.

Adresa autora: Olomouc, Leninova 26.

359



Zusammenfassung

UBER AUTOMORPHISMEN, DIE AM ENDOMORPHISMENRING
DES HOMOGENEN VOLLSTANDIG REDUZIBLEN MODULS .
DEFINIERT SIND

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

Unter einem homogenen vollstindig reduziblen Modul verstehen wir einen voll-
standig reduziblen Modul mit einer einzigen homogenen Komponente. Definieren
wir nach der Arbeit [5] einen zuldssigen Modul und betrachten einen Ring R mit
Einselement folgender Eigenschaft: Ist ab = 1 fiir a, b € R, so besteht ¢ € R derart,
dass ca’ = 1. Bezeichnen wir mit ¢, bzw. &, einen Verband, der von den Links- bzw.
Rechtsidealen des Endomorphismenringes @ eines zuldssigen homogenen vollstindig
reduziblen Moduls iiber dem Ring R erzeugt ist.

In der Arbeit ist bewiesen, dass jeder Automorphismus der Verbiande &, ®p durch
einen Automorphismus des Ringes @ induziert ist. Die Automorphismengruppen der
Verbiande &, #p und des Ringes @ sind isomorph.
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