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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 96 (1971), Praha

O JEDNE EXISTENCNI VETE
n-ROZMERNE CENTRALNi AXONOMETRIE

VAcLAV PECINA, Liberec
(Doslo dne 22, kvétna 1970)

Ozna¥me E" n-rozmérny rozsiteny eukleidovsky prostor a L(a,, a5,..., ,) linearni
obal linearnich prostord «;, «5, ..., @,. Budeme dale uZivat oznadeni a pojmi zave-
denych v [5]; pfipomeiime vsak alespoii nasledujici definici:

Necht k, n jsou pfirozena &isla (2 < k < n, n 2 3). n-ramennou, k-rozmérnou
polyedrickou konfiguraci K} = {0, A;, B;} rozumime konfiguraci navzdjem riiznych
bodit O, 4,, A,, ..., A,, By, By, ..., B, jestliZe:

1) 0,4, B; (i = 1,2,..., n) je trojice kolinearnich bodi, body O, 4; jsou vlastni.

2) Pro pfimky x; = 04, (i = 1,2, ..., n) plati L(x,, x5, ..., X,) = E*,

Jsou-li dany konfigurace K" = {0, 4, B} < E" a °K]"' = {°0,°4,,°B} c
c °E""! (pfitemz (0OA,B)) + (°0°A°B), i = 1,2,...,n;n = 3) a jsou-li " (¥,
Vs, ..., V,) resp. 28" 1(°W,, °W,, ..., °W,) simplexy tvofené ib&zniky V(°W,) pfimek
x{°x;) v projektivnostech bodovych fad x(0, 4;, B;,...) A °x(°0, °4;,°B,, ...),
i=1,2,...,n, pak podobnost simplexti "~ a °s"~! je nutnou a postadujici pod-
minkou pro existenci takové centralni projekce 2 (z bodu do nadroviny v E”),
v niz j: #(KD) = °K; 1 (viz [2], [5])-

Jsou-li dany dv& libovolné konfigurace K"a °K?™!, nemusi byt S"! ~ 0§"~1
a nelze tedy vZdy dosdhnout toho, aby centrlni projekci konfigurace Kj byla kon-
figurace shodna s konfiguraci OKn~1; pt.fazenim odpovidajicich si vrcholll simplext
0gn=1 5 §"=1 je viak stanovena jistd afinita «f :°E""! —» 'E""1 Budeme se dale
zabyvat souvislosti této afinity s centralni projekci konfigurace KJ a konfiguraci °K}; ™.

Véta 1. Necht jsou ddny konfigurace K, = {0, A;, B}} = E", °K}™* = {°0, °4,,
°B} < °E"~! (n = 3) a nechf (0A;B)) * (°0°AB)), i = 1,2,...,n. Necht V(°W))
je ubssnik primky x(°x;) v projektivnosti bodovych fad x,(0, A,, B,, ...) X °x{°0,
°4,,°B,,-..), i = 1,2,...,n, a L(OW,., 'w,,..., °W,) = °E""1. Oznaéme 'E""! =
=LV, V2 ..s Va) @ o afinitu °E""1 - 'E""1 stanovenou prifazenim ‘W, >V,
i=12,...,n
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Pak existuje vlastni nadrovina 'E"~1 < E" a vlastni bod S e E" (S ¢ 1E""1), jeX
tvofi basi [S, 'E*~'] centrdlni projekce 2 v E" 1ak, fe P(K}) = A (°K;™").

Dikaz (obr. 1 pro n = 3). Sestrojme v nadrovin& 'E"~! konfiguraci &/(°K}™") =
='K"! = {0, 4, B]} a zvolme S = /(°0) za stfed (S je nutn& vlastni bod,
S c 'E""! < E")a libovolnou (vlastni) nadrovinu 'E"~'(*E*"! + 'E""!, 1E"T! < E7)

Obr. 1.

rovnobéZnou s ‘E"~! za priim&tnu centralni projekce 2 v E”. Sestrojme dale konfigu-
raci 2(K)) = 'Ki™' = {10,'4,,'B)). Pro x| = 0'A, = o(°x), 'x; ='0'4; =

=P(x;) plati xj|'x, i=1,2..n (je totiz L(°V°) = P(V)) = 'V e'x,, i
=1,2,..,n).

Vezméme nyni translaci 7 : E" — E", uréenou vektorem 0S a oznadme "E""! =
= '?'('En_l)’ 'Kt ={0", 4}, B)} = T ('K;~'). Pondvadz P(W°) ='W, e'x, je
ziejmé T(x;) = S'W, (i = 1,2, ..., n) a jisté je "K'~ = 'K"~!, Dokazeme dale, Ze
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g’(K,",) = P2("K;"'). Ponévad? W' = T A (°W)) € S'W,, je P(W}) ='W, i = 1, 2,...

,n, a vzhledem k x{ = O"W/ (i = 1,2,...,n) a 2(0") = 10, je P(x]) = 'x; =
= ?(xi,, i< 1,2,..., n. PondvadZ A € x/, B” ex}, je P(A)) = A € 'x;a P(B)) =
=1Blelx;,i=1, 2, ..., n. Projekce 2 zachovéava dvejpomér a tedy (04 VW) =
= (*0'4,'V*'W,). Z projektivnosti bodovych fad x,0, 4, B, ...) % °x,(°0, °4,,
B, .-.) plyne (0AV,W;°) = (°0°A,°V°°W,), i = 1,2, ..., n. Je tedy

(1) (°0°4vow) = (104w, i=1,2,..,n.

Ponévadz 'Af = 27 4(°4), '0 = 2T74(°0), W7 = 27S4V7), W, =
=PTA°W) pro i =1,2,..,n, plati

2)- (°0°A4,°V>°W;) = (10 AFWVSIW) pro i=1,2,..,n

Z (1) a (2) plyne (*0'A4,'V*'W) = (10" A}'V'W,) a odtud 'Af = '4; = P(A)),
i=1,2,...,n Analogicky 'Bf ='B,=2(B)), i =1,2,...,n. Je tedy Z(K}) =
= 2("K}7Y).

Pong&vad? konfigurace "K!~' a 2(K]) = 'K}™! leZi v rovnob&znych nadrovinéch,
jsou podobné. Protozz "K'~ ! ~ ‘K"~ !, je také 'K"~! ~ 'K"*~!, Bude-li pfi pevném S
nadrovina 'E""'(*E""' % 'E"”!) nabyvat viech moZnych navzajem rovnob&znych
poloh, budou konfigurace 'K} ~' = P(K}) homotetické, pticemZ koeficient homotetie
nabude vSech nenulovych hodnot. Konfigurace ‘K2~ ! a 'K”~! pak budou podobné,
pfi¢emz koeficient podobnosti nabude vSech kladnych hodnot. Lze tedy urcit polohu
B tak, ze ‘K7 = #(°KITY) = 2(K]).

Poznamka 1. Z dikazu véty 1 je zfejmé, Ze pfi zachovani viech pfedpokladit
véty 1 plati nasledujici tvrzeni:

Existuje centrdlni projekce ? s basi [S,'E""'] a podobnost 2 :'E"~1 — Tg"~1
s libovolnym kladnym koeficientem tak, ze P(K]) = 2(°K;™").

Afinita 24/ z pfedchoziho tvrzeni ma ziejmé libovolny kladny modul a z véty 1
tedy plyne (pro n = 3) v&ta Beskinova (aZ na omezeni (0A4,B;) + (°0°4,°B))).

V pfipadé, Ze afinita o/ z véty 1 je podobnosti, obdrZime z véty 1 jednoduchou
tvahou postadujici podminku pomocné véty z [5].

Zobecnime nyni v&tu 1 pro ptipad centralni projekce z (n — m — 1)-rozm&rného
centra do m-rozmé&rného podprostoru.

Véta 2. Necht jsou ddny konfigurace K" = {0, A, B;} = E" a °K}" = {°0,°4
OB} cOE™ (m =2, nzm+1). Nechf (0Ay 1 Bers) + (°0°4,1°Bors), k =
=0,1,....,m; a peoné, « = 1,2,...,n = m a necht V1 (*Wy11) je ubéZnik pfimky
P x,+k) v pro;ektwnostl bodovych Fad Xq11(0s Axsio Basir o) R %%, +1(°0,
%Agsrs °Boyrs-..) k=0,1,...,m; « pevné, « =1,2,...,n — m. Nechr L°w,
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OWitrs ooy W) = B LV Vig o oo View) = 'E7, i = 2, 2 o, 1 °E" > 'E il
afinita stanovend pFiFazenim oWj -V (J=oa+1,..,a+m) & nevné, « <
=1,2,...,n — m.

Pak pro ka?dé a =1,2,....,n —m existuji prostory Ei ™ 'c E", 'E} < EY
jeZ tvoFi basi [EX~"~1, YE™] centrdlni projekce P, tak, fe (K;) = o, (°K}).

Dukaz. Bez (ijmy na obecnosti staci zfejmé& provést dikaz pro o = 1.

a) n > m + 1. UvaZujme nejprve CasteCnou konfiguraci Krtl < K, leiicf
v E™ = U(xy, x,, ..., Xmeq) © E" a Castetnou konfiguraci °K™,, < °K™ leZic}
v °E™. Ponévadz Kut} a °K™,, spliji ptedpoklady véty 1, existuje vlastni bod
S € E™*! a vlastni nadrovina 'Ef < E™*1, jeZ tvofi basi [S, 'ET] centralni projekce 7
(v prostoru E™*1) tak, e Z(KIt1) = 'K™,, = {10,4, 'B;} = «,(°K", ). Sestroj’
me v 'ET konfiguraci 'KI' =~ o,(°K™) tak, aby 'K, , < 'KJ. Zvolme nyni 1EY 24
pramétnu centralni projekce £, v E" a hledejme jeji stfed tak, aby 2,(K}) = K™
Szstrojme E7™"7! = L(q,, g3, ..., g,_n), kde q; je pfitka mimobizek A,.;'A,,
By "By (i=23,..,n— m) vedena bodem S. Snadno zjistime, Ze v centralp/
projekci 2, (v E") s basi [E]"™ !, 1ET] je 2,(KI) = 'KI' = o,(°KT) (ptislusn
livaha je obdobna jako v diikazu véty 2 v [5]).

b) n = m + 1. Véta je totoZzna s vétou 1.

Poznamka 2. Bude-li prim&tna 'ET z v&ty 2 nabyvat pfi pevném stfedu gom-t

viech navzjem rovnob&znych poloh (E2™" "' ~ 'EI' = @), budou konfigurace 2,(K")
podobné, pfitemz koeficient podobnosti nabude vsech kladnych hodnot. Plati tedy
pfi zachovéni viech pfedpokladi véty 2 nasledujici tvrzeni:

Pro ka%dé a =1,2,....,n — m existuji prostory E'"™"1 < E" 1E™ c E", j¢f
tvofi basi [E;~"~ ', 'E}'] centrdlni projekce 2, a podobnost 2,:'E; — 'E} tak. fe
2K = 2,9,(°KT), pricemz koeficient podobnosti je libovolné kladné ¢islo.
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Zusammenfassung

. UBER EIN EXISTENZTHEOREM
DER n-DIMENSIONALEN ZENTRALAXONOMETRIE .

VAcLAvV PecINA, Liberec

In der Arbeit zeigt man zuerst, dass zwei gegebene Polyederkonfigurationen Kj
und °K}™! eine gewisse Afinitit &/ und Zentralprojektionen # (aus einem Punkt
nach Hyperebsne im n-dimensionalen erweiterten euklidischen Raum) so bestimmen,
dass 2(K;) >~ «(°K;~") ist. Das Resultat ist dann auf den Fall der Zentralprojektion
von einem (n — m — 1)-dimznsionalen Zentrum in einen m-dimensionalen Unter-
raum (2 £ m < n) verallgzmeinert.
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