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Casopis pro p¥stovini matematiky, rot. 96 (1971), Praha

HLADKE PLOCHY S NEKONECNOU CYKLICKOU VARIACI

IvaN NEeTUKA, Praha
(Doslo dne 25. listopadu 1969)

1. Definice a oznaceni. Pro pfirozené Cislo k oznalime E; k-rozmérny eukli-
dovsky prostor. Symboly M, M°, hr M, x|, x . y znamenaji pofad€ uzdv&r mnozi-
ny M, vnitfek M, hranici M, euklidovskou normu prvku x, skaldrni soudin x a y
v nékterém prostoru E,; ze souvislosti bude vZdy patrné, o jaky prostor se jednd.
Misto x.x budeme psit x>. Pro seE, r > 0 polozime (s, r) = {x;x€E,
|x = s| < r} (koule), %, bud objem koule ©,(0,1). Ddle bud K, = <0, 1) x ...

. x €0, 1) (k-rozmé&rnd krychle). Konvexnim t&lesem v E, rozumime kompaktni
konvexni mnoZinu s neprdzdnym vnitfkem. V dal§im bude pfirozené &islo m pevné
zvoleno. Body z E,, ., budeme n&kdy psdt ve tvaru [x, y]. kde x € E,,, y € E,. Vn&ji
m-rozmérnou Hausdorffovu miru mnozZiny M < E,,,, oznadime H(M)‘ Misto K,,
budeme psét pouze K, ddle I' = hr Q,,,,(0, 1).

Rikdme, Ze funkce f definovand na mnoZin&€ M < E,, je hélderovsky spojitd na M,
jestliZe existuji kladnd isla A4, B tak, 2z plati |f(x) — f(y)| S A|x — y|?, kdykoli x,
ye M. Je-li M < E,, oteviend a f je funkce na M, znamend J,f parcidlni derivaci
prvniho ¥ddu f podle i-té prom&nné; symbol grad f md obvykly vyznam.

MnoZinu viech spojitych funkei na K oznadime C. Pro fe C polozime |f|c =
= sup |f(x)|. Déle oznatime C, mnoZinu viech funkcif € C, pro n&2f(0) = 0a jejichZ

xeK .
parcidlni derivace prvniho fddu jsou stejnomé&rn& spojité na K°. Pro f € C, poloZime

I£]| = sup |grad f(x)]. Z¥ejmé je |...|c (resp. ||...])) norma na C (resp. C,) a vime,
xeK0

¥e C (resp. C,) s pfislu¥nou normou je Banachiiv prostor. Bud jedt¢ D mnoZina
viech funkci f v E,,, 1, pro néZ je spt f (= nosi¢ f) kompaktni, které maji derivace
viech ¥ddd a pro néz sup |f(x)| < 1.

x€Em+1

Je-li kone¥né A matice, znadi A’ matici. transponovanou k A. Je-li A &tvercovd
matice, bud det 4 jeji determinant. Symbol J znamend jednotkovou matici.

2. Poznfmka. V této pozndmce uvedeme nékteré definice a tvrzeni z [5]. Formulu-
jeme je pouze ve tvaru, kterého v dal$im uZivime.
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Je-li® + G < E,; omezend otevfend mnoZina a S = E, 4, polopfimka, potom
bod Ze S nazyvime ndrazem S na G, jestliZe mnoZiny S N G n Q,,4(2, 1)
a (S — G) n Q,,4(Z, r) maji kladnou linedrni miru pro ka%dé r > 0. Plati:

Tvrzeni A. Bud j € E,,, . Necht pro 0 € I oznacuje n®(0, §) pocet vsech ndrazit
polopFimky {§ + ¢6; ¢ > 0} na G (0 < n%(0, §) < ). Potom je n®(0, ) baireovskd
funkce proménné 0 na I' a integrdl

+9) = [ n°00.) an

je roven
sup{f grad Y(%) . r—%df; YyeD, Jéspt W}-

Jestlize 0 € I', polozme v() = 0, kdyZ 0 je vn&jsi normédla G v § ve Federerové
smyslu; jinak bud v(§) = 0.

Tvrzeni B. Je-li G mnoZina s konecnym perimetrem, pdtam pro ka¥dé Z € E,, . je
v%(2) =‘[ MdH(y).
we |7 — E[mH

3. Oznadeni. Budeme se zabyvat pouze mnoZinami specidlniho tvaru. Pro fe C
oznaéme y, = min f(x),
xeK

Gy={[x,t]€Epn+y; xeK®, p,—1<t<f(x)},
Ly ={[x,t]eE,+1; xeK®, t=f(x)}.
Ztejmé je L, < hr G,. PoloZme ddle L; = hr G; — L. Zfejmé je mnoZina G,
otevfend, L; uzaviend a L, je H-m&fitelnd. Je-li z € K°, oznaime % = [z, f(2)],
G = G, a v/(z) definujeme rovnosti v/(z) = v9(2).
Nekdy budeme pfedpoklddat, Ze f € C,. Vime, Ze potom m4 hr G, kone¢nou Haus-

dorffovu miru [6], a tedy md G, kone&ny perimetr ([2], v&ta 26). Pro z € K° necht
md Z stejny vyznam jako nahofe a definujeme I(f, z) vztahem

1) ma=L%ﬂﬁwﬂwm,

kde v md stejny vyznam jako v odst. 2. Z véty B tohoto odstavce plyne, Ze pro zmi-
nénd z a f je

(2 v(2) 2 I(f, 2) .
4. Lemma. Budte a,, ..., a, redlnd ¢isla. Pro i,j = 1, ..., m poloZme o;; = a,a;

m
a bud A matice o procich a;;. Potom det (J + A) =1 + Y al.
i=1
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Dukaz. Pro A€ E, bud x(4) = det(4J + A). Protoze matice 4 md hodnost
nejvyse jedna existuje ﬂ €E, tak, Ze y(A) = A" + A"~ Z deﬁmce determinantu

okamZit& plyne, 7e f = Za,, Jetedy det(J + A) = x(1) =1 + Z al.

5. Lemma. Bud z e K°, fe C,, = [z, f(z)] a polome

3) W(2) = — grad f(z) 1 .
(1 + (grad f(2))*)'/* " (1 + (grad f(2))*)""*
Potom je v(2) vnéjsi normdla G v 2 ve Federerové smyslu.

Diikaz. Plyne z véty 14 v [8].

6. Lemma. Bud z K° fe C,. Potom

2y = lgrad £(2) . (t — 2) + f(2) — f(t)|
“ D= | lle= = + 0@ - sy

Diikaz. Definujeme zobrazeni ® = [®,, ..., ®,,,,]zK°do E,, ., takto: ®(t) = 1,
proi=1,...,m, ®,,,(t) = f(t). Zfejm& je P prosté zobrazeni tfidy C, mnoZiny K°
na L,. Bud M(t) matice typu (m + 1, m) o fddcich grad ®(1), Dg(f) = (det (M'(7) .
. M(7)))'/2. Snadno zjistime, Ze Dg(f) = (det (J + A(r)))"/?, kde A(r) je matice
o prvcich [0,f(f) 8,/(?)] (i,j =1, ..., m). Podle lemmatu 4 je Dy(f) = (1 +
+ (grad f(¢))?)'/* > 0. Nyni vyjddfeni (4) plyne z (1), (3) a ze zndmé véty o vypodtu
integrdlu podle Hausdorffovy miry pomoci Lebesgueova integralu (napt. [6], véta 3.11).

7. Lemma. Parcidlni derivace prvniho Fadu funkce f budte hélderovsky spojité
na K°. Potom existuje b, > 0 tak, %e pro kazdé ze K°® je I(f, z) < b,.

Dikaz. Budte 4, B takovd kladn4 &isla, Ze pro kazdé i = 1, ..., m plati |0,f(x) —
—8.,f(»)| < A|x — y), kdykoli x, y € K°. Zvolme z € K° a bud t % z. Ze zndmych
vét z diferencidlniho poétu plyne, Ze existuje bod & leZici na tse&ce s krajnimi body z, ¢
tak, Ze

|grad £(¢) . (t — 2) + f(2) -—f(t)] |grad f(t) — grad f(¢)] |t — z|
(It = 21 + (f(z) = S+ o2 = l 2™+t
SAml/ZI’félﬂs AmY .
I L N Zl"‘”"

Odtud jiZ tvrzeni plyne.

8. Lemma. Bud ¢ spojitd na intervalu {0, r). Potom plati:,

f o(|x]) dx = ko f ~=1 (1) dt .
2%(0,r) 0

Dukaz. Napt. [7], str. 260.
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9. Lemma. Bud m > 1, r > 0. PoloZme

m Ve ym=2dy
© e A

Pro o > 0 poloZime

Y(o; 7) =J 9 (xeE,.,).

n,.._,(o,,)(ocz + lxIZ)(mH)/z ’

Potom existuje y > 0 tak, %e pro kaZdé a > 0 je

(6) Yo r) S a2
ddle pro kazdé « € (0, 2) plati
(7) Yles3) 2 2" Tna2

Diikaz. V lemmatu 8 poloZime k = m — 1, o(f) = (¢ + t*)~™*"/2. Dostdvime
r aztm—z dt
o Ylas 1) = (m = 1) s LW‘
Po substituci 4 = ta”! obdrZime
ra= 1 m—2
2 - _ u du
(8) a l//(a’ r) - (m 1) xm—l J-O (1 + uZ)(m+l)/2 '
Odtud plyne, Ze pro kazdé « > 0 je
» ) m—2
Yloasr) S a 2(m — 1) %,y _ W tdu
o (1

+ uZ)(m+ 1)/2

Nyni je zfejmé, jak budeme volit y. Dokdzali jsme (6). PoloZme v (8) r = 4. Potom
je pro kazdé « € (0, 2)

~1/4 m—2
2 (. u™ " “du  am-
o ‘ﬁ(“,%)_z.(m"l)”m—ljo mm-—z n.

Odtud plyne (7).
10. Lemma. Parcidlni derivace prvniho rFddu funkce f budte hélderovsky spojité
na K°. Potom existuje b > 0, tak Ze pro kaZdé z € K° je v/(z) < b.

Dikaz. Ponechdme oznaeni zavedend v odst. 3; pro zeK° je Z = [z, f(z)].
Podle (1) a lemmatu 7 je pro kazdé z € K°

(9) I M__E)ldy(y) <b,.

|55 _ §|m+l
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Predpoklddejme, Ze m > 1. Bud 1 < i £ m, 3 bud rovno 0 nebo 1. Oznaéme
P®)={xeE;0<x;<lLj=1..,mj*i x, =9},
S(8) = {% % = [x, ] € Eny 1, X P(9), 1y — 1 <1 < ()},
Py ={%3%=[x,t]€Eps, x€K’ t =p, — 1}.
PoloZme r = max ((m — 1)172, |f|c + 1), bo = (m — 1 + (2|f]c + 1)?)"/2 Zvol-

me nyni z € K°. Je-li j € Py, je zfejmé& 1 < |[§ — Z| < b,. Odtud plyne, Ze

wWy).(y—2 o
(10) 'f M0G0 = 2 yp5) < .
A Po |y - Z|
Zvolme 1 i< m, 9¢{0,1}. Pro kazdé je S(9) je v(J) = [v1s ..., Vms1], kde
m-—1
v; =0 pro j # i, |[vj] = 1. Oznatme Q' = {x;x€E,, Y xI <r? —r<x, <r}
Pro x € Q' poloZme i=1

P(x) =[x+ 2z, Xict F Zicts X0+ Zig s oo Xt + Zgns X -

Potom je ¥ isometrické zobrazeni ' do E, ., a z definice Cisla r snadno plyne, Ze
549%) = ¥(2). Body x € E,, budeme psét ve tvaru x = [%,t], kde € E,,_,, te E,.
Ziejmé je Q' = @,_4(0, r) x (—r, r). Nyni aplikujeme Fubiniovou vétu a lemma 9,
vztah (6) (klademe oviem a = ((8 — z;)*> + (t — f(2))?)'/? > 0). Dostdvdme

(11) L (). 0—2) dH(v)éL Lol ;|i‘lldH(v)=

@ 7 =2 @ |7 —

IIA

_ |9 — zifdx _ f |9 — z| d% dr
2 |P() = 2" )\ anoiom (O = 2)* + (¢ = £(2)* + [#]?) 072

" |9 — z;| dt .
1| T oo

Polo¥me kone¥n& P = P, U U (S(0) U S(1)) U L;, b = by + by + 2mny. Ztejm&
i=1
H(hr G, — P) = 0-a tedy podle definice v’(z), podle véty B a podle (9), (10), (11)

dostdvame
@)= POy <.
hrG Iy - Z,

Pro m = 1 pfenechdvdme dikaz Ctendfi.
Lemma je dokdzdno.

90



11. Lemma. Necht funkce h md spojitou derivaci druhého Fadu v intervalu {0, 1).
Bud x,€(0,1). Pro xe <0, 1), x + xo polozme hy(x) = (h(x) — h(xo))|(x — Xo),
hy(xo) = h'(xo) a pro x €0, 1> poloZme h,(x) = arctg h,(x). Oznacme V variaci
funkce h, na 0, 1). Potom je

_ [ FG) (x = o) + ko) = H(9)
(12) V=)o G ol + (o) ~ WP

Bud ddle q€(0,1), n pFirozené a necht h((2j — 1)[2n) =2gn"" (j =1,...,n),
h(2j[2n) = 0(j = 0, ..., n) a nechf pro x € {0, 1) je 0 < h(x) < 2qn"". Potom je

(13) Vz %qis“.
s=2

Ditkaz. Necht h,(€0, 1)) = <a, B). Snadno zjistime, Ze h} je omezend v {0, 1)
a tedy je h; absolutné spojitd v <0, 1). ProtoZe funkce arctg je lipschitzovskd na
o, B, je h, absolutn¥ spojitd na <0, 1> ([9], str. 264). Podle zndmé véty je V =
= [ |h5(x)| dx. Odtud vypodtem dostaneme (12). Vztah (13) plyne z 3.12, 3.14 v [4].

12. Lemma. Bud q € (0, 1), n pFirozené. Pro x € 0, 1) poloZme h}(x) = 2qn™'.
.sin® nnx. Ddleprot = [ty, ..., t,] € K bud h,(t) = hi(t,). Konecnén bud prom > 1
¢islo uréené vztahem (5), pro m = 1 polofme n = 1.

Potom je h,e C, a pro ze K° je

(14) I(h,, z) = inq gzs“ )

Diukaz. Zfejmé miZeme pfedpoklddat, Ze n > 1. Zfejmé je h,e C,. Je-lim = 1
plyne (14) ze (4), (12), (13). Bud m > 1. Zvolme zeK® a bud teK”’ ¢, * z,;
polozme 2 = [zy,...,Zn—1], = [t1, ..., ty—1]- Misto h] budeme psit pouze h
a polozime a = ((t,, — z,)* + (h(t,) — h(z.))?)'/?. ZEejmE je 0 < a < 2. Nejdfive
odhadnéme integrdl

_ di
([T = 2T 4 7

Zfejmé existuje (m — 1)-rozmérny krychlovy interval K o délce hrany 4, jehoZ jeden
vrchol leZi v bod& 2 a K < K,,_ ;. Potom, pouZijeme-li lemma 9, vztah (7), dostaneme

Z2 dz > | d? =
= K(Ii _ 2|2 + az)(m+1)/2 = 2m—l nm_,(z,x/z)(li — 2|2 + d2)(m+1)/2

1 di
— > na”?.
2mt J.n...-l(o,l/z)(“z + [g|F)emrorz = !
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Nyni postupné z (4), z Fubiniovy véty, z prdvé dokdzaného a z (12), (13) plyne

NS ! [P (t) (tw — Zw) + h(zm) — h(t,)| -
= [ ([ s e W g e 2
() (= z2) + h(z) = 0) .
f  — o 1 (i) — )y SmEIa2s

Lemma je dokédzano.

13. Lemma. Bud z € K°, f, g€ C, aI(g, z) < . Potom je
I(f +9.2) 2 2+ 2g|) ™2 1(F, 2) = (L + |g|)* 2 1(g, 2).

Dukaz. Necht t e K°. Uvdzime-li, Ze |g(f) — 9(z)] < |g]| |t — 2|, snadno ov&fime
ndsledujici nerovnosti:

L+ g7 (e = 2" + (a9()) — 9(2))) s |t = 2* < Je — 2f* +
+(f(2) + 9(2) = (1) = 9()* = |t — =" + 2/(2) - £(1))* +
+2(9(2) — 9())* = 2 + 2]g*) (12 = 2" + (fz) - F(1)))-

Nyni diikaz tvrzeni snadno dokon&ime pomoci vyjddieni (4).

14. Oznaéeni. Bud Z € E, . ; na mnoZiné E, ., — {E} definujeme zobrazeni IT,
takto:

=<
[ 1]

T z(’?) =

[

Pro kazdou mnozinu M < E,,.,, pro niz Z ¢ M, je ziejm& II;(M) c I

)

15. Lemma. Bud M konvexni téleso v E, ., Z€ M°. Potom existuje Cislo A,
takové, Ze pro kazdé %, j € hr M plati

|% = 7 = 4:|11(%) — 1) -

Dukaz. Bud 6 > 0 takové, Ze I'y = hr Q,,,4(Z, 6) = M° a bud p projekce mno-
Ziny I'y z bodu Z na mnoZinu hr M. Nejprve dokdZeme, Ze existuje Cislo A; tak, Ze
pro kazdé u, ve I'; plati

(15) ‘ |p(u) — p(v)| < 4;lu — v].

Pro u, ve I'; oznaime ¢(u, v) neorlentovany thel vektort u — %, v — Z. K dikazu
(15) stadi zfejm& ovefit, Ze vyraz

|p(u) — p(v)|
sin ¢(u, v)

je omezeny pro viechna dostate&n& mald kladnd ¢(u, v).

92



Necht T,(u) je pld3t te¢ného kuZele opsaného ke I'y z bodu p(u) a 2w(u) je jeho

vrcholovy uhel. Pak

min 0(u) = wo > 0, maxo(u) = o, < ir.

uely uelly
Uvazujeme body u + vel', takové, Ze ¢(u, v) < min (37 — w,, ®,). Pak polo-
pfimka ‘_z':;protne Ty(u) v bod& p,(v), ktery patii do M, nebot lezi na use&ce, jejiz
koncové body jsou p(u)(e M) a bod dotyku I';(=M) s poloptimkou p(u) pl(vy
Bud T,(u) mnoZina soumérnd k Ti(u) vzhledem k bodu p(u). Potom T,(u), T(u)
jsou oddéleny opérnou nadrovinou k M v p(u). Prasetik p,(v) poloptimky vs T,(u)
tedy nepatfi do M. Mezi body p;(v), p,(v) tedy lezi prisetik p(v) polopfimky £
s hr M, takZe |p(v) — p(u)| je sevieno mezi |p(u) — p4(v)| a [p(u) — p,(v)|- UvaZujme
trojihelnik o vrcholech p(u), p,(v), p,(v). Uhly pti jeho vrcholech jsou pofadd
21 — w(u), o(u) + ¢(u, v), w(u) — @(u, v). Je tedy

|Pa(v) — p(u)] _ sin (w(u) + o(w,v))

IpA(2) = p()]  sin (o(w) — 0(u0)

pro ¢(u, v) - 0+ a to stejnomé&rng vzhledem k w(u) € {wo, ®,). Staii tedy odhadnout

shora
[p4(2) — p(u)]
sin @(u, v)

pro mald ¢(u, v). Je oviem

|pi(v) — P(“)I |pi(v) — z| diam M ’
sin (u, v) sinw(u) — sinw,

kde diam M je primér mnoZiny M. Plati tedy (15).
Necht nyni X € hr M. Snadno zjistime, Z¢ p(Z + 6H2(x)) = X a tedy podle (15)
mdme pro kazdé X, j e hr M

|% — 5| < 436 |T,(%) — I(5)] -
Nyni poloZime 4, = A;6.
16. Lemma. Bud M konvexni téleso v Ep,y, 0 € M°, L kompaktni podmnoZina
hr M. Misto Iy, budeme psdtIl = [II,,...,M1,, ] Pro Z€ E,.y, X € Ep., poloZme
Ty(%) = % — Z + Zo. Bud & > 0. Potom existuje 6 > O tak, Ze pro viechna Z e

€ 2,4 1(Zo, 0) je
|H(T(T(L))) — HII(L)| < &.

Diikaz. V tomto dikazu ozna&ime ¢ euklidovskou metriku v E,,, 4. Bud { € (0, 1),
80€(0, 40(%0, L)) a oznalme L* = {fi;fi€E,,y, o(ii, L) < 25,}. Potom je L*
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kompaktni mnoZina a Z, ¢ L*. Existuje (napf. [6] v&ta 3.3) takové &islo 4, e plati
implikace
(16) iy, i, € L* = |(@,) — N(#,)| £ A,|d, — @,].
Z lemmatu 15 plyne, Ze existuje islo 4, takové, Ze plati implikace
(17) ily, i, € L= |, — #i,| £ A,|1(i1,) — I(ii,)| .
Ze stejnomé&rné spojitosti zobrazeni grad IT; na L* plyne, Ze existuje J, € (0, Jo) tak,
Zeprokazdé 1 < j < m + 1 plati
(18) |grad IT(#,) — grad IT(ii,)| < A5 '(m + 1)7'2 ¢,
kdykoli i, #i, € L*, |ii, — fiy| < 28,. PoloZme & = min (6,, }4; '4; '8,().
Jeli %,5eL, |¥— 7|26, 2€Qnii(20,0), je ¥ — 2+ Zo€L¥, §— 7 + Zy¢
€ L* az(16) a (17) dostdvdme
[1(% — 2 + 20) — (5 — % + Zo) — I(X) + ()| _
(%) — 1(5))
NG = 2 + 20) — IE)| + |05 — 2 + Zo) — 11(7)] <
(%) — 11(3)|
é 2'5 - 20! A1A261_1 < { .

(19)

Nechf %, e L, 0 < |% — §| < 8,, Z€ Qp+1(20,6), 1 £j £ m + 1. Snadno zjisti-
me, Ze potom leZi Gise¢ka U, (resp. U,) o koncovych bodech X — Z + Z,, 7 — 2 + Z,
(resp. %, 7) ve vnittku mnoZiny L* a existuji body ¢} € Uy, &7 € U, takové, Ze
(20) Hj(i - Z 4+ Eo) —Hj(_'v' -z 4+ Eo) = grade(éj‘).(i - j‘i),

(%) — M(5) = grad (&) . (% - 7).
ProtoZe
& = &l = 1% = 5] + 12 = 20| <26,

je podle (20), (18) a (17)

Iz — 2 + 20) = [ - 2 + %) = O() +00)]| _

[1(z) - 1(5)| -

= sl (R e e - smami
- |a(z) - 1(5)

Oznaéme nyni I = IT(L), IT* restrikci zobrazeni IT na L a pro % € Qu+1(Zo, 90)
a pro X € I'" polozime ¢,(%) = I(T(IT~ ,(X))). Zfejm& je ¢, zobrazeni I'" do I'.

(21)

S AA7'C=¢-
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Bud 7 € Qs (20, 0), @, 5 I, @ + ¥, ¥ = II“ (&), § = I~ (7). Potom podle (19)
a(21)je
lox(@) — @u(6)] = |i = o]| _ |od#) — @s(8) — @ + 9] _
|a - o] - |7 — 3]
G — 2+ 2) ~ A(5 — 2 + 2) - AR) +0G)]
|1(z) - 1) -

Vidime tedy, Ze ke kazdému { € (0, 1) existuje J € (0, &,) tak, Ze plati implikace

Ze Qnii(20,0), i, 5el" = ||p)i) — o)) — |d — || = ¢la - 5].
Odtud a ze zndmé v&ty o Hausdorffové mife (napt. [6], véta 1.7) plyne, %e pro Z €
€ Qs (20, 6) Je

[H(go(I") — H(IM)| = (1 = )™ — 1) H(e(I")) =
s((@ =9 - )H(I).
Odtud a z definice @, tvrzeni snadno plyne.

17. Oznadeni. Ponechme ozna&eni odst. 2 a 14. Pro f € C, z € K° sestrojime mno-
siny G = Gy, L,, bod % a &isla p, v*(z) stejné jako v odst. 3. Pro 0 € I' bud n'(0, z) =
= n%@, 2). Ddle bud M% = I(L,), p’(z) = H(M?). Konetn& je funkce c/(6, z)
promé&nné 0 € I' charakteristickou funkci mnoZiny M7. Ve zfejmém smyslu budeme
o0 v’(z), p’(z) mluvit také jako o funkcich na K° x C.

18. Lemma. Funkce v’(z) je zdola polospojitd na K° x C.

Dikaz. Necht z,e K, foe C, ke E; a necht v/°(zo) > k. Budeme psit Z, =
= [2o, f(z0)]- Z tvrzeni A z odst. 2 plyne, Ze existuje funkce Yo € D tak, Ze Zp ¢ T =
=spt Y, a

d=j grad Yo%) . ——— 20 di > k.
Gro

Ig _ 'Z~°|m+l
PoloZzme ¢ = d — k; je tedy e > 0. Pro fe C, Z€ E,,.; — T poloZme

o(f. 2) = J grad Y (%) . ——x:‘ﬁ?ﬁ ds .
Gy

| — 2

Uzitim zndmych v&t integrdlniho podtu snadno dokdZzme, Zz existuje 6; > O tak,
ZeprofeC, |f — foc <61aZeQuii(20,6,)jc 2¢ Ta

(22) |0(f, 2) — Q(for Z0)| < &-

Zfejmé existuje 6 > 0 tak, e pro z € K° takovd, Ze |z — 20| < 8, a pro fe C, pro

95



n&% | f — fo|c < 6, plati pro Z = [z, f(z)] vatah z e @,,, 1(%0, 0,) a tedy podle (22) je
- Q(f;f)>Q(fo,fo)‘—8=k.

Podle tvrzeni A a z definice v’(z) mame pro zminénd f, -

v (z) 2 0(f, ) > k.

Odtud tvrzeni lemmatu plyne.

19. Lemma. Funkce p’(z) je spojitd na K® x C.

Diikaz. Bud z,€K°, fo € C, Z, = [zo, fo(z0)], & > 0. Zvolme §, > O tak, aby
Qni1(Z0, 26,) « K x E; a ddle uréeme R > 0 tak, aby pro fe C, pro né%
|f = follc < 1, bylo L; = 2,,,,(%o, R). Neni obtizné ov&fit (srv. [6] véta 3.3), Ze
existuje f > 0 tak, Ze pro viechna 7 € Q,, 4(Z,, J,) plati

[I,(%) — I,(7)| < BJ% - 3],

kdykoli %, § € 2, 1(20» R) — Q.+ 1(Z0, 26,). Odtud a ze zndmych vét o Hausdorffov

mife snadno plyne, Ze existuje 8, € (0, 9,) tak, Ze pro Z € Q,,,,(Z,, 6,), f € C, pro n&

If = follc < 82 je

(23) |H(IT(Ly) — H(IT(L,))| < e.

Déle budeme misto IT;, psdt pouze IT a zobrazeni T, budeme definovat stejn€ jako

v lemmatu 16. Potom pro Z € 2, (20, 6,) je zfejm& IT,(L} ) = I(Ty(L},)). Pied-

poklady lemmatu 16 jsou splnény, poloZime-li M = K x {u,, — 1, max fo(x)),
xeK

L = Lj,. Podle tvrzeni tohoto lemmatu existuje 65 € (0, 5,) tak, Ze pro Z € 2+ 1(Zo, 93)

je

(24) |H (IT(Ly,)) — H(T(L,))| <&

Ztejmé existuje 6 > 0 tak, e pro z € K° pro n& |z — z,| < 6 a fe C, pro n&

If = follc < 8. je 2 = [z, £(2)] € @n+1(Z0, 5) a tedy z definice p(z) a ze (23), (24)
plyne pro takovd f, z

[p/(2) = P7(z0)| = |P/(2) = P7(2)| + [P"(2) — P"°(z0)| < 2¢-

Odtud jiz tvrzeni plyne.

20. Lemma. Bud ¢ > 0. Necht Y md spojitou derivaci na intervalu <0, 1 + ¢)
a necht Y(1) — y(0) — y'(1) + 0. Pro te E, bud o(t) = t(y(1) — ¥(0)) + ¥(0).
Potom existuje 8, 0 < 6 < min (1, &), tak, Ze pro kadé t, pro né 0 <t <3y, je
(0o(1 + 1) — y(1 + 1)) (L — ¢) — Y(1 — 1)) <O.

Dikaz. Pro te<0, 1 + &) poloZme o(f) = o(t) — Y(t). Ziejm& o'(1) = (1) -
— Y(0) — y’(1). Vidime, Ze ¢(1) = 0 a Ze funkce g je v bod& t = 1 bud rostouci nzbo
klesajici. Odtud na$e tvrzeni plyne.
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21. Oznateni. Bud zeK® feC,, Z=[zf(z)]. Pro teK® — {z} poloZme
o(1) = I([t, f(1)])- Potom je zfejm& & = [, ..., B,,,,] zobrazeni t¥idy C, mno-
ziny K° — {z} do I'. Oznagme M,(t) matici typu (m + 1, m) o ¥adcich grad &),
ddle bud Doft) = (det (My(t) Mo(f)))!'>.

22. Lemma. Bud t € K® — {z}, 0 = (1) a piedpoklddejme, %e Do(t) + 0. Oznac-
me t = [t, f(t)]. Potom je T nardz polopfimky {£ + ¢0; ¢ > 0} na G,.

Ditkaz. Zvolme & > 0 tak, aby pro t€<0,1 + &) bylo z + 7(t — z) e K°. Pro
tato 7 poloZime ¢(7) = z + ©(t — z), ¥(r) = &(¢(7)), ¥(r) = f(¢(r)). Snadno zjisti-
me, Ze ¥'(1) = Mg(2) (t — z). ProtoZe Dg(t) + 0, md matice M(f) hodnost m a tedy
|#(1)| # 0. P¥imym vypodtem ové&fime, Ze

le'(1)| = |t — 2| |£(1) — f(z) — grad £(t). (t—-z)l
|t =z + (/) - £(2))?
Vsimn&me si, Ze f(f) = ¥(1), f(z) ¥(0), grad f(f) . (t — z) = y’(1), a protoZe

[2'(1)] # 0, je y(1) — ¥(0) — ¥’(1) # 0. Nyni tvrzeni lemmatu plyne z definice G/,
definice ndrazu a z lemmatu 20.

23. Lemma. Je-li B < E,, ., uzavfend, 2€ E,,,,, 0 € I, pak oznacime N(G) pocet
prokit mnoZiny By = B 0 {Z + ¢0; ¢ > 0} (0 < N(6) < ). Potom je N(6) baireov-
ska funkce proménné @ na I'.

Diikaz. PoloZme Q,,. (2, 0) = {z} a pro ptirozend n, k ozname w} = Q,,1(Z, k.
227" — Qi 1(2, (k — 1).27"). Bud x* charakteristickd funkce mnoZiny {8, 0T,
By N % + 0}. Snadno zjistime, Ze tato mnoZina je typu F,, tedy funkce 2 je

o0
baireovskd, takZe totéZ plati o funkci I, = z x%. Neni obtiZné nahlédnout, Ze pro
k=1

kazdé O e I je 1,(6) rovno podtu téch o) (k pfirozené), které obsahuji aspoii jeden
bod mnoZziny By. Odtud snadno plyne, Ze {1.(6)} je neklesajici posloupnost s limitou
N(6). ProtoZe 1, jsou baireovské funkce proménné 6, plati totéZ i o funkci N =
= lim I,

24. Definice. Pro f € C poloZme
By = {[x,t] €E,.1; x€K, t = f(x)}

(graf funkce f na mnozing K). Bud z e K°, Z = [Z, f(z)]. Pro 6 € I' necht N/(6, 2)
znamend polet prvkdt mnoZiny B, n {Z + ¢0; ¢ > 0} (0 < N’(6, z) £ ). Podle
lemmatu 23 je N/(6, z) baireovskou funkci prom&nné 6 na I'. Definujeme

Vi(z) = J N0, 4H(D).
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Cislo V/(z) nazveme cyklickou variaci funkce fe C v bodé z € K°. Pro pevné f
povaZujeme ¥/ také ve zfejmém smyslu za funkci na K°.

25. Lemma. Ponechme oznaleni zavedend v odst. 17, 24. Bud fe C,, z€K°.
Potom existuje mnoZina A < I takovd, (e H(A) = 0 a pro kazdé 0 eI — A je

(25) n’(0, z) = N’(0, z) + ¢’(6, z) .

Dikaz. Oznadme A, = ITy(B; — L;) (2 = [z, f(2)]). Ztejm& H(B, — L;) = 0,
tedy také H(4,) = 0. Bud Z = {t; t e K°, Dy(t) = 0} (viz odst. 21), A, = ¥(Z).
Podle Sardovy véty (viz [6], véta 3.14) je H(A,) = 0. PoloZime-li A = A, U 43, je
AcT a HA)=0. Bud nyni feI' — A a oznalme S = {Z + ¢b; ¢ > 0}. Dile
oznaéme Q; mnoZinu viech bodi z S, které jsou ndrazem S na G;, @, = ht G, N S,
Q; = (br G, — B;) n S. Snadno nahlédneme, 7¢ Q, = Q, a Ze mnoZina Q; je
nejvyse jednobodovd. Ztejmé Q, = (B, n S) U @3, kde sjednoceni vpravo je disjunkt-
ni. Necht 7€ Q,. Je-li T € @4, pak je 7 zfejmé ndrazem S na G,. Je-lite B, N S, je
T = [t, f(1)], kde 1 € K® nebot 0 ¢ A,. ProtoZe 0 ¢ A,, je Dy(t) + 0. Z lemmatu 22
plyne, Ze  je ndrazem S na G,. Dokdzali jsme, Ze @, = Q,. ProtoZe 0 ¢ A, je zfejmé
c/(6, z) = 1 prav& kdyZz Qs # 0. Nyni (25) plyne z nasich definic.

Lemma je dokdzdno.

26. Lemma. Pro f € C, z € K° definujeme

(26) wi(z) = v/(z) — p/(2).
Potom je funkce w’(z) zdola polospojitd na K° x C a plati
(27) v(z) — ¢ < w(z) £ V(2),
kde o = H(I).

Je-li fe C,, potom
(28) - w2 =V(2).

Duikaz. Prvni tvrzeni plyne z lemmat 18, 19. Z definice pf(z) plyne, Ze 0 £
< p/(z) £ 0. Odtud a z (26) vztah (27) okamZité plyne. Rovnost (28) plyne z (25),
(26) a z nasich definic.

27. Véta. Predpoklddejme, Ze parcidlni derivace prvniho Fddu funkce f jsou
hélderovsky spojité na K°. Potom je funkce V' omezend na K°.

Dikaz. Plyne z (28), (27) a z lemmatu 10.

28. Oznaleni. Pro pfirozené r bud K" m-rozmérny uzavieny krychlovy interval

o délce hrany 1 — (r + 1)™! a o stfedu spoledném s K. Zfejm& K° = () K". Ddle pro
fe Cbud F(f) = inf w/(z). Pro pfirozené r, k ozna&ime r=1

zeK'
A ={fifeC F(f) S k}.
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29. Lemma. Budte r, k pfirozend. Potom je mnoZina A, uzavrend v C.
r,

Dikaz. Dokdzeme, Ze funkce F, je zdola polospojitd na C. Odtud naSe tvrzeni
vyplyne podle zndmé véty. Bud f, € C, ce E;, ¢ < F,(f,). Podle lemmatu 26 je funkce
w!(z) zdola polospojitd na K® x C a tedy ke kazdému z € K" existuje okoli U(z)
bodu z v K° a okoli R(z) prvku f, v C tak, Ze w/(x) > ¢, kdykoli x € U(z), f € R(z).
ProtoZe K’ je kompaktni, lze vybrat z {U(z)},.x- konetné podpokryti {U(z)}i=,
krychle K". Uvé€domime-li si, Ze zdola polospojitd funkce nabyvd na kompaktni

mnoZin€ svého minima, vidime, Ze pro fe n R(z;) je Ff) > c. Je tedy F, zdola
polospojitd v bodé& f, € C. i=t
Lemma je dokdzdno.

30. Lemma. Budte r, k pFirozend. Potom je mnoZina A,, N C, uzaviend a Fidkd
v C,.

Dikaz. ProtoZe pro fe C, je “f”c < m‘/ZHf“, plyne z lemmatu 29, Ze 4, , N C,
je uzaviend v C,. Staci tedy dokdzat, Ze C, — A, , je hustd v C,.

Bud tedy fe C, a¢ > 0. Vime, Ze existuje funkce f majici spojité parcidlni derivace
prvniho ¥ddu v E,, pro niz f = f na K (napf. [l], str. 50). Odtud snadno plyne, Ze
existuje funkce g € C, kterd m4 omezené parcidlni derivace druhého fddu v K° a pro
niz g(0) = 0 a ||g — f| < 4&. Z lemmatu 7 plyne, Ze existuje b, > 0 tak, Ze pro
kazdé z € K° je I(g, z) < b,. Zvolme g, tak, aby bylo

(29) 0 < go < min (1, &/8n).
Prototo g = g, bud h, (n pfirozené) funkce definovand v lemmatu 12. Z (2) a lemma-
tu 13 plyne, e pro kazdé z € K° je
(30) o"*9(z) 2 I(h, + g, 2) 2 (2 + 2|g|?)~™*V/2 K(h,, z) —

= (1 + g™+ 02 K(g, z) 2 (2 + 2g[?)~ "+ V2 MR, 2) — by(1 + [g]P) 0"
Bud, jako dfive, 5 &islo uréené vztahem (5)prom > 1,prom = 1 budn = 1, ¢ bud
&slo z lemmatu 26. Zvolme n, tak velké, aby

no
(31) (2 + 2||g|l2)’("'“’/2’1%qo ;s‘l _ bl(l + “g||2)(m+1)/2 —o=2k+1.

Polozme h = h,, f; = h + 9. Ziejmé fy € C, a z definice funkce h snadno plyne,
%e |h|| < 4gon. Ddle plyne z (29) a z volby g, % |f — f,| < |k + ¢ — f] <.
Ddle z (30), (14), (27) a (31) plyne, Ze pro kazdé z e K° je w/'(z) =2 k + 1 a tedy
F,(f)) > k. Plati f, ¢ A, a tedy je mnoZina C; — A4, , hustd v C,.

31. Véta. MnoZina viech funkci z C, majicich nekonecnou cyklickou variaci
v kazdém bodé intervalu K° je residudlniv C,.
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Dikaz. Zmin€énou mnoZinu oznadme R. Bud f e C,. Pfedpoklddejme, Ze existuje
bod z € K° tak, Ze V/(z) < co. Potom pro dostatedn& velkd ptirozend &isla r, k je
ze K", V/{z) < k a podle (28) také w/(z) < k, tedy fe C, N 4,,. Vidime, e C, —

(-]

— R = U (4,4 n Cy). Zlemmatu (30) plyne, Ze mnoZina C, — R je prvni kategorie
v, "=

Véta je dokdzdna.

32. Poznamky. 1. Postup diitkazu véty 31 je z&4sti shodny s postupem uZitym v ¢ldn-
ku [3]. Pro m = 1 plyne tvrzeni véty 31 z vysledku uvedeného v [3].

2. Z véty 31 plyne, Ze existuji funkce z C,, pro n&z V/ = oo identicky na K°.
Bud f takova funkce a sestrojme mnoZiny G = G, L = L, podle odst. 3. V souvislosti
s i¢kterymi otdzkami teorie potencidlu [5] hraje ddleZitou roli kone&nost (resp. ome-
zenost) funkce v (viz odst. 2) na hr G. Prév& sestrojend oteviend mnoZina G md po
géstech hladkou hranici, a pfesto, jak plyne z (28) a (27), je v%(Z) = oo dokonce pro
viechna Z € L. Odtud a z vysledkt [5] napf. plyne, Ze ani pozadavek, aby oteviend
mnoZina méla po &dstech hladkou hranici, nezaruéi spojitou prodlouZitelnost poten-
cidlu dvojvrstvy pro kaZdou spojitou hustotu.

3. Z véty 31 plyne, Ze v jistém smyslu ,,vétSina‘“ funkci z C, m4d identicky nekonec-
nou cyklickou variaci. Zdroveil viak z véty 27 vidime, Ze pokud poZadujeme, aby
funkce f mé&la nekonednou cyklickou variaci aspofi v n&€kterych bodech z K°, nelze
pfedpoklad o hladkosti f podstatn& zesilit.
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Summary
SMOOTH SURFACES WITH INFINITE CYCLIC VARIATION

IVvAN NETUKA, Praha

m

Let K = [[<0, 1) be the unit interval in E,, the Euclidean m-space. Let f be

i=1
a continuous function on K, z € K° (= the interior of K), 8T = {6; 6 € E,,,,,
|0] = 1} and # = [z, f(2)] € E,+ ;. Write N’(6, z) for the number of points at which
the graph of f meets the half-line {# + ¢6; ¢ > 0}. Since N/(0, z) is a Baire function
of the variable 6 on I', one may introduce the cyclic variation Vf(z) of f at z by
setting

Vi) = I N/(6, z) dH(0)
r

where H stands for the m-dimensional Hausdorff measure. In terms of similar quanti-
ties some results of potential theory have been formulated [5]. Let us denote by C,
the set of all continuous functions f on K with f(0) = 0, the partial derivatives of the
first order of which are uniformly continuous on K° Considering C, as a Banach
space with the norm | f| = sup |grad f(x)|, the existence of smooth functions having

xeK©

nowhere finite cyclic variation follows from the following theorem: The set of all
fe Cy having V/(z) < oo for at least one z € K° is of the first category in C,. In
connection with this result it is interesting to note that V| (z)is bounded on K° provided
the partial derivatives of the first order of f are Holder-continuous on K°.
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